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第 一 章 集 合 


入 全 交合 一 ， 并 已 深入 到 各 
种 科学 和 技术 的 领域 路 . 计算 机 科学 二 作者 来 说 ， 焦 合 的 内 


念 是 不 可 缺少 的 。 在 升 闫 pe 有 有限 应 渭 宙 、 形式 证 次 和 洗 领 域 中 ， 
集合 论 有 着 广泛 的 应 月 。 

这 一 章 我 们 介绍 集 人 台 基 其 了 人 率 <。 瑚 介 、 分 划 等 基 玉 概念 ， 集 
侣 的 并 、 交 、 补 运 咎 以 茂 这 些 运 算 的 性 质 ， 还 介绍 文 色 较 和 成 员 
小， 它们 是 对 集 全 进行 运算 和 分 本 的 有 用 工具 最 后 介绍 党 合 的 
标准 形式 ， 


31.1 集 合 


合 是 数学 由 的 一 个 时 基本 的 概念 ， 很 难 百 用 由 的 订 束 定 久 

， 我 们 通常 内 是 给 耳 一 种 拭 述 , 

把 一 些 确定 的 、 生 此 不 区 的 事物 作为 一 个 整体 来 考 ; 准 上 时， 记 
个 整体 使 称 为 寺 一 个 集合 ， 这 里 所 诅 “事物 ”也 称 * 个 体 ”， 可 凡 
是 在 极其 广泛 的 意义 | 使 用 ， 闭 至 位 括 抽 和 象 的 事物 。 例如， 人 在 体 
中 国信 ， 一 本 书 中 的 个 部 概念 ， 一 肉羊 ， 所 有 自然 数 等 每， 者 分 
别 可 以 构成 集合 。 ， 

集合 里 所 含有 的 个 体 叫 微 集合 的 元 玄 。 从 如， 全 体 中 想 人 的 
奸 侣 ， 它 的 元 素 就 是 每 一 个 丈 国 人 一 税 季 的 集合 ， 它 的 元 素 就 
是 该 羊 群 中 的 每 一 只 羊 ; 所 有 自然 数 的 集合 ， 它 的 汇 案 就 是 每 一 - 
个 自然 数 ， 

今后 我 们 用 大 写 拉 丁字 级 表示 集合 ， 上 用 小 写 拉 丁字 母 表示 元 


i 严 


宫 。 如 果 & 是 集 人 台 4 的 元 素 ， 则 记 作 “aa4”"， 该 作 “aa 帮 于 集 
合 A” 或 4 在 华 合 玉 中”。， 如 果 @ 林 是 集合 有 的 汇 案 ， 则 记 作 
EA?7， 沪 作 “fa 水 硼 主 集合 及 ” 式 《a 不 在 弘 杏 起 中 ”。 例如 ， 
若 用 N 家 涉 自 然 数 的 集合 , 测 2EN, 3EN, 们 2.3EEN,， -3¢N。 

关于 集合 的 靳 念 ， 很 重要 的 一 点 是 当 我 们 给 出 一 个 “个体 ” 
后 ， 应 该 能 够 确定 它 大 再 是 这 个 集合 的 瑟 素 ， 合 如, “百货 疼 店 里 
好 看 的 任 布 ”就 不 成 为 一 个 集 人 台 ， 因 为 对 每 一 种 布 ， 没 有 确定 的 
标准 说 它 是 “好 看 ” 还 是 《不 好 看 ”. “这 个 班 里 的 高 个 子 学 生 ” 
也 不 构成 一 个 集合 。 因 瀛 在“ 草 全 F” 与 《不 是 高 个 子 ” 之 俩 没 
有 有 明 销 的 界限 ， 但 是 ， 如 果 我 们 给 出 ~ 个 完全 确定 的 标准 (如 和 丹 
高 h1.7 洲 )， 合乎 这 个 标准 的 算是 《 * 高 个 子 ”, 否则 不 算 ， 那么 
对 于 这 个 班 里 的 每 一 个 学 生 ， 总 可 以 明确 地 断定 是 否 合 平 这 个 标 
准 ， 不 会 发 生 两 可 的 情形 ， 这 时 “这 个 班 里 的 高 个 子 学 生 ” 就 构 
三 一 个 集合 

下 面 介 绍 儿 个 常见 的 集合 的 表示 符号 。 

N， 正 整数 或 自然 数 集合 (1,?2,3,""*)。 

工 : 人 

1， 整数 集合 (0, 一 2 

P: 素 娄 梨 合 (只 了 本 丰 于 不 能 被 其 他 正 整 数 整 
除 的 大 于 1 的 正 整数 称 作案 数 ) 。 

但 ， 有 理 数 集合 《将 理 煞 是 可 以 表示 成 ifij 形式 的 数 ， 这 里 +， 
和 了 都 是 整数 ， 上 且 了 基 0)， 

R， 实 数 集 合 ( 和 包括 全 部 有 至 数 和 无 理 数 ) 

C， 复数 集合 (包括 所 有 形 如 4+ 计 的 数 ， 其 中 04、 上 b 是 实数 ， 
i=y 1 ), 

Nm 宕 1); 介 于 1 各 % 之 闻 的 正 整 数 集 合 ， 计 入 1 各 届 ， 
2 1) 


Z mi}s 介 于 0 和 抽 -1 之 问 的 非 负 束 数 集合 合 ， 计 人 上 和 
时 量 晶 


mo 1000, 12 )。 

对 于 集合 ， 有 下 面 两 神 漠 用 的 表示 方法 。 

把 集合 的 元素 按 仔 意 肝 序 滩 写 在 一 个 花 括 避 里， 并 用 逗号 
分 开 ， 这 称 为 列举 法 。 例如. 设 4 ;0 是 集 人 台 上 4 的 元 素 ,， 此 
外 4 无 其 它 元 澎 ， 则 袋 合 ey 入 = i901 02，…s 0,}。 叉 如 ， 
绝对 值 不 大 过 + 的 所 有 上 叱 数 的 集合 ， 可 记 作 $= {-3, 一 2, 一 1， 
D 1 2, 3， 列举 菠 必 须 牛 元 素 的 全 体 尽 列 出 来 ， 历 木 能 遗 淖 任何 
一 个 ， 因 此 ， 如 上 迪 一 个 集 含 含有 许多 元 来 时 ， 用 独 举 法 是 玻 其 麻 
烦 的 。 当 集合 舍 有 无 穷 多 个 元 素 时 ， 列 举 法 更 是 无 能 为 力 ， 但 对 
这 种 情形 ， 有 有 时 也 可 列举 出 此 全 的 一 部 分 元 康 ， 而 略 掉 的 元 素 应 
能 出 列举 出 的 元 素 以 及 它们 前 后 的 关系 所 确定 ， 使 得 人 们 一 者 就 
明白 , 例 丰 = 1 2)3y mr 了 二 人 一 2, 一 1,0s1,2"…}。 但 这 种 
鹤 被 有 持 是 很 困难 向 ， 可 采用 另 一 种 表示 方 共 。 

他 合 的 男 一 各 表示 法 称 为 描述 法 ， 它 是 利用 详细 说 朋 元 沾 
a€ A 的 定 六 条 件 作 赎 来 的 ， 即 给 定 一 个 条 件 Ptx), 当 且 仪 当 a 使 
条 人 PCB 成 实时 ，a 和 上 4。 其 一 般 形 式 为 上 = {a|P(la)}， 读 成 “A 
是 便 Po 成 并 的 所 有 元 下 4 的 集合 ”。 实 际 上 , 了 P(9) 描述 了 一 
规则 或 公式 ， 它 使 得 我 人 科 有 可 能 确定 a 是 否 在 4 中 。 例 如 ， 绝对 
伟 不 超过 3 的 历 有 有 星 数 的 集 台 用 描述 法 可 表示 为 S={ialacET 用 
-3 。 又 刘 ， 万 = tcl 是 中国 的 省 j， 

用 描 述 法 来 坦 示 - -个 集合 ， 基 方式 并 不 是 唯一 的 ， 因 为 对 -- 
个 集合 的 所 未 往 往 可 记 用 多 各 不同 的 方式 来 确定 ， 例 如 ， 集合 
L234 的 志 宕 可 定义 为 不 大 于 4 的 自然 数 ， 也 可 定义 为 小 于 
“6 语 能 整除 12 的 户 然 数 ， 内 此 集合 ,2,3,4} 可 洲 示 为 {aja EN。 
a 也 呈 表 直 为 aCN, 06.20|12}), 

关 十 集 从 的 航 念 ,还 有 一 点 器 要 提起 注意 的 是 ,对 作为 集 人 各 的 
元 素 有 的 个 仁 ， 玉 没有 给 它们 施加 什么 限制 ， 常 常 有 一 些 集合 其 元 
老 本 身 也 是 球台 ， A B= {i]}, {2,3), 


{1;3)}。 对 于 这 各 情形 ， 重要 的 是 把 集 台 1a ) 与 元 素 0 区别 开 
来 。 信 如 庶 合 5 旦 集合 4 的 元 素 ，-9E4， 有 而 3 是 集合 197 的 
沪 于 可 人 人 1 但 9 不 共和 的 元 索 ， 有 仁太。 

然而 ， 对 “他 办 … 盈 的 集合 "或 * 昌 -… 切 集合 组 成 的 集合 ”等 
全 亿 的 充 放 ， 我 们 必须 对 免 能 用 ， 因 为 它们 会 导致 系 合 论 中 的 悖 
诊 。 例 如 ， 我 们 米 在 六 名 的 罗素 性 伦 。 

我 们 把 不 包 交 月 身 作为 元 袁 的 祝 合 称 为 寻常 集 ， 而 把 包含 自 
人 于 是 可 知 ， 一 个 集合 或 者 是 寻 

表 ， 或 者 志 是 江 尝 人 各， 者 必 居 其 一 ， 且 只 居 其 一 、 今 设 工 是 
二 二 全 丰 于 全 

i 二 {A414 是 集合 ， 太医 A 
” 殊 在 形 们 淮 虚 ， 人 是 村 常 党 还 是 不 导 常 集 ? 若是 和 半 常 集 ， 
则 庄 了 的 定义， 了 必 包 舍 自 厅 为 元 束 ， 因 此 了 工 是 不 寻常 滞 。 这 和 与 
假设 亨 疝 。 疏 工 不 是 过 季 集 ， 妈 了 是 不 寻常 集 。 然 而 由 不 寻常 集 
的 定义 ， 就 信 须 有 了 CT， 坟 此 TT 包含 一 个 不 寻常 集 为 元 案 ， 这 
又 与 工 的 定义 矛盾 这 就 是 帝 ， 由 于 盆 定 工 的 存在 ， 无 论 了 是 寻 
党 集 或 未 了 可 稍 焦 邦交 引出 就 活 。 

又 如 ， 及 究 下 述 情 况 ， 荣 理发 师 眼 且 只 跟 城 里 所 有 站 能 给 和 泊 
己 孝 发 的 人 更 改定 忆 下 为 域 明 所 有 由 该 理发 师 捍 发 的 人 的 集 
台 ， 稍 加 闭 鳄 就 佐 明 口 ，4 一定 是 这 伞 的 集 台 ， 该 理发 师 E 4， 人 而 
只 有 该 理发 师 侍 上 。 旺 然 这 是 一 个 予 盾 。 因 此 党 台 4 不 存在 

定义 4-1 不 售 有 任何 元素 的 焦 台 ， 称 汶 空 从， 记 作 由， 

窄 集 耕 起 ※ 很 不 自然 ， 位 却 是 一 个 有 用 的 构 仿 。 人 例如， 我们 
疯 “ 两 条 平行 线 的 区 点 之 集 是 一 个 空 集 " 即 是 说 “两 条 平行 线 没有 
交点 "。 双 如 357:XC 由 和 = = 和 ， 贡 蕙 此 着 方程 反 =8 没 有 整数 
根 。 一 般 说 求 ， 旭 果 我 们 起 要 证 柯 市 题 PCx) 对 于 一 团 % 均 不 由 ， 
明和 站 本 证 二 PPfs yy = 6 Hr], 

倚 省 及 中 不 加 所 未 的 数目 ， 计 为 从 合 及 的 共 数 ， 用 #4 下 坟 ， 


当 集 合 4 具 有 有 由 数 目的 不 同 元 索 ，、 亦 即 #4 放 称 A 为 
有 限 集 ， 容 则 称 A 为 无 限 集 。 前 述 的 集合 由 ,Zz, PP 多. 及 和 C 邦 
是 万 限 祭 ; 倚 合 入 ,和 2Z。 足 在 限 集 ， 因 为 #Yw= 所 n= MW 集合 的 
基数 后 向 还 站 祝 首 山地 讨论 。 


$1.2 集会 的 包含 和 相等 


集合 的 包含 和 相生 是 焦 仁 则 的 山 个 基本 关系 ， 

定居 1-2 设 行 党 合 及 、B， 加 此 及 的 每 一 个 元 娄 者 是 BB 的 
元 素 《 即 著 6E 4， 必 有 aEB)， 划 称 上 是 互 的 子 集 ， 或 说 和 被 包 
售 于 台中 (或 下 包 会 4)， 记 作 各 且 唱 或 时 己 4， 玉 之 ， 著 4 不 是 召 
的 子 保 ， 则 记 作 4A 裤 也 让 日 吕 4。 

例 1 没 A= foc,d,e}, B= (abscx yjy C= (0,5}, 则 有 
CB, 但 5 等 A， 

计量 区 外 以 属 关 系 和 包含 关系 。 从 属 关 系 aE 4 是 指 集合 44 
的 元 素 5 与 集合 态 的 甘 系 ， 而 他 售 关系 CC 三 A 是 指 集合 及 与 男 一 
个 集合 之 间 的 关系 。 

例 2 没 4={obcai， 则 有 acE4， 而 19} 三 及 。 

由 从 属 关 系 和 包含 关系 的 定 愉 可 知 ， 并 不 排斥 向 时 有 AEB 
和 4 三 在 的 可 能 性 。 

例 3 和 设 4= in,b,cy, B= fo 区 ciopeis 半 显然 有 全 反 吾 
局 了 时 4 三 DB。 

和 关于 党 合 的 包 厅 有 并 下 重要 外 质 ， 

(1) 对 十 任意 的 党 合 4， 有 全 4 

(2) 邓 于 任意 的 集合 上， 有 ASAs 

《3) X[F 上 全 意 的 集合 4、 了 、C， 

消 由 实 下 ， 开 CC， AEC, 
性 质 (2) 和 (3 的 成 立 契 出 型 的 。 我 们 仅 证 明和 柱 岳 (1). 


反 证 读 ， 设 空 梨 币 不 是 沫 集 合 4 的 子 集 , 即 $8 每 入， 则 必 窑 在 元 小 
% 和 站 而 xx 扩 A，、， 这 与 空 集 的 定 尽 矛盾， 因此 ，9$ 三 4。 

定 兴 1-3 设 有 集 人 台 4、B。 如 果 及 的 每 一 个 元 业 都 是 BB 的 
元 素 ，B 的 每 一 个 元 崇 也 强 是 妃 的 元 罕 ， 则 集合 4 和 BB 称 为 是 相 
竺 ， 记 作 妨 =B. 

显然 ， 所谓 集合 4 与 集 台 量 相等 ， 妈 意味 着 4 与 下 上 共有 淀 : 
相同 的 元 素 。 

由 定 久 1-2 和 定义 1-3 可 知 ， 当 且 仅 当 ASB 月 BEA 时 ， 有 
A=B, 

定义 1- 3 的 实质 是 一 个 乐 全 由 它 的 全 部 元 素 所 确定 。 

下 面 答 出 一 些 相 等 集合 和 不 等 亿 合 的 例子 ， 

例 4 :12 41= :71,?,2,1}, 

这 就 是 说 , 在 集合 的 第 一 和 表示 证 局 ， 菏 个 元 素 的 符号 重复 出 现 ， 
不 会 改变 这 个 上 集合 。 然 二 为 了 了 稻 述 的 方便 ， 今 后 我 们 不 使 用 这 种 
束 示 方法 ， 要 求 殉 举 的 元 索 各 小 相同 ， 

例 5 114, 3237= :71,2,4:，, 1 
这 说 表 在 集合 的 第 一 种 表示 法 中 ， 基 将 元 雪 的 次 序 任 意 政 变 ， 集 
合 不 变 。 

例 6 设 P=s{{1,27,4}, ={1,2,4}， 吉 PQ。 

有 也 4{1)} 芭 {11。 

可 果 A= {x|xtx-1)=0}), B= {0,1},， 则 AA= 朋 。 

定义 1-4 设 有 集合 4.B，、 若 4 三 了 ， 且 A 天 B， 则 称 党 合用 
是 集合 于 的 真子 集 ， 用 A 全 B 示 ， 

例如 , 集合 11,2,3- 是 集合 Ix|xEJT -3<x 反 3 引 j 的 站 于 染 。 

示 为 空 人 党 是 每 个 集合 简 子 从 ， 所 以 导出 如 下 定理 ， 

定理 1-1 穴 集 合 足 叭 一 的 ， 

证 明 假设 有 两 个 空 集合 ,和 四;， 因为 空 代 被 包含 于 每 一 个 
集合 中 ， 因此 交 中 . 三 中, ， 二 ,， 这 意味 着 中 ,一 中,。 证 完 。 


s+ 


8 3 和 这 和 


在 给 一 集合 六， 我 他 秃 站 全 ; 集 袖 集合 A 部 是 A 的 于 集 . 对 性 
“ 简 元 和 4aE4h， 集合: Le: 也是 4 的 子 集 ， 类 候 地 ， 我 们 还 可 以 举 出 
. 和 的 其 它 子 集 。 下 面 我 们 来 过 论 关 于 集合 4 的 全 部 子 集 的 集合 。 

定义 1-5 由 有 六合 人 ， 由 A 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 ， 称 为 
人 桌 合 4 的 每 集 ， 记 作 2 
| slse Aa. 
例如 ， 设 A= fa) 则 24= .148, (ay 
.B={a,b},, 则 2”= {名 ， {a},{b}, {0,b}}s 
C={a,b,c}， 则 
= {8, a}, {by te}, fa, br, {a,c}, {bc}, 
{a,b Ck), 
空 集 上 的 敌 集 ， 仅 售 有 苑 汝 $， 即 24= {$}。 
,从 上 述 例 子 可 看 出 ， 当 集 合 的 基数 增加 时 ， .集合 的 守信 的 基 
数 也 随 之 增加 . 对 于 有 限 集 下 面 的 定理 给 出 两 者 之 阅 的 关系 ， 
， 定 更 1-2 设 4 是 具有 基数 #4 的 有 限 集 ， 出 和 (22) 二 394 
. 证 明 ，， 设 #4= Hy 个 下 和 取 个 不 同 天 的 方法) 
有 税种 ， 这 里， ， 
Ca DL" 
所 以 4 的 不 同宗 第 的 数 因 (包括 由 ) 为 、 
并 《247 = CHt CH+CE+ +Orns 

由 一 项 式 定理 可 知 ; 

CX+ "= OX" 二 Ce 二 2) he Cnr 
念 Y=2= 1 恒 有 ， 1 
2"= CI tCLt st. CS | 
所 以 G3 本 因为 #4 = 故 有 源 2 人 不 六 "4 证 完 。 . . 
a 


当 集 合 及 的 元 素 个 数 校 多 时 ， 剖 峰 尖 路 遍 地 列 出 舍 合 4 的 所 
有 有 子 集 是 - 件 租 当 困难 的 事 梧 。 现 在 我 们 引进 一 种 表示 法 ， 按 照 
这 种 表示 法 ， 我 们 能 够 毫 无 遗漏 池 列 出 一 个 有 限 集合 的 每 -一 合子 
集 。 汶 此 ， 我 们 对 所 给 集合 的 元 素 规 定 某 种 次 订 ， 使 得 某 个 元 周 
可 以 称 为 第 一 个 元 尝 ， 号 一 个 元 素 为 第 二 个 元 素 ， 等 等 “虽然 在 
华 合 的 定 凡 中 。 并 没有 这 样 一 种 次 序 )， 即 给 每 一 元 素 附加 一 个 标 


个 记 来 的 位 置 ， 讽 加 、 在 
拱 合 A =i， 人 人 TI 信 a 志 第 一 个 抱 索 ， b 是 第 一 个 元 


纺 ， 上 中 篇 一 人 剑 丰 的 子 集中 ， 常 常 是 有 一 些 元 党 出 现 ， 
| 1 不 出 出 。 我们 根 握 这 -情况 以 及 指定 给 集合 中 各 元 
宕 徇 次序， 扣 可 以 下 方式 来 表示 所 有 的 子 集 ， 例 如 4 的 各 个 三 集 
可以 起 示 为 
Bosu= $B, Boo,= Cc}, Boo= bp Bu:= {b,c}, Bioo = {0}, 
Bet= {ac}, Bo= i0,b}, B= (0,b,c}, 
因此 2 = {Booes Boos Bo Bo:s*es Blin B11}. 
其 中 ，B 的 下 标 吓 一 个 三 位 的 一 让 他 数 ， 每 一 位 对 应 集合 A 中 的 
一 个 元 束 ， 玄 边 季 一 位 是 1 还 是 0 表示 第 一 个 元 素 a 在 子 集 中 出 
和 类 似 地 ， 第 二 位 和 第 一 位 是 1 还 是 0 分 别 表示 第 二 个 元 
束 电 和 第 二 个 元 训 上 在 地 集中 出 更 与 个 ， 于 是 ， 4 的 任 一 子 集 都 
可 用 000 一 | 11 中 的 某 一 个 标 来 表示 ， 上 反之， 车 给 出 这 8 个 ( 即 2 
个 ) 下 标 中 的 任何 一 个 ， 就 能 够 确定 出 相应 的 子 集 ， 
假设 集合 7= :| 是 二 进 制 数 ，000 志 jij<111}， 则 有 
吓人 了 
可 以 天 到 ， 我 们 只 用 了 下 称 来 确定 子 集 的 各 元 素 ， 而 表示 这 
些 丁 集 时 用 到 的 字母 B 则 是 沁 关 紧要 的 ， 
上 述 农 示 法 ， 可 以 推广 到 一 般 梢 形 ， 用 来 表示 具有 任 帝 个 
不 同 元 崇 的 集合 的 各 个 子 集 ， 用 来 表示 这 些 子 集 的 下 标 是 十 进 制 
数 0 到 2 -1 的 二 进 制 表 示 , 为 了 谈 足 疾 个 数位 ,一定 要 在 这 些 二 
。 


进 删 数 的 加: 边 捅 人 所 符 个 茹 隐 郑 。 开 们 得 证 庆 使 用 导 刘 271 
的 小 进 制 数 来 作 入 于 洪 的 下 标 ，| 册 上 4 在 要 绩 定 所 对 应 了 全 的 二 喜 
时 才 转 多 为 二 进 制 疾 ， 例 如 ， 令 4 = lor8e 时 仆 4. 有 
2 三 估 个 子 集 ， 我 们 林 称 它们 为 吾 B，…ps Be-;， 下 面 汽 和 们 在 加 
何人 确定 4 的 挟 何 子 混 的 各 汇 堆 。 

例 Bi= Bevo,:t= {0 ,0 ds 

Bis= Bu:ioc = SIs yt}. 

类 似 于 集合 的 因 集 ， 天 所 有 元 汝 者 是 集合 的 这 种 全 全 ， 我 们 
今后 还 会 公 党 允 到 。 我 们 称 这 种 集合 为 捷 含 让。 上 史 撕 ， 其 和 为 6 
的 不 同 正 整 歼 的 集合 的 集合 ， 

(61, 13,12,4},{1,2,3}} 
就 是 一 个 集合 族 . 

我 们 常用 记号 {A;}iek 来 表示 所 有 和 集合 A, iCK) 所 均 成 的 

集合 族 ， 即 


{Ailierx= {A;|iEK}, 
这 里 KK 是 指标 集 ， 例如， 集合 族人 Cho， 4 A， A A 可 下 水》 
{Ajiex， 这 里 K= 和 0,112,3.4},， 泊 K=TiiCT, i igl i 
又 可 将 集合 族 {&:} et 表示 为 人 4&0, 入 如 上 一 集合 族 叉 本 下 水 
为 14 站 二 


81.4 集合 的 运算 


我 们 青 引 进 一 个 特殊 的 集合 ， 它 包含 计 论 中 的 每 一 个 集合 。 
定义 1-6 如果 一 个 介 合 包 合 了 基 个 问题 中 廊 讨 论 的 一 蕊 集 
则 称 它 为 该 问题 的 全 束 华 合 ， 或 简称 为 全 案 合 ， 记 作 ， 
全 集合 1 并非 是 唯一 的 ， 然 而 一 和 股 总 是 取 一 个 较为 方便 取 用 
的 集合 为 U。， 例 如 ， 菩 我 们 是 在 实数 范围 内 讨论 名 题 ， 风 可 将 实 
数 集 及 到 作 全 集合 Wi 车 在 正 整 数 范围 内 讨论 问题 ， 出 可 将 止 鉴 
:9 


数 华 六 取 作 全 人 陛 合 口 。 全 集合 口 在 问题 讨论 之 初 旦 到 定 ， 以 下 在 
讨论 中 下 此 的 每 个 集合 均 看 作 是 全 集合 UD 的 -下 储 ， 
这 一 他， 我 们 将 订 论 巢 合 的 几 种 和 运算， 使 用 这 些 运 算 ， 通 过 
对 给 定 集 侣 的 元 崇 进 行 弓 侣 ， 扣 能 构成 新 的 集合 ， 
定义 1-7 没有 集 侣 4、 下， 属于 4 或 属于 有 的 所 台 元 索 纯 
成 的 乐 侣 ， 称 为 4 与 也 的 并 入 ， 记 作 A4JB， 妈 
ALB=iu|tEA 台 UB}, 
定义 1-8 次 有 集合 有 及、 昌 ， 展 于 及 间 时 义 属 于 吾 的 所 有 大 
案 组 成 的 集合， 称 为 4 与 8 的 灾 抠 ， 沁 作 A118， 邯 
和 TB=iuu 人 AEEea), 
例 1 没有 = {a,b,c,d,e,l,E}s 
B= ie,f ,Bsh,i}, 
寻 AUB= a,b,c,d,e,f,g,h,i}s 
B= :e188 
全 2 法 U=N, 和 A=P( 厌 数 集 ), 昌 为 NN 中 甩 有 奇数 的 集合 ， 


则 . 
有 JJ 有 由 玉 有 目前 数 和 2 组 成 ; 
4 由 除 2 以 外 的 所 有 素 效 给 成 
如 时 集合 4 与 康 合 吾 i 让 有 公 波 元素 ， 即 和 有 = 由 则 称 六 与 
了 是 不 相交 的 ， 
例 $ 让 4= {3} 
As= 1 2.3}), 
测 Am As= 由 4: 门 43= 四 .42 门 4= 币 。 所 以 集合 4 、4: 和 As 
两 责 拟 不 相交 。 
出 上 述 定 义 ， 显 然 可 以 得 到 以 下 关系 式 ， 
ASAYB, BEAL Bs 
ANBSESA, ANBSB, 
如 虹 A 生 8B,， 四 AUB=B, ANB=A, 


s 0» 


定义 1-9 没有 集合 A,B， 由 属于 B 侧 不 属于 4 的 所 有 元 素 
组 成 的 集合 ， 称 为 A 关于 B 的 相对 补 售 ， 记 作 B -A， 肝 
B- A=IH|UCB, HA:. 
马 疾 于 是 的 相对 补 全 ， 也 称 为 8 二 有 有 的 凌 集 。 


姗 4 设 及 = 2,5;6.， B=:3,1,2}, 
Rl . » 
区 B- A= :3,1}, A—B= :8,6}., 


一 个 特别 时 要 的 铺 况 ， 是 集合 A 甘于 全 集合 忆 的 相对 补 党 . 

定义 于 1 集会 及 基于 爹 集 侣 避 的 胡 对 补 集 ， 称 为 4 的 疱 
对 补 集 ， 简 称 为 4 的 补 惠 ， 记 作 4', 即 

=U 一 六 = {BUCEU 入 太 } = {| 全 及} 
例 5 设 U=Z, 六 二 人 2KEjKE EZ 

玉 = 所 有 江华 数 的 华 合 
量 然 U’ = 中 ， 和 
假 汕 :Ai -1 是 全 集合 如 中 的 一 组 子 集 ， 我 们 把 对 四 ,DAA， 
A 4 ,全 意 施 扣 :+ 、 ,运算 有 限 次 所 产生 的 集合 , 称 汶 插入 ， 
态 io 及, 所 产生 的 僻 合 ， 例如 出 ,BNC (AJBODNCO A’ 
和 UU 于是 内 有 ,B,C 所 党 生 的 集 含 。 


则 


31.5 文 玉 因 


全 集 的 引进 ， 和 使 得 我 们 能 够 利用 图 示 的 方法 来 研究 爹 人 不 中 各 
子 集 之 闻 的 关系 ， 以 及 它们 的 并 、 交 、 锌 等 运算 。 所 用 的 图 称 为 
文 民 图 (Jonr Venn， 英 国 数学 家 ，]834 一 1883Y。 文 氏 图 龙 帅 点 
的 集合 作为 一 个 集合 前 示意 来 未 。 在 文 开 图 中 余人 开口 用 一 -长 方形 
区 域 爱 示 ， 长 方形 由 的 点 下 未 爹 集 U 中 的 元 水 、U 的 子 集 用 该 长 
方形 内 的 再 形 区 域 表示 ， 图 1-! 中 的 湖 影 区 域 表示 了 每 个 团 形 下 
过 南 措 出 的 抠 合 。 

-11* 


由 图 1-! 的 这 些 文 氏 图 容易 看 出 下 列 关系 是 成 立 的 
AULUB=BLA, A1B=BNA, (A)’ = A. 
条 且 ， 和 如果 及 守 B， 人 及 一 B= 吉 ，AN 间 B= 和 AUB=B. 


2 


多 MH 
Do ie 


由 图 1-2 表示 的 文 氏 图 可 方 重 
地 得 到 石 的 两 个 子 集 有 丰 和 BB 的 许多 
关系 ， 这 琴 个 子 集 分 UU 为 四 个 互 不 
相交 的 子 集 ,它们 人 网 中 用 区 起 S， 
Say Say 5 胡 本 。， 由 蜀 竺 然 有 
A-B=ANB’'. 
到 为 4 一 有 =S， 
ANB = (3 站 CS US = Si 
有 下 定 式 1LB) = A NB’, 


因为 (AUB)' =(S,US,tS,)’ =8,, 
TB SS U8)N SUS) = 


| 应 该 指 时 * 文 革 图 只 是 起 一 种 示意 的 作用 , 它 可 启示 油 子 保 之 ， 


间 的 某 坚 关系 。 得 利用 文 民 图 开 证 朋 集 合 恒 等 式 ; 一 般 来 说 是 不 
太公 适 的 .“ 转 别 当 划 合 的 数 自 增多 时 ， 文 氏 图 将 受 得 根 复杂 ， 而 
且 | 有 些 放 侨 医术 能 来 让 蜂 对 于 口中 所 有 地 六 闪光 成 立 的 关系 。 

例如 ,我 们 看 图 六 3 中 的 刘 图 ， 人 


25 


4- B= ANB” 本 BH-A=BNA’ 
(a) {by 
.上 乱 1r3 
由 (a) 、《b) 可 以 看 出 ; 
| AVBAAN HB) MBNA Un 1) 
但 由 fo)" 短 到 #1 i 
B= 人 NB ) UNA) i 12) 


A 一 等 定名 于 正确 的 ;但 在 一 般 情 


况 下 ， 它 是 不 正确 的 。 ”: A 
下 面 的 俐 子 说 明 ， 任用 六 图 能 各 条 间 、 这 天 地 棚 交 一 些 和 
杂 的 问题 。 


例 - 本 


个 学 生 会 法 语 ，60 个 学 和 会 英 放 ，50 个 学 生 取 会 西班牙 福 又 会 法 
滞 ，25 个 学 生 讼 会 西 班 忒 语 叉 会 英 酒 。 30 个 学 生 工 会 法 将 又 会 英 
二 10 个 他 种 全 部 全， 条 有 多 少 学 对 这 种 语言 一 各 
也 不 会 ? 
和 


i 


合 ， 于 是 
#5 = 120, 
HF = 80, 
#E= 60, 
#5SN FY = 50, 
#5 0 EF) = 25, 
#{FN EY = 30, 
- #(SN FN E) = :0, 
由 这 些 数 据 ， 我 们 可 
以 计算 出 话 1- 二 的 文 反 图 
各 个 区 域 中 的 元 可 个 数 ， 
因而 得 出 对 三 种 后 语 一 各 也 不 会 的 学生 人 人 煞 为 5。 


UU 


S1.6 集会 成 员 爱 


“前 面 定 义 了 集合 的 并 、 交 、 补 等 运算 。 不 难 理 解 ， 所 有 这 些 
对 全 集 口 的 子 集 进行 的 运算 对 全 集 U 是 封 膨 的 ， 妈 由 这 些 运 算 所 
产生 的 新 的 集合 仍 为 会 集 U 的 子 集 ， 下 雷 ， 我 们 对 上 述 集 合 的 基 
本 运算 作出 另外 一 -种 形式 的 定义 ， 
集合 4 的 社 集 ， 可 前 下 定义 ， 
着 A， 四 以 CC A's 
若 &EA， 轩 人 A， 
集合 4 和 吾 的 并 华 ， 研 好 下 和 定 尽 # 
若 WEA， WEB, neEALB: 
着 :H 人 EA WCB WwEAUB: 
区 HEA, KERB, neEAlB: 
苦 WEA, ueB, NIALUB, 
全 人 二 和 [有 的 们 某 ， 林 站 三 定 尽 ， 


sl1d" 


BA Bs 
RA EB, WeANB: 
江 人 和 
于 | 
可 以 把 这 让 症 多 加 以 构 括 , 列举 在 挛 1-!1 所 示 的 戌 员 束 中 , 均 
中 标 有 和 作 合 5 型 中 后 数 宣布 1 分 居家 未 庞 才 ES 有 ES, 


天 41 
{如 的 战 江天 #4) AUB 的 虐 训 站 (Ce 入 站 忆 的 上 吕 丰 
A | A 局 和 了 和 让 8 
0 1 Uy Ui 1 0 站 uy 
1 | U 4 1 1 by 1 日 
二 已 1 1 oi 日 
1 1 1 11i 1 


4 和 了 吾 所 产生 的 集合 的 戌 员 表 ， 可 推广 到 任意 子 集 4 ，4:。 
;所 产生 的 集合 上 去 。， 一 般 池 ， 村 村 及 15 六; 5 及 ,所 产 华 的 
集合 S 的 成 员 帮 ,其 前 了 列 标 记 4 4 4 ， 最 后 一 - 列 标 记 占 ， 
标记 4. 的 列 中 数字 0 社 示 区 人 EA， 数字 : 1 表 寺 人 和 。 着 在 第 天 
行 上 , 前 r+ 列 所 指明 的 条 件 十 有 ES， 则 在 $5 州 的 第 k 行 位 置 .上 
记 大 和 否则， 有 旭 若 有 ES， 购 证 入 成 员 表 盐 有 有 2 行 ， 它 相 

.应 于 如 在 A1; 有 有 中 的 3 村 可 能 的 成 员 / 非 成 员 情 襄 。 为 简 
化 这 论 ， 有 于 把 标记 太太 列 碳 的 一 行 数字 5165201 其 
中 每 个 5, 取 0 或 D 称 汐 行 06.6,， 
撞 如 ， 下 1-8 说明 四 4， 已 ，C 于 产生 的 集合 
| S= ANB UA OL (BNC) 
的 成 员 起 的 构造 ， 

在 素 1-? 中 前 3 到 列 册 了 2 在 4&、 下 、C 中 的 8 种 可 能 的 成 
员 / 非 成 员 悄 沈 ， 涪 最 语 一 列 列 时 了 4# 在 S$ 中 的 相应 成 员 / 非 成 员 
情况 ， 这 一 询 丰 通过 集合 A'、4 人 8、A’ C8fIC 和 (40NDU 


和 


{4 人 的 中 汪 或 负 表 鲁 球 树 庆 省 本 的 。 除 前 于 列 外 ， 短 一列 喇 
是 由 前 通 的 区 并 接 参 册 一、 的 成 员 表 构造 出 玉 克 ， 
宏 1-2 A 


ABC A ANE ANC ENC anmUe NC Re 


800 1 oo 0 | 4 
nul1. 1 U 1 | 0 1 1 
0 10:1 ;7 4 0 0 0 
Di 1 ia t 1 L 1 
1900 y1 四 日 0 
01 | 0 0 0 0 让 
1 i100 : 1 U 四 1 | 1 
i111 ni 和 | | | 1 


在 成 员 寡 中 ， 将 某 列 的 各 记 人 仿 信 为 ， 则 该 列 所 标 沁 的 焦 
全 竖 容 集 四 ， 反 之 ， 若 金 为 1， 则 迹 询 所 标记 的 集合 是 全 党 合 如 ， 
多 时 成 员 家 趾 标 姜 S 和 工 的 两 列 是 包间 隐 : 即 S 和 了 的 人 知 巾 枉 何 一 

和 的 订 人 人 值 竞 相位). 轩 #ES 药 洱 #EYT, 辕 了 时 zi 闭 祖 &ES 由 
以 访 = 守 人 和， 在 过 1-2 中 站 时 (A NNC ANB LA’ 
站 CBA 的 列 是 定 全 一 拉 的 ， 开 此 有 

《和 站 BDI CA NOY = ANB A TOY UB O), 

皇 屋 ， 成 贰 事 而 以 用 过 证 虞 由 爹 集 右 口 的 于 集 所 产生 的 集 右 基 六 
相等 。 


81.7 你 令 江 竺 的 定 续 


集合 外 广 交 、 补 运算 具有 洗 多 性 质 ， 在 中 .5 中 我 们 已 初步 
看 到 了 -一 二 下 | 记 些 手 质 中 最 芋 划 的 用 菏 ， 生 和 丈 它 们 鸭 集 
合 远 入 的 基 本 定 
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对 于 全 集 侣 也 的 任 刘 子 储 各 、B、C， 有 : 
交换 律 1. ALB=B.A; i: ANB=B A。 
站 合 律 2,。 ABJC)= (AB UC; 
2 ANtBNC)= (4B NG, 
分 配 律 3, ATM (BJC= (ABUANO)! 
3 ALU{BNO= (CAB NAUO)., 
同一 律 4. AL 四 =A， 4 AU= A 
互补 律 5。 A.A’=Us 5 ANA” = 中 
此 外 ， 集 各 运 葛 的 下 述 定 律 也 是 经 党 用 淹 的 ， 
对 合 律 6.65 1A =A, 
等 罕 律 7.。4UA= Ai 72 ANA=A。 
要 一 律 3. AUU=U; 8 ANG=y, 
吸收 律 8, AUCANB}=A; 9 ANCAUB)= A, 
德 ， 康 根 律 10。 (4AUB)’= A‘NB’ | 
10% [ANMNB)’ = AU BB’, 
由于 以 上 各 等 式 对 于 如 的 任意 子 集 太 、 B 和 CC 都 是 成 立 的 ， 
因此 它们 是 沁 合 恒等式 。 这些 集 合 伍 等 工 的 正确 性 ， 我 们 均 可 以 
一 一 加 以 证 明 。 下 而 举例 说 明 这 些 集 合 恒 等 式 欧 证 本 方法 。 
根据 定义 进行 证 阴 。 
例 1 德 ， 摩根 定律 (AUB)’=A’NMB’ 
证 机 设 wECAUB)’， 则 nA B， 因而 WEA 和 HWEB, 于 
是 EA 日 HEB ，A 久 viH#EA 门 B， 帮 有 (AB)' A' 人 门 B!。 
友之 ， 设 WEA’TB', WitA’ HucHB’, EvEAHuED, 
因 硬 上 HEAUB， 有 UECAUB)'， 坎 有 A' NB' GSCAU BY}, 
-四 上 可 知 《4JB) 7 = 了 
用 列 集合 勤 员 源 的 方 活 进 行 证 明 。 
例 : 结合 健 AU (BUCY= (AUBUC 
证 明 ” 列 出 巢 台 4UGBJC 和 (JUB) UC 的 成 员 表 如 下 ， 
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ABC BUC | AUB AUGBUC (AUB Uc 
[1 0 | 性 入 | 1 | 
oot| 1 0 | 1 | 1 
nn 1 1 | 1 1 
Hn 1 | 1 | 1 1 
eol 6o | 1 1 
tnil 1 和 1 1 
130 1 1 | 1 1 
| 1 | 1 


国光 成 届 波 四 合 和合 BBC) LA. BD. :< 所 蔷 记 的 列 兄 多 = 相 
间 ， 所 忆 AUIBOC = CUB 

所 有 的 华 含 恒 千 式 胡 可用 以 i 付 伺 下 的 引证 明 . 

直下 所 到 北 的 集 侣 相等 下 不 外 半生 独 忆 的 ， 如 下 我 们 证 于 了 了 
一 些 伍 禾 式 明正 全 多 ， 坟 么 总 可 以 和 出 它们 来 证 阴 另 外 的 一 些 但 
等 试 ,。 

例 3 假设 交换 律 , 分 重 津 ， 同 -- 价 和 过 一 律 邵 是正 确 的 , 我 
们 习 证 明 吸 路 律 


(ANB) = 

证 明 AU (GAN i 2 (ATU) J CA B) (由 同一 律 》 
= AN (EU BY (由 分 配 符 } 
=ANtBUD ” 《由 次 换 律 ) 
= 点 门 好 《由 零 一 律 ) 
= 内。 (由 间 一 律 ) 


结 侣 律 指出 , 对 任何 的 集合 A.B,C, 有 4UICBUCIT= (AUB) 
UC 以 及 4 站 人 站 CC = (4NB)N 人 Nt， 因此， 我 们 常 测 沁 括号 而 持 
其 分 别 写作 4 BUC 和 及 从 BNC， 用 目 纳 法 容易 证 明 ， 对 于 任 
意 吕 个 集合 AAA 和 人 因 
此 车 其 表 这 式 世 可 以 不 可 卑 号 所 写成 


"ja 


及) 


本 = 


| 
1 


类 似 地 ， 分 记 健 由 可 以 推广 济 一 般 情 形 ， 


BaPCUA2= BNA 
PICPAD)> BUAD). 
站 一 上 


当 演 急 进 行 半 与 这 的 运算 有 为 了 和 时 苋 含 主 ， 必 须 使 用 括 导 。 
和 算术 运算- : 嵌 ， 总 是 约定 以 最 因 民 的 括 苇 内 的 运算 作 总 。 例 如 
在 上 = 玉山， 括 生 读 期 定子 生 南 如 下 凑 算 次 序 而 得 到 ， 
(1) 多 求 忆 与 五 的 交集 巨 。 52) 内 阔 B 与 8 的 并 集 。 其 结果 与 
{BO 人 ND 征 守 全 不 有 ， 因 雍 态 括 生 的 式 - 广 BUCNID 有 尽 含 滥 
的 ， 直 而 以 图 六 5 的 中 影 关 分 加 以 说 五 。 


2 


区 ( 


BACND) ps ‘3Uc)fp 


$81.8 分 划 


定 交 t-11 设 z= [Asr 是 集合 上 4 的 某 些 非 空子 集 的 集合 。 
如 果 集 合 和 的 每 -元 未 在 于 只 在 其 中 之 一 4, 中 ， 即 如 业 

【1 几 疝 .一 由 ， 当 了 二 于 二 二 

(2) [1 A.= A 


s las 


风 称 集合 工 是 集合 入 的 一 个 盆 划 . 每 个 4; 称 为 这 个 分 划 的 一 个 分 
划 块 。 
图 1-2 中 的 集 澡 {51,5;，,S:1541 就 起 如 和 的 一 个 分 划 。 
例 ] 没 A=:1,2,3}，, | 
则 Ti (31: ， Ts = {{1}, {2,3}}, 
zs 2}, {13}, Tf 2}, rs {1.2,3)} 
大 是 4 的 分 划 ， 册 此 可 知 ，- 一 个 案 台 的 分 划 ， 一 般 谈 六 不 是 唯一 
的 ， 
例 2 设 太 =J。 4 是 和 外 玻 5 浴 后 余数 为 放 人 参见 3 全 的 所 
有 整数 的 集合 ， 
{10, — 5,0,5,10,.)s 
:= 9 ,1,6;11,.…}s 
1 
Cs 3 3 
= 6, —1,4,9;14,.}, 
储 为 任何 一 个 整数 被 5 踪 后 的 余数 站 是 唯一 的 ， 并 月 满足 
0si<5， 所 以 集合 工时 购 每 一 个 整数 在 且 只 在 上 述 到 个 委 合 之 
。 十 是 集合 {4uy Ai 44s，A4: 是 整数 集 的 一 -个 分 划 ， 
相应 于 子 集 和 真 守 集 的 构 念 ， 分 划 中 给 出 了 细 分 和 颠 细 分 的 
概念 。 
定义 1-12 设 元 =13 了 FE 和 =44iher 都 是 集 合 A 的 分 
若 , 如 困 东 中 的 每 一 个 3, 部 是 下 中 基 个 及; 的 子 集 , 则 称 分 划 元 是 
分 划 x 的 一 个 甸 分 . 如 果 开 是 式 的 细 分 ， 且 天 中 董 少 有 一 个 了 ,的 
某 个 A 的 真子 集 ， 则 称 雹 是 二 的 嘉 细 分 . 
例如 ， 例 1 中 的 zw 是 TX、XA 和 Ts 的 绝 分 ， 也 是 它们 的 
真 细 分 。XT;、 开 1 、Fi 都 是 rs 的 真 细 分 。 显然 ， 每 个 XY; 都 是 自己 
的 绍 分 ， 但 不 是 真 细 分 ， 
在 文 氏 图 上， 分 划 全 集 上 UU 的 过 程 ， 可 堵 作 是 在 表示 如 的 区 域 
20» 


上 上 划 出 从 看 线 。 如 时 分 划 天 的 分 界线 本 划 工 已 疹 的 全 恒生 于 
区 公有 上 了 了 - 概 闵 的 分 界线 所 级 成 ， 则 元 就 是 的 拒 细 条， 


定义 1-13 设 AAAs 4, 甩 全 梨 合 已 的 了 全 ， 形 为 站 了 
的 集合 称 习 四 及 As; 和 有 所 产生 的 最 小 集 ， Je 个 
域 汪 7 

例如 ， 由 集合 4，B，C 所 产生 的 全 部 最 小 集 是 : ANMBNC， 
ANBnic, ANB NC ANMB FC, AP 六 BC、 A'NBNC’. 
A'NB NC ANB NC', 

时 处 ，[ 抽 及 1 太 2 产生 的 最 小 集 共 有 2 个 ， 

图 1-6 所 显示 的 情形 是 , 由 上. 卫 ， C 所 产生 的 中 个 最 小 媒 胡 却 
为 宗 各。 乱 17 所 显 水 的 情形 是 ， 


A TB 下 NC 下 


图 1 图 127 
本 21 站 


在 4， Bi 尼 所 产后 的 最 小 集中 
AliBNIC=ANB NC=A NBNC=¢$, 
定理 1.3 及 ,A ,A 所 产生 的 妍 有 本 空 最 小 集 的 乐 合 
构 威 品 的 一 个 分 划 。 
图 16 与 区 1:7 世 初 少 训 示 了 定 直 1-3 岳 述 的 结论 ， 下 面 苔 出 
定理 的 一 般 汗 朋 , 
证 明 ” 设 本 一 汇 才 CU 出 # 让 A 职 省 WE 亿 A&1; 和 4 或 者 
EAS3yt 人 A 开 省 HGCA! 因此 4 必 企 某 个 最 小 集 门 祁 中 。 
灵 斌 有 某 一 元 素 上 ED 使 得 4 上 ES 六 SS ， 其 中 3 和 3S: 是 A,， 
六 A 产生 的 两 个 不 同 的 最 小 案 ， 央 必 在 在 一 个 站 1 
重 得 # 人 4A, 癌 此 Ga， 但 4 门 45 = 下， 两 此 站 二 3 站 二 是 全 评 
能 移 ， 妈 如 中 丁 一 元 寒 只 能 在 一 个 晨 小 集中 ， 证 害 ， 
为 了 方 伍 ， 我 位 用 Was 米 表 示 最 小 集 A A 站 站 1 
其 中 J 
5 = 人 : A 
. 1 当 A = 入 
例 旭 ， an AnasmAa 表示 为 Mo A Ai 人 个 As A, 
表示 汶 Mov。 这 样 Ma gs 的 下 标 使 哈 -- 了 地 描述 了 所 要 表示 的 最 
小 集 ， ， 
若 罕 任意 一 个 最 小 集 Moa = 门卫, 积 它 的 成 员 瑚 。 按 交集 
的 定义 ， 当 旧 仅 当下 E，uET EA 了， HE Mag。 
图 此， 在 Ms-s 所 标记 的 列 中 ,有 有 一 个 且 仅 有 一 个 1。 该 1 出 圭 
的 行 就 是 有 ,有 2 所 标记 的 各 列 外 均 为 1 的 行 , 也 球 居 入,，。 
4 所 标记 的 各 列 处 分 别 为 596: 6 的 行 。 这 就 古 说 ， 
Mi 蒜 记 的 匈 仅 在 6 行 处 为 1, 而 在 其 它 各 行 处 均 为 0。 
例如 爱 33 中 。 培 小 集 = A 站 BNC'， 当 且 仅 当 WEA， 
EB, UEC Rt, 好 当 且 亿 当 只 拭 癌 ， 共 所 玉 ， 和 C 时 ，HE M0g 
即 Miw 及 俯 记 的 列 仅 枉 行 110 处 取 1， 而 在 其 它 竹 行 处 为 0。 
本 22 本 


密 1-8 


一 一 - > 

4 ee RCs ne 490 MordMoat Mae, 

0 .06 0 | uu 0 9 0 

0 1: 1 让 站 从 1 

010 0 1 0 0 0 

ol11 0 3 : 0 1 

100 D ， n 0 站 

103: 0 i ' 4 0 0 

11t0| 0 | 0 1 

111 0 四 1 1 
再 考 窗 让 A 和 的 任意 [个 记 之 2') 不 同 最 小 集 


的 并 集 Ms en Msaea- 和 它 的 成 最 表 , 作出 
其 列 为 FT Mig a Paar Mannear-te, 以 下 
M ag Ba 加 NE, ass. Br “| 四 | Man. 所 标记 的 成 员 小 ， 其 最 后 一 
测 可 由 它 前 面 和 的 i 到 倍 助 .运算 的 定义 盐 1-1( 区 而 直接 得 到 ， 地 
然 ， 王 述 并 集 所 标记 的 列 仅 在 G6 i066oa ;6.16 ， 
6 这 王 行 外 为 1， 在 其 它 各 行 处 为 06， 傅 如 ， 表 1.3 说 明了 集 
合 CA'NB NC UA NBNOU Nano ari 成 
员 表 的 构造 方法 ， | 

上 蔓 小 集 和 最 小 案 的 并 和 集 的 成 员 表 的 上 上 述 特点 ， 我 们 有 下 面 
的 定理 ， 

定 现 1-4 由 4i4:，……:4: 产 生 的 每 个 非 空 集 台 S 恒 可 琴 示 
为 几 4 pp 产生 的 不 同 最 小 集 的 基 集 。 

证 上 明 ” 出 假设 $ 和 .因此 在 5 的 成 员 表 里 S 所 标记 的 列 中 疙 
夺 f 个 1{1 所 [所 2 放 志 I 个 1 分 天 在 S040 史 61， O210007 Gy 
ni2…61, 行 处 ， 秆 加 下 芒 小 全 的 并 集 ， 并 用 TT 表示 ， 即 

四 = 
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将 了 工 所 标记 的 列 加 到 $ 的 成 员 袁 中， 由 前述 的 讨 这 ， 它 必 与 S 记 
标 证 的 列 便 癌 ， 因 此 S$ = 工 。 证 完 。 

当 一 个 集合 航 表 示 为 不 同 最 小 集 的 蔚 的 形式 上 时， 我 们 称 它 为 
该 集合 的 最 小 此 标准 形式 。 每 一 个 韭 空 乐 合 必 溪 喜 所 为 这 种 形 
式 ， 

定理 1-4 的 证明 订 仪 肯定 了 党 合 的 最 小 乐 标 准 形式 ， 疝 县 痊 
出 了 构造 集合 的 最 小 集 标准 形式 的 如 下 方 被 ， 
算法 1-1; 
找 下 由 4: 4:，…,4, 产生 的 集合 5 的 蛮 小 集 标准 形式 ; 
《1) 构造 5 的 成 员 表 。 若 3 标 站 的 列 厅 包含 1， 则 S= 少 ， 否 


则 ， 
(2) 着 SS 列 在 1640560 1 Gio 休 处 
为 1， 基 5 的 最 小 集 标 准 形式 由 


s= (D4) 


给 出 ， 其 中 


例如 ， 从 表 1-2 看 出 集合 (4mB) U(4 PC 所 标记 的 列 在 
001, D011,110, 111 这 些 行 针尖 1!， 因 此 (有 NN BUCA PC 的 最 小 
集 标 礁 形式 为 ; 

CA'TBNOU CA NBNCO AT BNCOU ANBNo, 

(二 ) 最 炎 集 标准 形式 

定义 1-14 设 A;As，…,A, 是 全 集合 口 的 子 集 , 形 为 A 的 
洁 侣 称 为 由 问 | 9， 总: ;产生 的 最 大 集 ， 其 中 每 一 个 本， | 各. 
或 4 

显然 ， 由 4 4 4 所 产生 的 最 大 集 闪 有 3 个 。 与 最 小 靠 
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不 同 ， 由 及 1; 有 ,所 产生 的 最 大 集 的 集合 不 构成 口 的 分 划 ， 
这 一 情况 是 明显 的 。 
为 了 方便 ， 焉 们 用 内 5.488 表示 最 大 集 AIUAsUm UAn 其 


中 


例如 ，4:UA A; A 起 示 为 有 oo UAL UA UA, 
圳 示 洲 县 1,100， 这 样 网 的 下 标 便 唯一 地 描述 了 所 要 表示 的 最 
大 集 ， 

考察 最 大 集 ww 和 和 它 的 成 员 玫 ， 作 类 做 于 最 小 集 的 讨 这 


处 均 为 1， 

例如 在 表 !-( 中 ， 最 大 集邮 wo= AUB UC， 当 自 仅 当 ww 儿 A， 
WB! ，UECH， 凤 当 日 仪 当 # 攻 A， WEB，W 苞 C 周 ，wW 儿 于 40， 
即 币 所 标记 的 列 仅 在 行 010 处 取 0， 而 在 其 它 各 行 处 列 沟 ]。 


表 1-1 


4B CAUBUC 4UBUC |A'UBUC |A'UBUC 


-Moos | Me Hoo |e sod ee Morn Mao Mi 


1 笑 
001 1 | 1 


1 


409 1 
! 


Le 


再 考察 由 入 1 成 A 产生 的 任 着 i 个 (i ) 不 也 最 大 党 
的 交集 Mss 用 Ms 00 


| 四 站 PY a 8 rr 得 它 的 碟 员 下， 全 
类 似 于 最 小 集 的 1 
GaGa 人 


和 i 座 讲 因 ;下 站 巡 千 Er 标语 的 训 促 在 WE 
下, 


这 了 条 鲜 为 有 人 在 具 它 备 行 处 为 1， 
桐 如 , 滥 1-4 谤 明 祝 信 全 C80C) (ALB LO,.(A .BJC) 
有 (4 LUBUC DD 的 成 生 点 的 构造 方法 ， 
类 似 于 定理 1-4， 或 人 有 有， 


定理 1-5 A ,4 产 呈 :的 伍 : 党 站 本 对 全 和 恰 公 UU 


为 由 六 1 的 不 最大 集 的 交 呈 
本 定理 的 证 丽 交 计生 是 皇宫 全 类 似 ， 
当 一 个 集合 裤 才 坟 为 不 同 明天 集 的 交 的 世 这 
该 集合 的 屋 大 集 标准 形式 ， 定 理 1 的 证 5 胃 亿 由 了 TH 
”算法 1-2 
找 出 由 和 Ap 
(1 构造 


1 


4. 产后 的 复合 “5S 的 最 信和 和 兴 形 并: 


SS 后 成 4 A 入 只 梳 ， i 1 竺 不 在 次 于 | =1i, i 
则 


C2) 洪 写 开 人 全 . 


“Us 他 
为 96， 则 号 的 最大 人 如 ~ 


2 条 站 


给 出 ， 基 中 


例 站 ， 从 开 1 2 看 旺 
000,010,100 和 101 虽 敬 


人 全 : 1 
ff Ee 4， 有 (A -3 的 最 大 集 宗 
准 形 式 汶 ， 


CAUBUONCAUB JONtiA UBRNCTEIA UBUC') 
时 2» 


(三 ) 集 台 标准 形式 的 进一步 说 明 


如 困 我 们 把 空 全 8 尹 作 是 空 集 自身 的 最 小 集 标 准 形 式 ， 操 全 
集 尽 看 作 是 全 集 自 身 的 最 大 集 标 准 形 式 ， 那 么 ， 就 可 得 出 这 样 的 
结论 每 一 个 集合 都 能 玫 示 其 最 小 沫 标准 形式 和 最 大 集 标 准 形 
式 ， 硬 且 根 据 算法 1-1 和 算 茂 二 2 可 构造 出 这 两 个 标准 形式 。 

例如 ， 设 集合 S= BN C4Y 《BNC ))， 为 找 出 S 的 最 小 集 和 
最 大 集 标 淮 形 式 ， 我 们 首先 构造 3 的 成员 表 ， 


c| ce ,BNc’ 4udanc) | snCUanco 


| 
| 
| 
| 


[== 


”Triroe°o°|* 
中 | 
请 呈 下 人 
本 


| 
FF 
1 


因为 $ 所 标记 的 列 在 010，110，141 行 处 为 1， 所 以 8 的 最 小 党 
标准 形式 为 ， 
DS= Mio liMro ll Mi 
=tA' NBNCDY UANBNOG YU ANBNoe), 
5 所 标 记 的 列 在 800，001，011，100，101 行 处 为 和 ， 所 这 
S 的 最 大 集 标 准 形 式 为 ， | 
SsS= Mo Mun Ni Mo Mio0 Nh Mo 
«(AUBUONCAUBUCO ON GUB’ Uc )N 
CA’ UBUCONTA UBUC’)., 
一 般 地 ， 若 集 含 8 用 算法 1-1 和 算 江 1-2 构造 出 的 最 小 党 和 
最 天 集 标 准 形 式 分 出 为 : 
4 


S = Mea sd LM as geetar Ue Ada sa tirs 
S= Monb Manosis mi MEnba Es 
划 行 集合 
{dg 610 6 Gad ars :Sd ,} 

与 {Bs 
攻 不 相交 的 , 它们 的 并 等 于 $ 成 员 表 中 所 有 2 个 行 的 集合 , 因此 ， 
如 景 3 的 最 小 集 标 准 形 式 是 1 个 最 小 剑 的 并 ， 则 最 天 集 慰 准 形 式 
就 是 2 -个 最 大 集 的 交 。 而 且 如 果 一 种 形式 巨 知 ， 则 另 一 种 形式 
也 可 直接 构造 出 来 ， 

干 面 我 们 介绍 另 一 种 求 集 合 标 准 形 式 的 算 靶 ， 它 不 需要 求助 
于 成 员 表 。 使 得 标准 形式 的 构造 非常 容易 。 

算法 1-3(1-4)， 

求 出 由 4 4 4 产生 的 集合 S 的 最 小 集 (最 大 集 ) 容 败 
形式 : 

(1) 运用 集 含 运算 的 定律 ,将 5S 政 示 战 8(0), 或 表示 为 形 如 
A;, Nn 有 A, ni 人们 A LA,, L, A Ly) Ai,) 的 不 同 交 集 (并 集 ) 的 六 
{ 交 )， 其 中 六 之 之 < 坟 。 区 5=$(5=UD), 则 5 就 是 记 希 望 的 
有 形式， 否则 

“2) 如果 每 个 安 集 (并 集 ? 为 最 小 集 ( 到 大 集 )， 则 S 为 所 希望 
的 形式 、 否则 

《3》 从 所 得 的 表达 式 中 ,选取 形 甚 4. 站 4 个 站 4A 
用 的 一 个 交 入 ( 计 集 ); 其 中 kr, 对 不 出 现 于 其 中 的 基 
个 可 半 A NN AD A ,NN AA NA NN A NN A) 
(用 CAAA 代办 
这 个 交集 [并 集 )， 辛 新 的 交集 (并 集 N1F， 按 下 标的 天 高 次 序 重新 
排列 4,， 王 去 完全 相同 的 区 党 (并 集 ?。 送 回 到 步 则 2)， 

例如 ， 运 月 算法 1-3 构 送 S=Bn4UCBPnC 的 最 小 集 标 
准 形 式 ; 

28 。 


S=BN(AUNC DN) 
= (BNA) UY (BN BNC’) 
= {AFBNC) UCANBNC YU Be’) 
=(Ar BNC YANBNEDY UU (CANBNE') 
UaA’ NABNoe’) 
= (ANBNCY UYU CANBNC DY) U A’ NBNC’Y, 
运用 算法 1-4 构造 5 的 最 大 集 标 准 形式 ; 
SsS=BN (UBNC’)) 
= BN AUBN AUC’) 
= AUBN CA UD NCAUC'Y | 
=tAUBUONCAUBUCON A UBUNONN 
(A UBUCON AUBUC INIAUB LUC’Y 
= 《AUBUC DAJBUGC TAUBUC7D 
(4 JJBUCnALBCUC )。 
通过 上 上述 例子 我 们 发 现 ， 无 论 用 算法 1-1( 算 法 1-2? 还 是 用 筑 
法 1-3{ 算 法 1-4)， 所 得 到 的 同一 集合 5S 的 最 小 集 { 最 大 集 }) 标 准 形 
式 ， 除 了 最 小 集 ( 最 大 集 ; 的 排列 次 序 可 能 不 同 外 ， 是 相 半 的。 北 
原因 在 于 任 一 集 人 台 3 的 标准 形式 是 唯一 的 。 
定理 1-6 设 $S 坟 由 A11A&;,… 4; 所 产生 的 集合， 敬 不 订户 
小 集 ( 最 太 集 ) 的 排列 次 序 ， 则 S 的 最 小 集 ( 巡 大 集 } 标 淮 虚 光志 啡 
一 的， 
定理 1-7 是 定理 1-6 的 月 接 推 论 。 
定理 1-3 团 4A: 有 有 ,产生 的 尚 个 集合， 当月 仪 当 它 们 
的 最 小 集 ( 鼠 大 集 } 标 准 形式 相同 时 ， 这 玩 个 信 含 相 等 ， 
上 述 定 现 的 证 明 玫 很 简单 ， 请 谈 者 自己 给 出。 
集合 的 上 述 丙 种 标准 形式 , 使 得 由 4: 4,… 入, 产生 的 集合 
往往 能 被 化 简 ， 而 且 供 助 于 这 苏 名 形式， 我 们 能 浏 册 : 任 意 丙 个 这 
样 的 集合 是 次 相符 。 
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31.10 多 重 集合 


前 面 说 过 ， 一 个 集合 是 一 些 不 可 对 象 的 育 集 。 可 是 在 许多 声 
合 会 过 到 集 集 中 有 相间 的 对 象 ， 例 如 ， 考 虞 一 个 学 校 中 所 有 学 生 
插 名 天 ， 其 中 可 能 有 两 个 或 者 更 多 个 学 生育 相 何 的 和 名 字 ; 200 个 
志 小 胡同 并 座 荆 了 颜色 的 彩 球 ， 其 中 有 一 些 彩 球 的 颜色 可 能 也 评 
相 辐 的 , 等 等 “四 我 们 有 必要 引进 多 重 集 合 的 概念 . 记 语 多 重信 
合 是 不 必 一 定 爱 有 不 必 的 对 象 组 成 的 聚集 , 例如 , {ayb,bvcicyc1、 
{0, 0 Pbe 洱 二 多重 集合 。 多 重 集合 中 ， 一 个 元 说 的 痢 
复 度 定 久 为 该 元 壹 光 恒 可 介 时 开交 次数， i 此 浓重 集合 :4， 
b,b,c,c,c,} 得 的 泡 素 上 多 重复 度 是 1， 元 素 b 的 重复 订 是 2， 污 
水 Cc 的 重复 入 时 1, 而 下 于 间 和 重大 讶 可 革 作 是 0， 班 此 可 艳 ， 语 
来 定义 的 集合 时兴 大 集 合 里 元 素 戈 复 度 为 0 或 1 的 特 义 情形 . 
但 多 重 集 合 的 城 数 定义 为 由 它 对 应 的 假定 所 有 元 素 痢 不 相同 的 集 
合 的 盐 数 . 

设 站 和 是 丰 滁 个 名 恒 集 全 ，A4 利 有 B 徇 于 全 记 汶 AB, 它 是 多 
各 集合 ， 基 中 这 个 党 :未 的 重复 度 等 十 该 元 素 在 4 和 了 中航 重复 度 
的 盘 六 值 ， 例 了 ， 对 A= 2:psbyercycy 和 有 = faasb,c, }， 

有 B=igadb bcee ced, 


| 


A 和 记 的 华 记 为 47B， 它 是 :一 个 多 电 集 合 ， 订 中 每 个 元 岩 
A 正当 在 六 和 诈 中 的 重 徊 度 的 最 小 和信。 例如 上 述 岗 
集合 的 交 


过 门 召 三 {a,b,c}. 
设 多 重 紫 含 4 = :电机 工程 师 。 电 机 工程 师 , 电 村 工程 师 ， 机 
械 工 程 师 ， 数 学 宗 ， 申 图 员 } 是 某 工 程 设 讨 的 第 一 阶段 所 需要 的 
售 体 工作 大 员 。 多 地 集合 B= “电机 工程 师 , 机械 工程 师 , 机 械 工 
各 加 ， 数 学 家 ，iF 算 册 科 学 家 ， 计 第 机 科学 家 ; 是 该 工程 设计 的 
30 。 


第 二 阶段 所有 需 要 的 任 作 工作 大 员 ， 划 多 重 人 混合 AUB 是 这 个 工程 
设计 应 该 蓝 诸 的 全 体 工 作 人 员 。 多 重 嘛 合 4 门下 是 在 工程 设计 的 
央 个 阶段 部 必须 佑 儿 的 全 休 工 作 人 大 员 . 

多 重 集合 4 与 召 的 莽 集 记 作 4 -上 它 是 一 个 多 站 集合 ,， 当 基 
一 元 说 在 和 4 中 的 芝 散 他 研 去 在 8B 中 的 电 复 度 的 姜 为 正 数 时 ， 就 令 
些 正 煞 为 该 元 吾 在 4 - 8 中 的 重复 度 ， 咨 如 该 泡 素 在 A 一 中 的 
重复 度 为 过 。 例 旭 斌 4= [aaydyb ,b,c9,d,e} 和 B=1{a,0,,b， 
bcsesd ,dr, MM 

: A-B=id,e), 

在 关于 工程 设计 欧 于 作 人 员 的 例 中 ， 多 重 集 侣 4 ~ B 是 指 在 
工程 设计 的 第 一 阶段 之 后 。 泊 要 重新 分 配 工作 的 人 员 。 

许 意 ， 多 显 集 台 的 闪 、 奖 、 甘 的 定义 同 集 台中 的 有 关 定 尺 完 
最 后 ,我 们 定 关 希 个 多 妃 集 合 4 与 如 秀和 集 记 为 4+ 了 它 是 
一 个 多 重 集 合 ， 闪 由 千 一 个 元 素 的 重复 陈 等 于 该 元 素 在 4 和 旦 中 
的 各 类 记 过 竹 例如 诬 六 = 4a.9,b,c,c)} 和 B=i{a,b,b,d}， 由 | 

AtB=iaa0b,b,b,c,c,d}. 

设 4 是 麻 … 天 校 图 基 馈 查阅 资料 的 所 有 学 生 的 多 董 集 合 ， 
也 是 集 一 尖 点 查 哆 资料 的 所 有 学 生 的 多 重 集合 。 这 里 4 和 也 之 所 
以 是 多 重 集 人 台 ， 是 网 为 在 一 天 于， 一 个 学 生 可 能 要 多 次 去 图 书馆 
查阅 资料 . 过 直 4 + 天 了 束 是 这 两 天 到 疼 书 迄 查 阅 资 料 的 学 生 数 的 
一 个 总 记 末 ， 

今后 ， 癌 瑟 找 条 二 作乱 出 声 昌 ， 贞 谢 “ 早 台 ” 慨 指 ii 中 所 
定义 的 集合 ， 1 


时 守 ] 二 


习 题 


1。 殉 举 下 列 集 合 的 元 素 : 
(1) 小 于 239 的 素 袁 的 集合 |; 
《2) 小 于 5 的 非 站 整数 的 集合 
《3 人 和 和 7 ?10i- 24<085<i<15}, 
2。 用 挡 流 法 表示 下 下 集合 ， 
C1 ds 0 Os G0}, (3) 1024 68 …998，100]。 
(2 112 48 
3， 设 已 知 下 列 名 集合 
A=iXx|xXEI, x<10}, = {Xx|xEI, x>>3}, 
= 区 X 是 一 个 英文 字 寻 1，D= fa,b,c,d,e,1,2,3,4,5}， 
在 室 白 中 填 上 一 个 这 当 的 元 束 。 
EA ED, .fA 但 DPD， EC 同时 和 Dy 
所 A 有 间 时 忆 B,， .5B 但 外 及 ， 所 B 但 攻 C， EA, 
万 避 位 全 了。 
4， 于 面 哪些 式 子 是 错误 的 
《1 {a EEO}, (3) Ia} ELfay ac] 
C2) {oye{ia}s (4) {aSA{a)sa}. 
5。 也 沾 3=12,9,131 .4 和 RR= Tal3 4 1， 指出 下 面 哪些 
节 断 芝 正 参 的 ? 邑 此 是 请 人 堪 约 ? 


(1) larf. ss, 7) {aR, 

(2) {a CR, (8} $iR: 

C9) Tad 3 ES (9) gS{{e:}eRs 
Cd) a 4 ER (10) {$B}ES, 

C5) R=5; (11) $ ER: 

C6) 1 958 (12) $CE{{3),4}. 


* 2" 


6。 举 出 集合 4,B.C 的 倒 亲 ， 


7。 痊 出 下 列 集 合 的 第 集 ， 
1) {afb:}s 


:人 入 总 二 “i, 


号 ， 投入 = 
类 件 和 ? 应 和 如何 表示 子 集 :aas 
= {1,4}, B= 


0。 设 U=12;3,4.3), 及 
光 定 集合， 
1) ANM EH’ 


{2) CANB) UC 
(3) A BNC): 


C4) (AUBN (AUC): 


5) {ANMB)’, 


奸 其 满 是 向 丰 庆 要: 避 所 和 全 


(2) {$B ,dar}, 


给 出 入 和 21 的 窜 集 ， 


大 首 : 和 百 :所 冲 示 和 国 作 的 宁 本 全 
{aA 
£1.25}, CE sly 
C6) A LTB 

(7) {BUCY's 

(C8) B’ NMC”, 

(9) 22 一 258 

(10) 24 作 2。 


bisS3013 


KEZ, 0A}, 


11, 给 定 自 然 数 全 六 的 下 列子 全 
A 二 {1,2,7,8}): 
= { 让 于 < 一 5029 
忆 = 人 ii 可 被 3 杏 疹 
D= {ili= 2+, 
求 下 列 集合 ， 


C1) A BJ CUD): 
(2) AN (BN (CN DY)), 
自然 数 集 六 的 下 列子 集 : 


12。 给 定 
A= {nn|i<12:s 
= {nin 8); 


(3) B- (ALUO), 
《4 tA BY UD, 


D=inln=3k, kENT, 


C= {nn = 2k, KON} 
将 下 列 集 会 表示 为 由 A.B.C.D.E 产 生 的 集会 


£1) {2,4,6,8}s 
2) 13:6,9}4 


B={n|n= 9 -1, KEN:, 
(3) {19}, 
044) 让 瑟 | 本 一 史 成 下 = 日 或 大 2 日 上 


= 中 


[和 
(6) {njhn 是 5 的 信和 数 


近世 或 有 是 奇数 旦 有 9 


和 


13。 判断 碎 下 哪些 论断 是 正确 的 ， 哪 毕 论 断 是 错误 的 ， 并 说 明 


理 宙 ， 
《1 7 
《2》 
£3) 
C4) 
《5) 
《6 
《7) 


落 QEA， 则 QE B; 
营 2EA， 刚 0 三 六 门 BB 
车 0EA 门 了， 则 2 了 
着 及 宇 B， 则 ANB= BB 
若 太 三 8B， 则 六 站 B= A 六 
车 4&4， 负 4E4AUB; 
若 0 下 A， 则 2EANB. 


4。 设 及 ,BO 荐 件 记 的 傈 合 ， 下 还 论断 哪些 是 正确 前 ?2 


«1) 
(2 
《3》 
(4) 


营 ANB=ANC， 则 B=C; 

当 且 仪 兴 AUB=B， 有 A 三 B; . 

尖 且 人 私 当 态 仆 = 为 ， 有 六 ASS; 

当 耳 仅 当 及 三 C， 有 有 AN (BC) = 中 , 


《53) 淄 和 且 仪 当 BEESC,， 


13。 证 点 ,BC 和 卫 是 集合 ， 


(1) 车 AEB, CED, 
(2) 党 AB,， CED, 
(3) 营 ACB, CCD, 
(4) 若 丸 BB, CSD, 
16。 设 肪 ,B 有 是 两 个 集合 ， 


有 (A 一 B}UC=A. 

下 述 论 断 哪 兴 是 正确 的 ? 
则 (4UCDI 宕 (BUDD 

则 (人 CBN D): 

别 ( UO CBUD), 

列 (ANCY CBND). 


(1) 如 粱 站 -B== 昌 ， 那 必 有 太 和 旦 有 什么 关系 了 
(2) 如果 及 ~B=B 一 入， 那么 太 和 甩 有 什么 关系 ? 
17。 在 一 个 班级 的 50 个 学 生 中 ， 有 26 人 在 离散 数学 的 者 读 宁 
取得 了 优 轿 攀 成 靖 有 21 人 在 程序 设计 前 考试 中 取得 了 优秀 的 成 
炳 。 乱 如 有 17 作 两 次 考 议 中 者 没有 取得 人 斋 青 成绩 ， 问 有 多 少 学 生 


- 


在 两 次 考试 中 都 得 到 了 恕 六 成绩? 
18, 设 凡 .BC 是 人 性 旋 集 合 ， 运 用 成 员 表 证 明 ， 
(AUHnCaUCIT = ANC UA NB) 
C2} (AUBDNMAUC = AU (BNO 
(3) A-BJC=A BNCA-O: 
(4) A- BNO/= A- BU{A-O), 
19。 让 驴 和 工 的 成 六 胡 和 如何 判 电 SSST? 上 庶 用 成 员 表 证 明 或 否 
定 CAUBDN (BUC EANB'. 
20。A4 Ai 由, 为 口 的 于 集 ， 及 1 六 09'… 3 及 ,至 多 能 产生 多 少 
未 同 的 子 和 集 ? 
21, 证 明 分 配种 、 等 徊 律 和 吸 笋 律 9'。 
22, 设 A.B,C 是 侍 访 集合 ， 运 用 集合 运 芝 定 种 证 明 ， 
{1) BLICA VBINMA=U, 
{2) ABN (BION CHUA = (ANB UBNC Uc 
人 A) 
(53) TALBOT BYUICIN (AUC)Y= (CANBYUCANBNCGY 
‘AB CO), 
23， 朋 了 待 : 摩 摄 定律 证 明 CABYUCA DCBUCD)) 的 补 业 是 
CA UBT CAUBDY (AYUC). 
24。 设 及 为 某 此 实数 的 集合 ， 定 义 为 
A CIQ8S 1 
4,= fales<1l- 填 (i=1,2,°), 


- 


证 也， 图 总 ， 三 总 =- 


25。 证 “六 下 是 娄 人 富生 的 一 个 分 划 ， 证 明 ， 4 站 B、 
戌 2 中 所 有 让 空 集合 枸 成 正章 的 一 个 分 间 ， 

20. 朋 个 二 过 的 法 洛 ， 市 兰 少 种 不 同 的 鹤 法 分 吧 或 为 两 坡 ? 

27 ,各 由 由 及 .出产 汪汪 全 下 集合 的 最 小 集 标 准 形式 ， 


“335. 


加 
CY 上 
找 出 由 扩 , 避 产生 的 下 集合 的 最 大 入 标准 形式 


号 站 


(1 由; 
(2 


4 


拒 册 下列 集合 
(C1) CANBY 
C2) CA; 

谋生 1)。 


人 A 
7 生 合 3» 也 


一 Mis 


和 4] 。 :二 


| “ 


各 


6 本 


了 D 人 人 


EE 


(C3) 全 7 
{ ALB. 


(3) A’; 
《4 ANSB 
小 集 和 最 大 集 主 汽 形式 。 
:CD 由 太 ,.B.C 产 生 )， 
8 OD JA' BTID (由 A.B.C.D 


小 全 标注 形 六 中 


J Ma ET 


证 明 3 的 尝 大 集 标 准 形 式 为 


EE” 
昌 


CA UOC, 


时 


Ei 


EE 和 和 颈 大 
A 


Mae -ea -{ 7 
和 二 款 准 玫 中 二 朝 ， 
中 BJC 的 计 集 避 (A 六 JJ 人 


门 MM,, | 


第 二 章 关 系 


等 集合 的 概念 ' 样 ， 关 系 的 概念 在 计算 机 科学 中 也 是 最 基本 
的 ， 它 在 有 了 眼眉 动机 和 形式 语言 理论 中 ， 在 应 用 领域 如 铅 译 程序 
设计 、 偿 息 检索 和 数据 结构 的 抽 写 中 经 常 出 现 。 在 算法 分 析 和 程 
序 结构 中 ， 关 系 的 禾 念 也 起 着 重要 的 作用 。 | 

这 一 章 介 绍 呈 元 组 和 笠 下 尔 积 以 奚 了 由 笛 卡 东 积 引出 的 关系 的 
概念 ; 说 明 如 何 用 算 陈 和 图 来 表示 关系 ， 定 义 关系 的 复 食 运 算 ; 
列 吾 甘 系 的 此 个 主要 人 性质 ， 介绍 其 类 重 票 的 关系 ,等 价 关系 和 偏 
序 关系 ， 说 明 由 等 价 美 系 如 何 导出 分 划 ， 并 介绍 由 这 样 的 分 划 所 
定义 的 商 集 的 概念 ， 最 后 讨论 称 为 偏 序 《 金 序 和 良 序 作为 特殊 情 
形 ) 的 关系 ， 


82.1 答 卡 尔 慰 


由 站 个 其 有 给 定 次 序 的 个 体 组 成 的 序列 ， 称 为 有 库 4 元 组 ， 
记 作 〈ayea ya) 的 形式 。 

有 序 呈 元 组 〈alar ev) 中 的 第 宇 个 元 素 @， 常 称 为 该 有 
序 n 元 组 的 第 i 个 些 标 ， 
， 注 党 ， 一 个 有 学 六 元 组 不 是 由 个 元 素 组 成 的 集合 ， 前 者 明 
确 规定 了 苑 素 的 排列 次 序 ， 而 元 素 的 集合 则 没有 这 一 要求。 


:例如 Ca, b,c) 二 (Da,c) FA, b, ， 
但 {a, b,c} = {b,a,c} = {ce,b,a}, 
区 如 (Ca, oO) Aa, 0 关 (G) 。 


两 个 有 序 tt 无 组 (CH), ty, ?ey Un 和 《Bi bayeypo) 相等 定义 
» 六 了 本 


为 ， 当 且 仅 当 ai = Du aa = bo amp 了 时， (dO ) se hb, 

by bs)。 因 此 (2) 才 人 2,1)，(1,1) 芭 (2,2)。 

有 序 n 元 组 的 一 种 常 岂 的 特区 情形 是 =2。 有 序 二 元 全 i、 

又 被 称 为 序 偶 . 序 全 的 一 个 熟悉 的 例子 是 平面 上 点 的 符 上 卡尔 喜 

标 表 示 。 例 如 , 序 偶 (1,3) 、(2,4) 和 (3,1) 均 表 示 平 面 上 不 同 的 

点， 

定义 2-1 设 委 ,有 ,A, 是 任意 的 集 侣 , 所 有 有 序 # 元 组 
(aiyaaya) 的 集合 ， 称 为 A 的 前 卡尔 积 ， 用 和 | X 疝 ， 
“入 表示， 其 中 EALs0s 所 站,,* a, 仁 总 .， 即 

ALX A Xu XA = {0 0) EA ie1,20,H}, 

例 工 设 4， = {0, 1}, 态 ; 二 {2, 3}, As= {1, 4 

则 Ax AsxAi= {00,2,1) (0 2, 4) ,0,3,1), (0,3,4), 
《tl 2,1), (1,2,4), 1,3,1), (1,3, 4}}. 

例 2 设 A= {0,8}, B= {1,2,3}), 

则 AxB= {8,1), (a,2), (a, 3), (8 1) (8B, 2), (8, 2) 1 
BXA={(,0), (2,0), (3,0), (1, 8), (2, 8), (3,8)}s 
AxA= {ra, (a,B), (Be tA, }s 
BxB={(,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2, 2)， (2，37， 

《3，1) (3, 2), (3,3) }。 


由 上 可 知 六 XK 且 去 日 X 和 问 。 

秽 3 设 A= 由 ，B={1,2,3}, 
列 上 X 卫 = 了 妊 X 岂 关中 

若 所 有 的 4, 都 是 有 限 集 ， 则 上 A,Xx A,Xx 必 XA。 也 是 有 限 集 ， 
且 CA, x 站。 Xv X 人 一 Wa A eh 


当 所 有 的 4; 都 相同 且 等 于 4 时，A. x A; XxX" x 4, 可 用 A 
例 4 这 4= 玉 (实数 集 )，A， =R， 
则 AlXA,=RXR={(xX,y) |x,yCR}, 


和 = 


- 始 RxR 臣 玉 画 上 所 有 点 的 集合 ， 序 全 (x;?) 中 缮 一 个 元 囊 # 是 
相应 点 在 睾 卡尔 坐标 系 中 的 模 坐 标 ， 第 二 个 元 案 了 是 根 应 点 的 包 
ES 


.$2.2 关系 


而 二 在 许多 涉及 刻 获 对 象 的 问题 中 ， 其 对 象 中 间 往 生存 在 某 一 类 
关系 。 摘 如 在 一 组 计算 机 程序 中 ， 如 哩 贴 个 程序 共用 菏 些 数 故 ， 
我 们 左 可 以 说 这 两 企 程序 是 相关 的 ， 十 划 为 无 关 的 。 在 某 两 个 班 
的 学 生 中 , 如 各 一 全 班 的 某 学 生 和 秀一 仿 碍 的 荣 学 生 有 相同 的 姓 
我 们 就 可 蕊 说 这 丙 个 学 生 是 相关 的 ， 否 则 汶 泡 美和 的 ， 久 如 考察 集 
:从 六 p 记 3 以 ;15}，- 如 果 此 集合 中 三 个 整数 之 和 能 被 5 整除， 我 
们 就 可 以 说 这 三 个 效 是 相关 的 ; 如 2、,3、5 是 相 疾 的 ，5、10、15 是 
相关 的 ， 而 1,2.4 是 无 闫 的。 这 一 营 我 们 将 研究 离散 对 每 之 疝 的 
这 一 类 关系 ， 为 此 我 们 首先 给 出 关系 的 定义 ，. 

定义 2-2.， 笛 卡尔 积 Aix 妇 X … x 4 的 任意 一 个 子 集 称 六 
人 -人 上 的 一 个 元 关系 。 . 

一 不 最 重要 的 特殊 稍 形 是 n=2， 在 这 入 情况 丰 ， 辩 采 是 4， 
x 4 的 一 个 子 集 (一 个 序 颁 货 , 直 第 一 个 坐标 取 自 A, ， 第 二 个 
座 标 取 自 4.)， 并 称 为 由 4, 到 A; 的 一 个 三 荆 热 梧 ， 下 面 主 要 讨 
: 论 二 人 概 指 一 
.元 


全 1 “没有 和 集合 4= io， 1 23， 
则 和 Toy (全 仆 表 由于 县 的 一 个 关系。 


蚀 = [0 (1547s (24) 是 由 有 到 的 的 一 :个 美 系 。 
R 人 


志向。 


对 5b 有 关系 Pp”， 记 作 opb。 如 果 《〈a, by 入 pp， 则 记 作 ap p。 于 是 
对 例 1 有 


0Pp1, 0p.3，1P,2， 但 0p12，tpf1，1513。 
108,0, 1021, 2pl, 但 2080，3040，3p21。 

定 尽 2-3 设 P 是 由 A 到 8 的 一 个 关系 ， 则 使 得 9pb (bE BY 
成 立 的 所 有 元 索 saG 4 的 集合 ， 称 为 关系 的 定义 嫩 ， 记 作 Dr 
使 得 apbta€ A) 成 立 的 所 有 元 素 bEB 的 集合 ， 称 为 关系 P 的 管 
域 ， 记 作 Re ， 即 

De= ta|aE4， 存 在 bpEB， 使 得 opb}; 
R,= {blbEB， 存在 aE A， 使 得 apb}。 

由 定义 显然 有 Do 三 4，BRp 三 有。 

例 2 考虑 集合 4= {2, 3, 4}，B8= {2,3,4,5.6] 以 及 如 下 
定义 的 由 六 到 B 的 关系 2， 当 且 仪 当 # 能 整除 5b 时 ，apb 成 立 ， 
于 是 . 

p= (2,2), (2 4) (2,6), (3, 3), (3,6), (4, 4}}, 
P 的 定义 域 DD = {2,3,4}， 了 PP 的 值 域 Re = 12,3,4,6}。 

定义 2-4 设 太 和 B 是 两 个 集 癌 ，P 是 由 和 到 也 的 关系 ， 则 

由 BB 到 和 态 的 关系 
p22{(b,0] (a,b) Ep} 
称 汶 关 系 2 的 烧 关 聚 ， 

由 定义 2-4 可 知 ， 只 要 将 ? 的 每 一 个 序 侦 中 元 素 次 序 加 以 类 

便 ， 就 可 以 得 到 北 关 系 的 所 有 序 偶 ， 例 如 ， 便 2 中 关系 的 道 
B= 1{{2,2), (4, 2), C6,2), (3,3), 06, 3), (4,4)}, 
它 是 一 个 由 B= {2,3,4,5,6}》 到 A= {3,3,4} 的 关系 。 

图 2-!1 给 出 了 一 个 由 和 到 五 的 关系 的 图 示 。 在 该 图 中 ， 小 转 
标定 的 ao 和 分别 表 示 妇 和 8 中 的 元 索 ， 当 且 仅 当 mpB; 时 , 才 
有 箭头 从 9; 指向 b;。 (将 各 箭头 反 府 ， 就 得 到 关系 5 的 图 示 )。 

* 0 


D, 图 2-1 8 


当 4 和 于 是 有 限 集 时 ， 由 点 到 如 的 关系 2 可 以 方便 地 用 一 个 
(六) x 人 BB) 绰 陈 来 家 示 ， 该 短 深 称 为 P 的 美 系 惩 阵 ， 记 作 MM， 
设 和 集合 A= 和 ,0agri，B=ibisbss brn'， PD 是 由 4 
到 8 的 关系 ， 则 关系 矩阵 M, 的 第 i 行 、j 列 的 元 尝 +, 如 下 定 
六: ， -于 才 qipb, } 
”le 若 aip'b,， 
因此 关系 矩阵 中 的 元 素 仅 为 1 和 0 . 
例如 ， 例 2 中 的 关系 可 用 关系 卸 阵 


2.3.45 6 
2r10 101 
Mp= :0 1 00 
4.00 1 070 


来 罕 示 , 

英 系 姑 阵 汶 在 计算 机 硅 表 达 关 系 提供 了 一 种 方法 ， 将 关系 p 
的 关系 矩阵 对 ,的 行 和 列 加 以 交换 ， 就 得 到 关系 广 的 关系 殷 阵 , 册 
M5 = Ms 的 转 置 。 

二 元 关系 的 一 种 特殊 情形 ， 即 由 集合 4 到 和 自身 的 关系 《 直 
4: 的 一 个 于 集 )， 称 为 集合 .A 上 的 关 票 。 

语 3 设 A={0,1;2,8}， 则 

pm {to,0), C0, 3 C2,0), (C21) C2,3)., (3,27} 


"ie, 


巧 伴 合 上 二 的 “个 关系 。 
例 4 设 在 实数 拱 民 ， 
而 p= Xp X,Y TR, XY, . 
则 和 实数 集 上 上 上 的 王 个 关 系 ， 则 常 ; 汪 们 小 种" 关系， 区 如 这 
乙 (2,5, BY EP Co 1.2, Uip, E te a 儿 b 类 雇 地 ， 六 
数 集 尺 上述 可 定 闪 “ 二 和 腊 | “大 于 "类 条 ， EE 
pis= AX YY | (X,Y) ER’, Xp 
Dy= {X,Y | CX YF) ER Nj, 
这 些 关系 的 定义 域 必 提 么 ? 值 戌 挝 什么 ?它们 在 第 证 尔 坎 刀 
平面 上 双 别 表示 有 电 些 点 的 集合 ? 请 读者 月 它 作 央 后 洽 ， | 
若 p=A， 则 P 纪 微 A 二 的 警 凡 关系， 用 Ui 和 圾 示 ， 吕 
ddA 
上 的 慢车 关于 1 并 示 ， 定义 为 
= an) la EN) 
例 : A ,2}， - 1 
风 Us = 0.0), C0,1), (0,2), C1 07, Clr1), (132), 
(2,0) ,2,1), (3,2). 
= {(0,.0), (3,1), (2, 2) .> 
_ 个 有 了 集合 A 上 的 关系 ?不 1 区 可 民用 上 述 的 〈#4) x (全 有 ) 
矩阵 来 表示 ， 也 也 可 蕊 用 - 一 
个 称 之 为 的 美 系 图 的 图 
形 来 表示 。 该 图 其 有 与 几 
中 元 素 个 数 和 相同 的 结 点 ， 
等 一 个 结 点 代表 和 4 中 的 一 
个 元 素 ， 六 画作 一 个 带 有 
元 过 了 祭 好 的 小 圆圈 。 当 且 ， 
仅 当 有 oa; 时， 我 们 光明 
一 条 站 (或 直线 )} 连 接 绩 所 
人 


由 


4a, 和 4;， 并 在 弦 上 (或 直线 上 沿 着 从 a 到 a; 的 方向 画 一 艇 头 ， 
当 对 应 十 天 中 的 这 偶 的 所 右 拓 点 部 河 带 有 适当 得 头 的 呈 (或 直线 ) 
连接 起 来 时 ， 我 们 基调 到 了 P ,的 关系 图 (车 将 所 有 的 箭头 区 后 ， 科 
得 到 六 和 的 甘 二 图 1 这 342 给 出 了 网 3 中 关系 产 的 赂 |， 
图 中 竹 一 条 串 ;图 半边 ， 
对 于 峡 语 行宫 两 洁 下 和 着 站 在 1 1 个 结 碟 了,， ee 
“0 估 担 有 apnany Pd "di fd, 测 齐 们 就 训 太 证 ; 
ai 到 味 有 一 条 长 为 1 的 路 (>1)。 落 G1 = 4 ， 洲 条 随 就 成 为 -- 守 
回路 。 . 
例如 ， 图 2-2 市 对 于 结 所 0 和 1， 因 为 003，3p2，2pP1， 所 以 
以 结 点 0 到 1 有 乓 为 3 的 路 。 因 为 382，203， 所 以 从 3 到 3 有 长 
为 2 的 赂 ， 因 为 0p3， 所 以 从 0 到 3 有 长 为 1 的 路 。 


几 了 于 法 系 巧 -个 袋 仓 攻 可 对 关系 进行 提 人 台 肥 运算 ， 诸 型， 
求 并 、 交 、 ee El 夺 而 产生 其 它 新 的 关系 ， 这 些 与 一 般 集合 一 标 
地 进行 ， 这 里 不 弄 兴 生计 论 ， 本 节 将 着 重 讨论 对 关系 :的 另 一 种 过 
算 ,. 即 关 未 的 复合 返 算 ， 

定义 2-5 漫 Pi 是 :一个 由 驴 ; 到 为; 的 关系 ，W 是 一 个 本 4. 
到 4: 的 关系 ， 则 ,有 有 1 5, 的 复合 甘 么 是 -个 由 A4. 到 4， 的 天 邓 
用 Po, 表 示 ! 识 简 记 作 P.54), 害 尺 为 当 且 仅 当 存在 茶 个 8: 七 AA， 
使 得 4.8,0,， i 

.这 秘 从 0D. 和 pm 得 到 pp- 的 运算 ， 呈 做 关系 的 复命 声 科 。 

例 1 设 呈 是 -出 4=1L2. 3 4 到 4 = {2 3， 4 的 甘 
系 ，Ps 是 -一 由 4, 到 4 = Ta 3i 的 美 系 ， 它 们 分 别 为 

p= ta, dd) la +a = 35} = 170,44), (2,3), (3, 2)} 

p= {90,01) |9,. ~ 0, =2}= .03 1), Cd, 2)}. 


” 43。 


复合 关系 P,P; 用 所 有 这 桩 的 序 偶 oo) 组 成 ， 短 在 基 个 
Gi 全 六.， 合 得 Q +as= 是 8-4,=2， 生 是 
-pa= (1 2), (2,1)}, 
2-3 给 出 了 复合 美 系 Pp; 的 图 示 。 


剧 然 ， 和 如果 5, 的 值 城 和 p， 的 定义 域 的 交 为 窄 ， 期 9.* Dp， 
乱 空 关系 。 

设 P 是 由 僻 合 A 到 集合 B 的 关系 ， 1 是 集合 A 上 的 恒 等 关 
条 ，fe 是 集合 B 上 的 恒 等 关 系 ， 则 由 措 等 关系 的 定义 可 知 

Tp= plp= 0, ， 

定理 2-1 设 5: 是 由 4, 划 A, 的 关系 ，4a 是 由 上 到 4. 的 
玉 系 ，ps 是 由 4A; 到 4 的 关系 ， 则 有 人 ps) pa = 一 Pipepsy， 

证 明 ”根据 复合 关系 的 定义 ，(p,* 02). 六 和 8 《pspay 出 是 
所 站; 到 4, 的 关系 。 

下 通 证 明 (pr PB) PP (ps? Ps), 

站 《ea 和 tpiop ip， 由 复合 关系 的 定 诡 , 已 有 cE 六 ;使 得 
408 PIC，CP， 及 由 9p Py)c， 必 有 bE, 使 得 apib bp,¢， 


本 引 册 。 


出 Pp,c，cpsd， 可 得 blp,*psy4， 于 是 由 ap,p，b(p,*PY4， 可 得 
apifpo Dd, Cd) EP (Pop) 由 CRP pp Cp, 
*p), 

类 代 翅 可 以 证 明 Ps Pr PY ECP DY) Ps, 

申 此 (pp =Pir (P,Ps) 得 证 。 

出 于 (pp ps 与 Pp (pp 相等 , 因此 我 们 常 铀 去 括号 将 
它们 写作 pepar ps 一 般 迹 , 若 产 是 -由 4 到 4 的 关系 ,P: 是 一 
由 4: 到 4;, 的 关系 ,wp 是 - -由 4 到 A, .的 关系 , 则 {owe( (pi* Pi 
“pejep-1) Ds 是 一 由 六; 到 4 的 关系 .由 归纳 法 容易 证 明 , 任意 
各 个 美 系 的 复合 也 是 可 结合 的 。 扼 在 上 滤 中 内 要 不 小 半 nn 个 闫 未 
符号 的 次 序 , 不 论 六 它们 中 间 人 怎样 如 括号 , 其 结果 是 一 样 的 , 因此 
去 括号 的 瑟 达 式 Pps 唯一 地 表示 一 个 外 4 到 4 的 甘 系 。 

特别 ， 当 4;=A,=""=A.=Arri=A 且 P=D=" Deb 
时 《时 当 所 有 的 关系 P; 都 是 集合 丸 上 同样 的 关系 了 时 )， 复 合 关 
系 和 Pi 可 以 用 产 纺 示 【〈《 它 是 和 集合 4 上 的 一 个 关系 ) 

鲍 2 设 4={tl 2,，3，4}， 上 上 的 其 系 P= (2,1), (3,2)， 
《4;3)}， 则 有 

p= {3,1), (4,2)), 
p= {(4,1)}, 
pt = 中, 


82.4 复合 关系 的 关系 您 阵 和 关系 图 


“在 讨论 复合 关系 矩阵 之 前 ， 我 们 先 介 绍 布尔 运算 ， 并 用 布尔 
运算 来 定义 两 个 关系 矩阵 的 匀 积 . 布尔 运算 只 趟 及 数字 0 和 1, 这 
些 数字 的 加 法 和 莱 法 按 下 列 方 式 进行 ， 

人 十 妇 = 昌 ， LT+1=1+0=1+1=1y 

lj]*i=1,，, leg=0*1e .0=0., 


ea 45# 


例如 式 子 (trit)+f0en0styt+titelsel)+l+i0y=1i。 

一 般 地 ， 在 一 个 式 子 中 站 是 仅 当 某 少 有 一 个 乘积 是 形式 1*1 
呈 ] 时， 潍 坦 的 和 和 容 了 于 1， 百叶 汶 0， 

下 面 轴 布尔 运 扯 来 定义 两 全 关 夭 垂 阵 的 地 积 。 

定 兴 2-6 设 训 | 是 一 个 (站 表 路 即 第 守 行 ,了 列 的 元 素 ) 
为 rf 的 Ix 关系 知 际 ， 寺 . 训 个 (i, 门 通 路 为 1 沪 的 机 xhn 关 夭 
矩阵 ， 则 MM 与 和 M; 的 又 积 ， 记 为 Mi: 岂 :， 是 一 个 1xk 关 系 算 阵 ， 
其 上 六 通 酷 

Fi = 
| 

灾 这 里 全 部 加 法 条 溢 靶 都 是 布尔 型 的 ， 

注意 ， 寻 .的 列 柳 必须 等 于 An 的 行 数 ， 这 们 大 MH; 才 有 定 

例 1 设 MM 和 .下 师 个 美 系 辐 阵 ， 


,0 0 91 i 1 0。 0. 
00 1. 
M=| 0 1 0 | 0 1. 中 ! 
\100! 001 
则 
0 0 oo 
001 
MM= |] ol 
1 0 0 


- 根据 定 穴 2-6 容 易 证 了 明 ， 鞠 系 和 矩阵 的 乘积 蚌 可 结 人 对 的 ， 即 乘 
积 (Mi 。 MM ?Ms 和 ML* 《Mi;* M3) 当 有 定义 时 ， 是 相等 的 ,= 因 
此 可 以 直接 写成 Mi MM M:。 一般 地， 若 Mi Mi Mi M;， 
MM 有 定义， 则 去 插 写 的 式 子 Ms Mi M. 玲 一 地 
表示 Mo Msp Ms 的 葬 和 要 。 特 别 ， 当 这 于 个 关系 矩阵 部 相等 时 ， 


.46 ， 


基 作 ,= 村 
假设 2 上 总 虹 及 到 号 交 类 半 ，P 是 由 表 到 人 的 闪 孙 ， 这 和 及 ， 
上 8 和 避 都 不服 挫 ， 巾 训 节 让 壕 ， 靶 他 闪 
的 美 系 。 不 节 的 伍 备 是 榨 过 复合 英和 承 的 六 
关系 的 种 关系 的 英 系 短 陈 之 间 的 联系 ， 司 而 完 将 一 便 ， 
例 2 设 DP 是 一 出 为 = 1 2, 3, 7 各 B= 2,3,4} 约 关系 ， 
六 是 一 由 如 到 CC= i1,2,3} 的 关系 ， 其 湛 尺 分 别 为 
P= {tobylarb=6}= {02,4), (3,3), (4,2))3 
p= {b,c lb -c=1}=-02,1), (3,2), (4,3)}, 
则 由 复 含 关系 的 定 多 Pj" P= 1(2,3), (4, 1), 《3,2)7)。 
作出 各 相应 的 关系 汗 阵 ， 即 | 


六 Pi 


人 


2 3 1 2 3 
dir0 0 0 2r1 0 90 
200 1 | 

一 Mop, 二 | 1 0 
Mp, | 1 | 户 | 和 本 
4\1 0.0 外 on 1 

1 2 3 

tir0 0 0 

210 0 1 
Moms 10 1 | 
4 0 0 


与 全 1 比较 可 看 出 , 这 里 的 Mop,，Mo, 分 别 就 是 例 1 中 的 M,， 
M; , 而 Moo = AM M;。 因而 有 Mpio, = Mop, = Mbp,, 这 一 结果 并 
不 偶然 ， 实 际 上 ， 对 于 复合 头 系 的 关系 矩阵 ， 我们 有 下 面 的 定 
理 。 : 
定理 2-2 设 P, 是 一 由 A 到 B 的 关系 , 5 是 一 由 8 到 CC 的 甘 
系 《 这 里 4、 了 和 CC 都 是 有 限 集 )， 它 们 的 关系 每 阵 分 网 为 M;,， 
Mma， 则 复合 关系 P;*， Ps 的 关系 所 阵 Mopspi = My, Ma。 


i 


证 明 设 站 二 {G2 Oi, B= 二 Se Cs, 
"Cn}, 和 Mp,， Mo，Mpps， Mo， Mo, 和 的 (L, 门 通路 分 别 为 
ra) ros, rr 4 ie 
由 复合 关系 的 定义 ， 对 于 4 与 C 中 的 任意 熙 个 元 素 4 和 5， 
当 且 仅 当 存 碍 某 个 中 大昌 使 得 ep 已 ，Dpoc 有时， 有 (0 pps) 
5c,。 反映 在 关系 给 阵 上， 这 也 就 是 说 ， 当 且 议 当 存 在 莫 沾 K (1 扫 
kzm) 使 得 ! 乱 =1 且 路 =1 时， 有 络 =1。 另 一 方面 ， 由 关系 
第 阵 磁 积 的 定义 可 知 ， 当 且 仅 当 耸 在 某 个 k (1 km》 使 得 得 
=1 且 t=1 时 , 有 ri = Dry = 。 固 此 当 且 仅 当 +,, = 1 时 ， 
一 ] ， 
有 ”=1。 由 六 计 的 任意 性 ， 故 得 Mew = Mb，Mo。 证 完 。 

更 一 般 地 ， 我 们 可 以 得 到 于 述 的 结论 。 

定理 2-3 设 关 是 一 由 4, 到 4*: 的 关系 ，P 是 一 由 AA， 9 
4 的 尖 系 ,六 是 一 外 A， 到 A。: 的 关系 (这 里 站 站 后 2 
都 基 有 限 集 )。 它 们 的 关系 矩阵 分 别 是 Me， Ms， Mo ， 
关系 Poep 《了 四 4 到 上) 的 关系 邱 W560, = Me。 Maan 
Ni， 。 

此 定理 可 根据 定 埋 2-2 运用 归纳 法 加 以 证 明 ， 

特别 ， 当 六 = 于 = 史 = 记 =P，AI 二 44 一 二 由 二 和 闪 
理 23-3 包 可 简化 为 如 下 形式 。 

定理 2-1 没 8 是 有 上限 集 4 上 的 一 个 县 俏 闫 系 抵 阵 册 . 的 基 
革 ， 册 复合 关 和 对 Pp" 的 关系 委 阵 Mon = M3。 

有 限 集 4 上 的 关系 P 的 复合 关系 广 仍 为 该 有 限 集 上 的 关系 ， 
因此 它 也 可 用 关系 图 来 表 了 东 。 类 假 于 美 系 生 隆 ， 我 们 给 出 如 条 中 
吕 的 关系 图 移送 后 的 甘 系 图 的 简单 方法 。 

卢 据 复合 关 示 的 让 久 当 且 仅 省 在 癌 中 有 ass 疗 
和 企 . 使 得 900Gsp0s oo CpGi 了 肝 ， 肖 下。 因此 ， 当 夺 械 
当 在 PP 的 图 中 ， 有 缚 点 和 yw， 0 ， 基 这 的 指 疝 由 4 到 人， 

量 夫 全 


Ca 吧 oosaw 到 后 上 时， 则 在 P" 的 图 中 ,这 由 结 虚 ti; 指向 4， 
于 是 ， 对 本 如 何 由 2 的 关东 图 构造 2" 的 尖 系 图 ， 可 按 可 下 步 又 进 
行 ， 对] 的 图 中 的 每 一 个 结 点 0 确定 从 Qi 经 由 长 为 4 的 路 能 
够 到 述 的 结 点 、 这 些 结 点 就 是 在 P" 的 图 中 ， 边 必 须 由 结 点 指 
向 它们 的 那些 结 点 ， 

例如 ， 图 2-4 所 表示 的 f* 和 PF 的 图 ， 就 是 由 图 2-2 所 示 的 
PP 的 图 后 工 述 方 斌 构成 的 。 


人 


图 2-: C0) 用，( 有 P11 的 图 {对 于 图 22 的 户 ) 


下 而 ， 找 们 图 六 系 的 生来 构 寺 称 为 传递 闭 包 的 新 关系 ， 
的 传阅 国 租 在 黄强 、 语 法 分 析 忆 及 开关 电路 中 的 夏 障 检测 和 诊 
迁 锯 三 中 ， 潮 位 首 旧 要 的 应 用 ， 

定 久 2 法 器 是 集合 4 上 的 关系 ， 则 产 的 传 毅 闭 包 用 靖 
开具 ， 它 时 四 下 式 定 文 的 的 关系 ， 即 


二 加 2 ' 


i™ml 


当 瑟 为 有 限 集 上 时 ， 第 其 东 且 AXA 的 在 数 CA Xx A} = (4A} 
X(t) = XA 的 宪 集 2 4 的 基数 {244) = 


"49 + 


2*4 人 =29 如 ， 谣 是 说 和 XA 仪 有 2* 作 个 不 间 的 予 集 ， 这 就 惠 
味 闭 集 合 A4 上 私有 腿 个 不 癌 的 关 论 。 - 因此; 当 交 是 有 限 集 时 ， 
2 的 传递 阅 包 [A 又 可 瑟 为 六 = Dr (m 为 某 正 整数 )， 
于 是 . 构造 有 限 集 上 的 关系 所 的 伟 弟子 包 ， 其 过 程 是 有 限 的 ， 
出 如 我 们 由 逐步 攀 造 出 六 ,Rs py 这 冬 继 续 下 去 ， 一 定 存在 
菜 个 正 整数 ， 使 得 人 人 > 9， 设 况 林 使 得 泛 一 等 区 
的 最 小 正 整数 ， 则 21 = bo. 
事实 上 ， 若 # 和 = 嘛 全 4 上 的 《 详 出 包 LE 这 
~ 结论 绝迹 明 请 读 省 音 $ 朋 已 处 中 。 4 > 
由 冠 义 2-7， 当 压 促 当 在 证 其 个 可 和 人 但 二 om 时。 有 
aip*ai。 就 8 的 关系 恒 靖 吉 ， 当下 公 当 m 是 从 上 经 委任 这 有 限 凑 
k 的 路 能 够 到 达 时 ， 有 dprgi ， 和 阅 济 有 wprai 下 此 册 岂 的 关系 
图 可 直 换 物 潜 出 Ea 的 其 系 外， 对 于 也 和 关系 图 中 的 每 -个 结 点 
， 找 出 从 艺 经 由 有 限 长 的 路 能 够 到 这 ( 即 有 路 到 达 ) 的 结 点 ， 这 
让 后 各 是 在 p+ 的 关系 哮 中 边 必须 出 靖 点 指 癌 ， 它们 的 那些 结 
点 。 就 关系 矩阵 面 言 ， 当 且 仅 当 客 在 某 个 关系 第 阵 对 使 得 rf 
= 工时 ， 扩 的 关系 矩阵 Ma 有 Ti 1 。 于是， 关系 矩阵 Ma 的 
(i,j) 透 路 可 由 关系 矩阵 M,, Mm Mos…, Mo 的 (i,1) 通路 相 加 
“布尔 加 ) 而 得 到 ， 我 们 用 符号 写成 


Ms. -DM Pm. A =D. 


全 2 投 .A={1,2,3,4,5， 全 上 的 关系 pz {0 BY uh 
(2,5), (4,5), C5, 4), C6, 3)， 《By 6)}, 求 2 的 传递 闭 外 p*。 
解 P37= 1(], 1), 2 4)， 《4， 4) (5。5)， CB 3), (6,6) }s 
pr = { (01,5), (2, 58), (8), (5, 4), C6, 3), (6, 6))3 | 
p(s C2 4) a Ge 5) CB, 8) C6, 人) | 
p=. . i 


BD + 


所 以 p+=pUmU pi 
= {C1, 3), (1, 4), (C1, 5, (2, 4), (2 5), (4, 4), C4 5) 
(C5, 47), C5, 5} 06, 3) C6, 6}}. 


82.5 关系 的 性 质 


定义 在 一 个 代 合 4. 上 的 关系 ?往往 可 以 显 峙 许多 有 用 移 性 
质 ， 在 此 我 们 仅 列 出 一 些 基 本 性 质 ， 

定义 2-8 没 5 是 集 台 4 上 的 关 喜 ， 

(1》 若 对 于 所 有 的 9 及 ， 有 dpa， 则 称 2 是 自 反 的 。 否 则 5 
是 非 自 反 的 ， 

(2) 对 于 所 有 的 4,bEA， 若 每 当 有 apb 就 有 bpa， 则 称 吕 是 
对 称 的 。 否 则 2 是 非 对 称 的 。 | 

3》 对 于 所 有 的 abEA4， 若 每 当 有 apb 和 bpa 就 必 有 2= 
出 称 5 是 及 对 称 的 。 

(4》 对 于 所 有 的 中 bc 人 4A， 车 每 当 有 apb 和 bpc 就 有 apec . 
出 称 p 是 可 传递 的 。 和 谷 则 p 是 不 可 传道 的 ， 

注意 区 别 自 反 关系 和 恒 等 关 系 ， 一 个 集 含 4 上 的 恒 等 基 系 是 
自 皮 美 系 ,但 自 反 关系 却 不 一 定 是 恒 等 关系 ， 

实数 集合 民 上 的 英 系 “过 ”是 自 反 的 、 反 对 称 的 和 可 传递 的 。 
实数 集 上 的 关系 “ 达 ” 是 非 自 反 的 ， 非 对 称 的 和 可 传递 的 ， 类 似 
地 ， 裳 台 2 上 的 包含 关系 * 三 ”是 向 有 反 的 、 反 对 称 的 和 和 癌 传 弟 
的 。 磋 包含 关系 “ 己 ” 是非 襄 反 的 、 非 对 称 和 可 传递 的 。 

在 集合 22 上 上， 车 定义 当 且 人 妈 妆 呈 门 党 = 下 了 有 时， 有 829， ， 则 
pp 是 非 访 反 的 、 对 称 的 和 不 可 传递 的 。 蒂 定义 当 且 仅 尖 SS =S 
时 ， 有 3S;p5，， 则 2 是 自 反 的 、 尘 称 的 县 可 传递 的 。 

可 以 有 这 样 的 一 种 关系 ， 它 跌 是 对 称 的 又 是 皮 对 称 的 。 例 如 
任何 集合 上 的 人 恒 等 美 系 就 是 这 样 的 一 种 关系 。 

-5le 


关系 的 这 些 往 质 ， 在 半天 第 陈 和 图 次 多 可 以 得 大 明确 的 反 
映 ， 

藻 关 系 P 是 自 反 的 ， 则 P 的 关系 图 中 的 每 一 个 结 点 引出 一 个 
单 边 环 ， 车 5 蚌 对 称 的 ， 则 在 其 美 系 图 中 ， 对 每 - 由 结 点 a, 指 
向 结 点 a, 的 边 ， 必 有 一 相反 方向 的 边 ， 夫 P 是 反对 称 的 ， 则 在 
其 图 中 ， 任 何 琴 个 未 同 的 结 点 间 蝶 多 只 有 一 入 这， 面 术 会 启 由 有 
两 条 相反 方向 的 边 : 带 p 是 可 传递 的 , 则 天 在 由 线 上 开 &; 指向 a 的 
边 ， 上 月 又 有 由 结 点 4 指 疝 4 的 边 ， 就 必 有 有: -条 由 结 点 9 指向 
的 边 。 

阁 美 系 是 彼 反 的 ， 而 关系 给 库 的 本 对 角 线 上 鬼 宛 过 全 为 | 
若 品 是 对 称 的 ， 则 英 系 矩阵 关于 主 对 角 线 对 称 ， 着 忆 是 丰 对 对 
和 的 ， 则 对 ix7， 荐 1 =1， 则 7, =0，。 

当 集 合 中 元 素 的 数 昌 较 大 上 时， 关系 的 图 解 表 示 和 咎 阵 表 洪 款 
变 得 不 大 方便 了 。 然 而 在 计算 机 工 表达 矩阵 却 不 网 难 ， 报 据 六 系 
和 矩阵， 不 难 确定 给 定 药 关系 是 否 是 自 反 的 或 对 称 的 ， 介 概 据 英 系 
咎 阵 确 定 给 定 的 关系 是 咨 是 可 传递 的 ， 就 不 那么 便当 ， 

集合 4 上 的 关系 7 的 传递 闭 包 有 和 如 下 人 性质 ， 

定理 2-* 设 p 是 集合 上 -的 一 个 美 系 ， 则 天 的 传递 闭 友 
是 可 传递 的 ， 且 2 被 包含 于 千 … 个 包含 虽 的 可 传递 关系 中 ， 

征明 ”首先 证 明 是 可 传递 的 ， 没有 aptb 和 pprc ， 刚 必 
存在 正 整数 六 和 K ， 使 得 ap 名 ，bp<e ， 由 于 关系 的 复合 是 可 结合 
欧 ， 因 此 有 cp:e， 守 基 有 aprc，RI 7 是 可 传递 的 。 

其 次 ， 设 5 是 A 上 任意 一 个 包含 Pp 的 可 传递 美 系 , 文 设 ap*b 
则 由 Pr 的 定义 ， 必 存 在 有 正 整数 ， 使 得 op， 因此 必 靖 元 素 
bb pb-iCA4A， 使 得 epbbipb:， bb -pb ， 由 于 P 守 5， 所 
有 pb ,Dpbw oD， 而 台 是 可 传 六 的 ， 因 此 有 有 apb， 册 
于 La,b) 是 pr 的 任 宣 元 素 ，、， 故 有 9* 和 p。 定 理 得 证 ， 

由 此 可 知 81 是 包含 的 最 小 可 传递 关系 。 类 位 地 ， 我 们 定 


a 后 全 * 
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义 关 系 户 的 站 所 闭 息 上 2) 为 关系 PUT 对称 闭 包 SP) 为 关东 
8 6。 可 区 证 明 ，r0 是 欠 言 已 的 最 小 寺 反 关系 ， 而 有 (5 证 和 
含 P 的 最 小 对 称 关系 。 轴 然 ， 包含? 的 最 小 可 传 北 县 自 太 网 闪 隶 
由 P+ Ud 给 出 ， 这 个 关系 称 为 Dp 的 自 反 情 递 闭 包 . 涌 常 i 六 7. 

在 王 曾 的 芯 小 节 里 ， 我 们 将 竖 介 绍 两 种 展 有 于 际 是 广 抽 于 
系 ， 一 种 是 自 友 ， 对 称 、 订 传递 的 关系 ， 称 流入 价 天 系 。 2 下 
是 自 反 、 开 对称 、 可 扶 递 的 关系 ， 称 为 傅 刻 党 夭 ， 相 从 头条 用 汪 
习题 中 由 读者 来 完成 对 它 划 讨论 ， 


$2.6 等 价 关 蕴 


定义 2-9 集合 入 上 的 关系 PP， 如 举 它 是 自 反 、 对 称 有 日 可 仿 
递 的 ， 则 称 P 为 A 上 的 租价 关系 也 就 是 说 ， 上 其 有 以 下 性 质 的 关 
系 P 称 为 等 价 关 系 。 

{1) 对 所 有 的 4EA， 有 有 apa， 

(2》 对 所 有 的 a,bA， 若 有 a2b， 则 有 hpai 

(3》 对 所 有 的 4b,cEA， 若 有 dpb 和 pe， 则 有 apc。 

最 熟悉 的 等 价 关 系 是 一 个 集合 的 9 元 素 之 问 的 相等 关系 。 及 区 | 
平面 几何 中 的 直线 之 间 的 平行 关系 、 沁 角形 的 直 似 美 系 、 太 给 定 
的 城 市 中 “ 住 在 同一 条 街 上 ”的 层 民 之 间 的 关系 等 珊 荐 夭 人 天 永 

”证 训 是 入 上 的 等 价 关 系 ， 菩 opb 成 立 ， 3 9 宗 价 上 电 
(在 Pp 下)。 如 果 a 等 价 于 b， 风 因为 Pp 是 对 称 的 ,于 等 稚 于 雯 . 
轨 此 ， 如 果 有 apb， 则 我 们 可 以 简单 地 说 4 和 8 是 全 从 【在 记 
下 > 。 | 

定义 2-10 设 Pp 是 亿 合 态 上 的 等 价 甘 系 ， 则 态 中 等 价 于 a 的 
全 体 元 宕 的 集合 称 为 a 所 生成 的 寺 价 类 ， 用 Lai 表示 ， 央 

[a] ,= {blbE A, apb}. 
当 和 集合 妃 . 上 仅 定 久 了 等 价 关 系 了 时 ， 则 常 将 109。 简 记 成 Ta]。 
=。 53， 


现在 我 们 来 看 看 由 4 中 元 素 所 生成 的 等 价 闫 的 一些 性 质 ， 

1。 对 于 任意 元 素 aEA， 有 apa， 玛 此 eE[ro]。， 即 4 中 每 
一 元 素 所 生成 的 等 价 类 非 空 。 | 

2。 若 opp， 则 [el, = [5]。 。 这 就 是 说 ， 彼此 等 价 的 元 素 属 
于 同一 个 等 价 类 。 这 是 因为 ， 若 xEro]。， 则 apx; 文 因 为 apb， 
由 疡 的 对 称 性 和 传递 性 有 bpx， 于 是 ， 有 *E[b]。， 因 此 [ooS 
[bj],。。 类 似 地 ， 也 有 [bo]。 三 [ao， 故 [a3,= [bj,。 

3。 车 ap'p， 则 [oD,fl[b], =.* 这 就 是 说 ， 和 被 王 不 等 价 的 
元 素 属 于 不 同 的 等 价 关 ， 和 而 且 这 些 等 愉 类 之 间 没 有 公共 元 素 。 这 
是 因为 ， 姐 昌 有 元 案 xE [al 站 [bs。 风 apx 且 bpx， 从 而 apb， 
这 与 概 设 opjb 相 注 盾 
由 等 价 奖 的 这 些 性 项， 我 人 可 得 到 下 面 的 定理 ， 
定理 1-6。 设 P 是 集合 入 上 的 等 价 关系 ， 则 等 价 类 的 集合 
{5aJslaE al 构成 4 的 一 个 分 划 。 

证 明 ”由 前 述 等 价 类 的 性 质 可 知 ， 对 任意 的 a€4，EoJ; 非 
罕 。 又 任意 两 个 符 价 类 7al, 和 5bl, ， 或 省 就 是 同一 个 等 价 类 ， 
或 者 ro Fb],= 9， 晋 下 只 要 证 表册 fal, = 4。 显然 ,出 [0], 
一 A。 对 任意 的 元 者 cE4， 有 ce rc] 而 ES ele 四 
?cE te, 从 而 和 所 .ar 鼓 有 ， Uy Cals = | 

,SA EN A fA 
定理 得 证 ， 

”定理 3-6 说明， 集合 4 上 任意 一 个 等 g 价 关系 p 定义 A 的 一 个 
分 划 ， 每 一 个 等 价 类 就 是 一 个 分 蓝 块 。 因 为 4 的 报 一 元 素 的 等 价 
类 《在 Pp 下 ) 是 唯一 的 ， 所 以 这 样 的 分 划 也 是 唯一 的 。 我 们 把 这 
种 由 等 价 关 系 # 的 等 价 类 庆 组 成 的 4 的 分 划 ， 称 为 4 上 由 所 导 
出 的 等 价 分 虽 ， 用 x# 表示 ， 


人 * 


岗 ! A=f0,1,2,3,4,5}) 上 的 关系 
P=, 0 ,17, (32), (3,3), (1 2), C1, 3), 
[和 
(84) (5, 5) }, 1} 
的 美 系 图 由 图 2-5 给 出 、 由 图 可 见 p 是 自 反 的 、 对 称 的 和 
可 传递 的， 因此 是 一 等 价 英 系 ， 它 在 办 上 所 导出 的 等 价 分 划 
T= Cl A} = 0), i412,3),14, 5}}, 《2 


2-5 移 1 的 工 系 疼 


给 印 等 价 洋 系 PC 加 0) 式 )， 根据 定理 2-6， 我 们 可 以 得 到 
等 给 分 器 TT 2) 或 1， 复 之， 甘 给 定 其 等 价 分 旭 xf ， 则 我 
们 根据 同 ~ -等 价 类 中 元 内 帮 呆 下 等 价 ， 不 澡 等 价 类 的 元 业者 互 不 
等 价 ， 可 将 凡 届 问 一 等 价 类 中 的 元 资 记 形成 的 所 有 证 能 的 对 偶 列 
出 ， 便 得 到 等 丛 茯 系 p. 国志 让 是 请 的 中 一 种 形 起 的 表示 方法 。 
巷 且 Ti 来 流 冰 等 价 基 到 户 。 通常 比 列 上 出生 全 部 对 但 的 办 法 来 得 
更 简洁 磊 了 ， “ ? 
对 于 任何 舍 台 益 ， 恒 等 波 系 L 和 普 避 关系 0 三 是 筹 价 关 
系 。 福 由 所 导 由 的 等 俐 奸 旭 中 ， 每 一 等 价 类 侈 团 一 个 元 壹 组 
成 ， 这 里 然 是 集合 名 的 5 最 顷 # 欧 分 别 。 在 由 UU: 折 导 让 的 等 府 


"SS 


分 刘 中 ， 只 有 巾 有 A 的 侈 部 元 素 组 成 的 一 个 等 价 类 ， 这 是 僻 合 轨 的 
“最 粗 ” 的 分 旭 ， 这 些 分 旭 有 时 被 称 沟 太 能 平凡 分 刘 ， 

定 活 2-11 上 设 P 是 集合 太 上 的 等 价 关 系 。， 则 等 价 类 的 集合 
{Laojs1aA; 称 为 有 4 关于 的 商 集 ,用 A/P 表示 . 47 的 基数 ( 勒 
4 在 6 下 的 不 司 等 价 类 的 个 数 ) 称 为 P 的 著 ， 

所 谓 集 合 太 关于 的 商 集 就 是 8 在 及 上 所 导出 的 等 价 分 划 。 

例 1 中 及 关于 P 的 商 集 A/P=1{50], [Li],[4]}， 

对 于 任何 整数 i 和 正 整 数 mw， 我 们 用 res, (i) 表示 用 mm 除 
所 得 的 余数 。 显 然 ， 对 于 给 定 的 工 和 严 ，teso(i 是 礁 一 确定 的 ， 
且 0<fegw( 划 去 和 《参见 83.8)。 对 于 任意 两 个 整数 世 和 已 ， 如 
果 res,(il) = Tresaki2)， 则 我 们 说 记得 i * 摸 m 相等 全 或 “机 市 
间 余 ”， 写 成 ， 记 圭 (mod my}y， 设 =0m+restir), i, = 可 :了 1 十 
Tes fi 。 则 res (ti) =i ~ Ym Tes, (i,) ci gm 因此 。 当 
且 仅 当主 一 Qi 本 = 站 一 名 可 ， 也 就 是 当 且 仅 当 六 一 天 = (9 ~9) 本 
时 ， 有 resntij) = Tes。(is)， 部 当 且 仅 当天 一 六 是 赤 的 整数 倍 时 ， 
让 二 (mod m), 

例 2 设 训 是 理 数 集 虐 上 的 关系 ， 定 尽 为 当 且 仅 当 证 三 所 
(mod 3 时, 有 iPi,( 即 Pp 是 * 模 3 同 余 ”关系 ), 因为 i-i,= 
0.3， 所 以 P 是 自 反 和 的。 六 因为 车 计 一世 =r3， 则 i 一 = 一 从: 
3， 所 以 是 对 称 和 的 最 后， 着 -i383 is-is=p3, 则 ti — 
= 9+)"3. 所 以 P 是 可 传递 的 ， 因此, P 
是 一 个 等 价 关 系 。5 在 1 上 的 所 有 等 价 类 构成 的 一 个 筹 价 分 划 

Ts = {0s [lo 22,}, 
故 工 甘于 p 的 商 集 
1/Pp= TEL0Joy [1]。， L231,}, 
其 中 [0]。= {rs ~ 6, —3, 0, 3, 6 0}8 
Eids= {es ~ 5 ~ 2, 1, 4 了 
[23= fo， 一 4 一 1 2 5， 8 


显然 ， 对 于 任意 下 整数 请 ，“ 模 刚 同 余 ” 关系 都 是 肇 数 尝 工 上 
的 等 价 关系 。 

由 定理 2-6 可 知 ， 集 4 上 每 一 等 价 关 系 定义 4 上 的 一 个 分 
划 。 反 之 ， 洁 给 定 集合 4 上 一 个 分 划 、 是 否 可 确定 4 上 -~- 等 价 关 
系 呢 ? 回答 是 青 定 的 。 

定理 2-7 设 T= {有 A:} ;是 集合 及 的 一 个 分 划 ， 则 存在 一 
个 A4 上 的 等 价 关系 p， 使 得 tT 是 A 上 由 p 导出 的 等 价 分 划 。 

证 明 定义 A 上 的 关系 P 为 当 且 仅 当 a 和 5 属于 的 同一 分 
划 于 4, 上 时 ， 有 app， 显然 ，p 是 一 个 等 价 关系 ， 且 每 一 等 价 类 就 
是 一 个 分 划 块 。 证 完 。 

由 定理 2-6 和 定理 2-7 可 知 , “分 划 ” 的 竹 念 和 “等 价 关 系 ” 
的 概念 ， 在 本质 上 是 想 同 的 ， 

人 鲍 3 设 集 人 台 A= {9,b,c,d}，, 太 的 一 分 划 A={{a,b},1{c}， 

{d}], 则 相应 的 等 价 关 系 2 = {(a,a), (bb (9,b), (b,0), (e,c), (d,d)}。 


$2.7 人 篇 谨 


定义 2-12 集合 A 上 的 一 个 关系 2p， 如 果 它 是 岗 反 、 反对 
称 和 可 侍 递 的 ， 妈 . 

《1)》 对 所 有 的 aE4， 有 apm 

(2) 对 所 有 的 2,8€5&， 洪 apb 且 ppa， 就 必 丰 4= 厂 ， 

《3) 对 所 有 的 0,5,cEA， 若 cpb 日 bpc， 就 必 有 apc。 | 
则 称 吕 是 4 上 的 一 个 傅 库 关系 ， 或 简称 为 仿 座 。 偏 序 通 常用 竺 号 
“<” 表 示 。 

显然 ， 一 个 偏 序 的 六 也 是 一 个 偏 库 。 通 党 用 符号 “ 关 ” 表 未 。 

下 面 给 出 仿 序 的 两 个 重要 的 特殊 情形 。 

定义 2-13 一 个 集合 A 上 的 偏 序 ， 若 对 于 所 有 的 2,bE4, 
有 5#sb 或 了 9， 则 称 它 为 脉 上 的 一 个 全 诬 。 


so 


定义 2-14 一 个 集合 4 上 的 偏 序 ， 若 对 于 4 的 每 一 个 韭 空 
子 集 SSE4， 在 8 中 存在 一 个 元 束 4 ( 称 为 & 的 最 小 元 壳 )， 使 得 
对 于 所 有 的 :和 8， 有 4. 迄 98， 则 称 它 为 4 上 的 一 个 良 序 。 

讽 1 定义 在 实数 集 RR 上 的 “小 于 或 等 于 ”关系 碌 ， 是 RR 上 
的 偏 序 关系 ， 实 际 上 ， 表 示 偏 序 的 符号 * 扎 ” 就 是 从 此 特例 中 价 
用 来 的 ， 以 表示 更 为 普遍 的 偏 序 关系 ， 

刁 1 中 的 关系 也 是 R 上 的 一 个 全 序 ， 倡 它 不 是 RR 上 的 良 序 ， 
例如 ， 开 区 间 (0,1) 是 及 的 子 集 ， 人 也 《0,1) 中 没有 最 小 元 案 。 

. 例 2 定义 在 正 整 数 集 YY 上 的 “小 于 或 等 于 ”关系 去 是 N 上 
的 偏 序 美 系 ， 也 是 N 于 的 爹 序 和 良 序 . 

例 3$ 定义 在 正 整数 集 N 上 的 整除 关系 ‘对 于 任意 Rn, EN， 
当 且 仅 当 存在 一 个 整数 内， 全 得 nm =n;, 则 称 wn 刺 除 8.” 记 
为 mm》 是 一 个 偏 序 ， 但 不 是 全 序 ， 也 订 是 良 序 。 因 为 ， 显 然 
对于 3,5EN， 既 没有 3:5， 也 没有 513， 所 以 不 是 全 序 。 由 此 可 
知 ， 对 于 NN 的 子 全 {8,5} 没有 最 小 元 素 ， 因 此 也 不 是 良 序 。 

容易 验证 ; 以 上 例 中 的 道 关 系 也 都 是 相应 集合 上 的 偏 序 关系 。 

实数 沫 R 上 的 小 于 关系 “之 ”和 大 于 关系 “>” 都 不 基 偏 序 
关系 ， 因 为 它们 都 不 是 自 反 的 。 

设 和 是 集合 4 上 的 禹 序 关 系 ， 对 于 任意 史 DE A， 如 果 有 0 到 
b 葡 b<<a， 则 元 过 4 和 上 b 称 为 是 可比 的 ， 可 则 称 a 和 ?是 不 可 比 
的 . 如 例 3 中 的 3 和 5 就 是 不 可 比 的。 然而 ， 对 于 集合 A 上 的 任 
一 全 序 ， 人 梨 合 & 中 任意 两 个 元 束 都 是 可 比 的 ， 

例 4 设 4={fa b,c}， 短 集 24 上 的 包含 关系 ， 即 当 且 仅 
当 Si 三 9 时 ， 有 3S08:， 显 然 是 自 反 ， 反 对 称 和 可 传递 的 。 因此 
是 2 上 的 一 个 偏 序 ， 但 由 于 {e} 和 {8,6}，{4,8} 和 {Yc} 等 是 
不 可 比 的 ， 故 它 不 是 全 序 ， 

由 定 尽 ， 一 个 集合 4 上 的 全 序 或 良 序 一 定 是 盆 序 ， 然 而 般 序 
码 不 一 : 定 是 全 序 或 由 序 ， 一 个 偏 序 若是 自序 ， 则 一 定 也 是 全 序 。 

+ BB+ 


这 是 国 为 对 于 集合 4 的 任何 子 集 ， 艾 如 说 {4,8}， 我 们 必定 有 a 
或 引 作 它 的 樟 小 元 索 。 然 而 一 个 全 订 却 不 一 定 是 良 序 ， 但 落 是 有 
限 集 上 的 全 上 应， 则 一 定 是 良 序 、 

全 序 的 一 -个 有 有 用 的 例子 是 词典 编辑 次 序 ， 

例 5 设 工 表示 一 字 坪 集 (比如 26 个 英文 字母 )， 在 其 上 定 
及 了 -- 个 全 序 甩 《如 通常 的 字母 须 序 ，A 志 BC 二 Dw 所 2)， 上 上 
政 示 由 工 中 的 元 豆 构 成 的 全 部 启 的 集合 , 则 可 如 下 定义 于 上 的 关 
系 品 ， 对 于 工 中 的 主意 两 个 元 素 后 tao 加 和 ipsee 其 中 去 
k 《其 果 请 二 K 不 或 峡 ， 可 严 换 这 两 个 词 以 便 使 得 # 乏 和， 如果 下 
述 条 什 中 的 酝 何 -个 成 并 

C1) HU Ho= Dy 

(2) ;v1 有 在 工 中 由 .和 V1 

3》 对 汪 茶 正 整 数 + (ef 了 ， 有 人 出 Dl 二 DW = 
gr 科大 
册 (a) PO), 

如 朵 人 这些 条 件 下 没有 任何 一 个 满足 ， 则 

COO) 站 《让 

可 以 赴 明 ，P 二 工 上 的 -- 个 全 序 ， 

在 英 竺 记 纳 中 ， 词 出 更 的 顺序 就 是 词典 偏 序 的 一 个 区 悉 的 傅 
子 。 例 好 


compuwic PP computer (由 条 件 (1))， 

eleven Pp relation (条 性 (2))， 

compwtte Pp comrade {由 条 性 (3))， 

get p E09 (由 最 后 的 规则 )， 

上 述 词 桌 纲 和 缉 次 序 还 可 推广 到 一 般 。 设 笃 是 集合 态 上 的 全 

序 ， 并进 集合 久 = 4D 让 AU UA” Cn 为 某 一 下 整数 )， 有 好 
臣 是 出 长 度 小 全 或 等 于 的 元 次 串 所 组 成 。 于 是 ， 可 以 按照 全 5 
给 出 的 三 个 条 件 ， 定 闵 苹 中 的 全 序 关系 2 ， 
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无 疑 可 以 用 前 画 讨 论 过 的 关系 图 来 表示 有 限 集 4 上 的 偏 序 关 
系 。 然 而 通常 是 使 用 更 为 简便 的 次 序 图 (或 称 Hasse 图 ) 来 表示 
它 。 这 种 图 有 #4 个 结 点 ,每 一 个 结 点 代表 4 的 一 个 元 未 ， 并 画作 
一 个 带 有 元 于 标号 的 小 区 鸭 、 若 结 点 e 尖 有 目 ae<b， 则 结 点 a 出 
现在 结 点 b 的 下 面 、 边 间接 这 样 的 两 个 结 点 4 和 b，a 直 b, os<b 
且 不 存在 任何 其 它 交 ce， 使 得 a<e<sb (对 此 情形 有 时 称 元 素 b 
复 盖 4)。 医 此 在 次序 图 中 ， 当 是 仅 当 a= 或 着 从 b 经 由 一 条 下 
降 的 路 可 以 到 达 a 时 ， 有 a<b 成 立 , 这样, 所 有 的 边 的 方向 都 是 
自 下 朝 上 ， 故 可 略 去 边 上 的 全 部 箭头 表示 ， 

机 5 T= {2,3,4,6,8,12,36; 803 上 的 整除 关系 | 是 一 个 偏 
序 ， 图 2-6 给 出 了 该 篇 序 的 次 序 图 ， 

例 7 定义 在 全 集合 辟 的 震 集 上 的 包 售 关 系 和 是 - .个 企 序 。 
. 设 = {a, b, cj， 则 该 偏 序 的 次 序 图 由 图 2-7 给 出 。 

例 8 设 A=1i1, 2, 3; 4}， 甩 足 “ 小 于 或 等 于 ”关系 ， 则 
去 是 集合 4 上 的 一 个 全 序 。 苹 次 序 图 由 图 2-8 给 出 ， 

启 然 ， 全 序 的 次 序 图 仅 击 一 -条 竖 直 边 上 结 点 的 序 到 组 成 。 
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1 车 4={10,1.、 B= {1,2},， 确定 集合 
《1》 Ax {1}x Bs (2) A?x By (3) (Bx A)*. 
2。 在 通常 的 具有 总 加 和 了 轴 的 和 东 卡 尔 仆 标 系 中 ， 若 有 
X= 人 |XER， 一 3SX<2 
Y= {ylyER， 一 3 ?0 
试 结 出 筒 卡 尔 积 久 xY 了 的 几何 解释 。 
3。 对 任何 集合 各 .正和 C， 证 明 : 
(I) Ax ttBUC = (AXBDUrAxO):s 
(2) Ax BNC = (AXBINCAXC), 
4。 设 六 ,月 和 人 是 任意 三 个 集合 ， 证 有 明 ; 
(CANB) x (CND= (AXO NBXD), 
5§， 对 下 列 每 种 情形 ; 列 出 由 及 到 B 的 关系 PD 的 元 束 ， 确 定 p 的 
定义 域 和 人 秆 域 ， 构 造 P 的 关东 起 阵 ; 
(C1) A={0,1,2}, B={0,2,4}, p= {ta,b) lob E ANB}; 
{2) A={1,2,3,4,5}, B={1,2,3}. P={(0,D 1]a=b:}; 
(3) A=21, B=20 -20 p={(,b)|a-b=$}. 
6。 设 入 ={1ls2s3s4，516}。， 对 下 列 每 一 种 情形 ， 构 造 和 上 的 
美 系 有 的 类 承 图 ， 并 确定 户 竟 定义 域 和 值 域 ， 
{1) P= {0 Di=i};, 
(2) P= {ti, 站 11 整 从 站， 
(3) P={(i, 门 } ?是 了 的 倍数 }， 
(4) p= {i ii>7}, 
C5) P= {0, DD| icj}s 
6) p= {DIiEi, UU<I0 
C7) P={C DI -DI EA; 
C8) p=1(i, 门 ] i/i 证 素数 ) 


二 和 TT 由 


7。 下 站 =T1 2)，(2 4 (3 3 和 Pi = {(] ,31 {2,4), (4,2)}, 
斌 求 出 提 UPa， Pi 站 Pa， 也 op， 了 ps， 了 Dipupm。，Ro，Ro 和 Ripinpy)s 
并 证 明 ， 

Dinupsy = Dpyl) Do Rinnea Ro (Reo, 

8，。 上 和 和 :是 分 别 具 有 基数 有 入 的 有 限 集 , 试问 有 多 少 个 
由 4 到 如, 的 不 同 关 条 ? 

9。， 指 出 集合 及 = {aaz… ao 上 的 普遍 关系 和 恒 等 关 系 的 关 
系 关 阵 和 和 关系 四 的 煌 征 . 

10。 下 列 是 集合 由 =10 1 2.31 上 的 关系 ， 

Pi = Tb 门 | 了 = 1 或 了 = i/2}s 
py Dii=j+2}, 
这 确 富 3 下 的 复合 基 
(1) Piep,s 机 Pop 3) ppp C0 pi, 
11。. 设 PisPasDs 古 符合 六 上 的 关系 。 试 证 明 如 果 户 刁 ,， 别 有 
(13) 有 Di C2) PaeplicPaops (3) PEP,. 
12. 给 定 P. = .0.1)，(1,2)，(3,4)}，, 
p101 ,8), 《1 47。(3，37 
求 一 侍 基 数 最 小 的 关系 ， 使 满足 如 的 条 件 。 一 般 地 说 。 苦 给 定 让， 
和 Pu， Ps 能 被 叭 一 地 确定 吗 ? 基数 最 小 的 P, 能 被 唯一 地 确定 
吗 ?? 
13。 给 定 全 人 台 上，A，4s， 设 癌 是 自 册 到 As 的 关系 pa 和 
Ps 是 由 As 到 上 :的 关系 ， 斌 证 明 ， 
(1 Pe (ps Pa) = CP Pe) U tp ps)s 
(2) pr (Ps NN PA) EE (Pop) CR Pa). 
14. 络 定 P={Ci 间 | ij7EI， 7 一 i=1}, 0" 是 什么 ? 
15。 对 第 10 题 中 的 关系 ， 构 造 美 系 拒 阵 ， 
(1) Mop,s (2) Mop,s (3) Mop,g 
(dy) Mo C5) Mop,pnp,s (8) Mp: 。 
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16。 设 Pl 是 由 和 站 到 且 的 美 系 。 Ps 是 由 BB 到 CC 的 关系 。 试 证 明 
六 Ps = Poe. 
17。 (1) 设 Pl 和 是 四 和 应 到 日 的 关系 问世 Ps = 六 山 P 成 主 
吗 ? 
《2) 设 D 是 集合 站 上 的 关系 ， 如 果 记 是 自 版 的 ， 则 疡 一 完 
是 自 反 的 吗 ? 如 时 户 是 对 称 的 ， 则 疡 一 定 是 对 称 的 吗 ? 
如 黑 记 是 可 和 传递 的 ， 则 上 一 定 是 可 竺 着 前 吗 ? 
18, 图 2-9 给 出 了 集合 {1,2,3,4s5;6} 上 前 美 系 记 的 甘 系 图 , 试 
画 出 美 氏 D5 和 Dr 的 图 ， 共 利用 关系 图 求 踢 关系 所 的 传递 闭 喜 ， 


图 2-9 


19。 试 证明: 若是 基数 为 有 的 集合 态 上 的 一 个 关系 ， | 
传递 闭 包 为 or= Up 
20. 下列 关系 中 哪 一 个 是 自 反 的 、 对 称 的 或 可 传递 的 ? 
《1) 当 且 仅 当 | 一 记 | 所 10 (EN) 时 ， 有 pi,; 
(2) 当 且 仅 共 WW 疡 8 蕊 Ny) 时， 有 WD,， 
(3) 当 且 仅 归 于 | [TyE 民 时 ， 有 riPr，,. 
21, 设 P 和 Ps 是 集合 及 上 的 任意 两 个 关系 , 刊 断 下 列 命题 是 否 
正确 ， 并 说 明理 由 。 
(I) 若 PI 和 Ps 是 自 上 反 的 ， 则 Prps 也 是 自 反 的 。 
(2) 若 Pi 和 Ps 是 非 自 反 的 ， 则 Pi"Ps 也 是 非 自 反 的 。 
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(3) 车 Pi 和 是 对 称 的 ， 则 PP 上册 是 对 称 的 。 
(4 车 让 和 和 pP, 是 反对 称 的 ， 划 DD, 也 ,是 反对 称 的 ， 
(5) 车 Pi 和 所 是 可 传递 的 ， 则 Pi*ps 也是 可 导 递 的 。 
22。 试 证 明 ， 若 关系 PP 是 对 称 的 、 则 2 (对 尾 何 整数 下 守 1) 也 
是 对 称 的 。 
23。 已 维 4= {1,2,3,4} 和 定义 在 和 册 上 的 关系 六 = 【人 (127 (4， 
3 (2,2)，(2137，(3，1)}。 证 明 襄 不 是 可 和 传送 的 。 求 出 一 个 关系 
站 二 P, 乙 得 D1 是 可 传 北 的 。 你 能 玫 出 另 一 个 英 系 P, 二 P 也 是 可 和 传 
递 的 吗 ? 
24. 图 2-10 表示 在 {1,2，3} 上 的 12 个 关系 的 关系 图 。 试 对 每 
一 个 这 样 的 图 ， 确 定 其 表示 的 美 录 是 自 反 的 还 是 非 自 反 的 : 是 对 
称 ， 非 对 称 还 是 反对 称 的 ;是 可 情 递 的 还 是 不 可 忧 递 的 ， 
25。 图 2-11 络 出 了 {1,2。31 上 两 个 关系 的 关系 图 。 这 些 关系 是 
等 价 的 吗 ? 


图 -11 


站 Bs 


26, 在 N 上 的 关系 问 定 义 为 汝 县 公 当下 Am 可 以 用 形式 2 表示 

时 ， 交 疡 Pi 这 里 更 是 任意 晨 数 
(1) 证 明了 是 等 价 关 系 ， (2) 找 出 户 的 航 有 等 从 和 。 

27, 有 人 人 说， 集合 入 上 的 关系 P,， 如 果 是 对 称 的 且 可 传递 的 , 则 
乞 也 是 自 反 的 ， 其 理由 是 ， 从 aipai， 因 对 称 性 得 Bipai ， 再 由 可 
传递 性 便 得 aipai 。 你 的 意见 如 何 ? 

28, 证 有 集会 和 和 各 上 的 关系 认 对 于 所 有 的 0、Qj,Q4 蕊 六, 若 
由 ipa 和 8pas 可 推 得 hpaiy， 副 称 关 系 户 是 箱 环 的 。 旋 证 明 当 且 
仅 当 站 是 等 挫 关 革 时， 是 自 反 且 福 环 的 。 

29。 设 户 和 各 是 由 上 的 革 价 关系 ， 斌 证 明 :。， 当 且 会 当 mB 中 的 
查 一 等 价 类 都 包含 于 xz 山 的 某 一 等 价 类 中 时 ， 有 让 三 Po 

30。 已 知 pi 和 六 是 集合 身上 分 别 有 狂 户 和 六 的 等 价 关系 , 斌 证 
明 PI 人 Pa 也 是 各 上 的 等 价 关 系 ， 它 的 悉 至 多 为 mirie 再 证 明 PiUps 
不 一 定 是 各 上 的 等 价 关 系 。 

31。 设 六 是 集合 各 上 的 一 个 关系 ,Pa = T(a 下 | 存在 c 使 (ayCc) 
EP 且 (cyDb) Ep} 证明 藻 站 是 一 个 稳 价 美 系 ， 则 Ps 直 是 一 个 
等 价 关系 。 

32。 设 吕 是 集合 和 上 的 一 小 等 价 关 系 ， 而 《向 1 后 是 风 
的 子 全 的 集合 ， 当 1 时， 人 ,宇和 |， 且 使 得 当 且 仅 当 上 和 在 同 
一 个 子 集中 时 ， 有 有 ap， 证明 {下 1 Az; 下 sj} 是 下 的 一 个 分 划 。 

33。 对 于 下 列 集 合 中 的 “整除 ”关系 ， 画 出 大 序 图 。 

(1) {I, 2, 3，4，6，8，12，24} 
(2》 {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}, 

34。 对 于 下 列 全 合 ， 画 出 偏 斌 关系 4 整除 ?的 次序 图 ， 并 指出 
哪些 是 全 序 。 

(1} {2,6,24) (27》 {3,5,15}s 
(9) {1,2,3,6;12}: (4) (24 38716)}9 
(5) {£3,927,54}. 


由 冲 了 BB 


35。 扣 果 户 是 集合 4 中 的 偏 序 关系 ， 且 玉 三 4， 试 证 明 ，Pn 
(Bx B) 是 B 上 的 偏 订 六 
关系 。 

36。 给 出 一 个 集合 
由 的 例子， 使 得 包含 
美 系 三 是 帘 集 24 上 的 
一 个 全 序 。 

37。 给 出 一 个 半 
系 ， 使 它 奢 是 某 一 某 
合 上 的 妨 斌 凌 系 又 是 
车 价 关 系 。 

3g。 图 2- 4142 表 示 
T12。3，4} 上 的 四 个 
偏 序 的 关系 图 。 通 出 
每 一 个 的 次 序 图 ， 并 (3 KO 
指出 其 中 哪些 是 全 
序 ， 哪 些 是 民 序 。 “ot ta) 

39, 一 个 集合 上 前 图 2-12 
自 反 和 对 称 的 美 系 标 为 相 容 关系 。 

(1) 误 丰 是 人 的 集合 ， P 是 A 上 的 关系 , 定义 为 当 且 慨 当 喇 
是 的 朋 发 时， 有 0pb。 证明 是 态 上 的 相 容 关系 。 
(2) 设 D 是 正 整 数 集 N 上 的 关系 , 当 且 仅 当 两 个 正 整 数 #i 和 

性 2 中 有 柏 同 的 数字 时 ， WP 证明 P 是 一 个 相 容 关系 。 
(37 再 举 出 一 个 相 容 关系 的 例子 。 
(4 设 呈 和 内 是 各 上 的 两 个 相 容 关系 PI 门 Ps 是 相 容 关 基 
吗 ? PUPs 是 相 容 鞠 系 吗 ? 

40。, 设 冯 是 一 个 集 含 ， 上 各 的 一 个 亲 盖 是 所 的 一 个 非 空子 业 的 全 

合 {AAse 它 使 得 U Ai=A， 


站 了 


(1) 给 册 一 种 由 入 的 一 个 埠 关 定义 太 上 的 一 个 相 容 关系 的 

(2) S= 1{q,,92; 04}, {Qs 039 05}, {aaycsyasl} 是 集合 凡 = 
{965,035,0405)} 上 的 一 个 稚 盖 . 斌 定义 直上 的 一 个 机 
容 关 条 。 

41。 设 有 集合 妨 ,P 是 妨 上 的 相 容 美 了 系 ，, 如 果 认 | 守 有 A, 并 且 满 足 * 
ta) 如 ; 中 桩 一 元 素 a 与 A, 中 所 有 的 元 素 都 有 相 容 关 录 由 
tb》 及 -A 中温 有 能 与 Ai 中 所 有 元 素 部 有 相 容 关 系 P 的 

元 索 ， 
别称 子 集 4; 为 晶 大 相 容 类 。 
(1》 图 2-13 和 图 2-14 分 别 给 出 了 集合 态 = {1,2,3,4,5,6} 
上 的 得 容 关 系 所 和 pl 的 关系 图 的 莘 图 【图 定 省 吐 了 由 
考 一 结 点 引出 的 单 边 环 ， 并 将 两 结 点 间 方 向 相反 的 两 
亲 这 用 一 条 无 向 边 代 耕 ), 试 由 这 些 图 确定 其 相应 的 所 
有 最 大 相 容 类 。 
(2) 武 给 出 由 相 容 英 系 的 关系 图 求 其 最 大 相 容 类 的 一 般 方 


(3) -tw 和 何 由 集合 态 上 定义 的 一 个 相 容 关系 PP 来 定义 六 前 一 


个 种 盖 ? 


要 和 


第 三 章 函数 


这 -一 竟 我 们 介绍 函数 的 概念 。 国 数 是 一 种 等 殊 的 关系 。 在 引 
人 一 般 的 通 数 概念 之 后 ， 进 一 步 研究 三 种 煌 殊 的 函数 ， 内 射 、 满 
射 和 避 射 。 类 似 于 美 系 ， 定 闵 复 仿 函数 、 恒 等 浮 数 和 逆 活 数 。 在 
整个 计算 机 科学 的 理论 研究 中 ， 数 学 归纳 容 是 一 种 极为 重要 的 方 
其 ， 因此 本 之 介绍 了 数学 妆 纳 凌 。 在 这 一 章 的 未 氏 : 我 们 还 讨论 
了 整数 的 一 监 最 基本 的 性 岳 。 因 为 这 些 性 质 对 于 研究 计算 机 内 的 
数字 袁 示 和 个 术 运 算 有 系 芝 的 普 久 ， 人 而 且 它 梓 与 数字 了 桑 统 中 的 误 
差 失 测 和 校正 也 显 有 闫 的 ， 

与 集合 和 关系 的 概念 一 样 ， 国 数 的 概念 对 于 计算 机 科学 工作 
者 来 说 了 节 是 必 示 要 少 的 。 它 直 找 应 用 于 诸如 开关 理论 、 息 动机 理 
论 和 可 计算 性 等 领域 中 ， 


$33.1 了 画 数 


上 --: 章 起 们 茧 详细 讨论 了 定 必 在 两 仿 集合 上 的 二 元 关系 。 我 
们 知道， 关系 是 -个 意 驻 相当 广 还 的 概念 ， 它 没有 对 两 个 集合 的 
元 素 作 任何 特殊 的 限制 ， 而 只 要 是 笛 卡 尔 积 A XB 的 子 集 、 便 可 
形成 一 由 和 到 好 的 关系 。 

定 兴 3-1 没有 和 集合 A4、B, 是 一 由 丰 到 8B 的 关系 ， 加 果 对 
于 每 个 a€ 4， 存在 唯一 的 bE8 使 得 ajb， 则 称 关 系 了 是 出 丸 到 
昌 的 一 个 沙 数 ， 记 为 1 A 8. 

显然 ，f 卫 的 定义 域 Dj= 4， 了 的 值 域 Rj 三 B。 我 们 称 BB 为 
的 值 域名 。 若 afb5， 则 称 b 为 4 移 捕 ， 用 ft4) 表示 ， 而 称 a 为 上 


” 69 二 


的 象 源 ， 也 称 a 为 自 变 量 ， 对 应 的 扎 称 为 疯 数 了 在 上 处 的 值 . 通 
过 了 和 有 中 元 隶 相 对 忘 的 8 中 的 所 有 元 妆 的 集合 是 了 的 信 域 Ri， 
前 常用 (4) 天 示 (做 志 医 3-1)， 即 

A) = bibEB， 在 在 4EA， 村 得 0) = 中。 


A=DI 


如 困 罗 本 身 是 一 个 向 卡尔 积 A = A XxXAiX XxA,， 那么 入 
中 元 寒 在 函数 了 作用 下 的 象 1((a1,0,; ,14.)) 通 常 就 简写 成 fa， 
yy sy 如) 

函数 也 叫 “ 映 射 ” 或 “变换 ”， 总 之 是 将 一 个 个 体 变 成 另 一 个 
个 体 的 意思 。 如 果 集 合 丸 和 和 集合 8 都 是 通常 的 数 集 ， 不 难看 出 ， 
上 面 定 尺 的 由 4 到 吾 的 函数 就 是 迁 常 我 们 所 说 的 函数 。 因 此 我 们 
这 里 所 定义 的 函 数 是 通常 函数 概念 的 推广 。 

图 3-2 给 出 了 一 些 函 数 的 图 示 。 由 图 可 着 出 ， 人 允许 在 集合 太 
中 有 多 个 元 束 共 有 一 个 相同 的 水 数值 . 例如 ,对 于 冰 数 了, fa) 
=fa(as = 。 也 人 多 许 和 集合 互 中 有 的 元 素 在 4 中 没有 象 源 ， 例如， 
对 于 户 来 席 ，p EB 在 妨 中 无 象 源 , 

例 1 设 A={a,b,c,d}, B= {2,5,7,9,3}, 

f={{0,2), (b,7), {ce,9), (ad,9)}, 

册子 是 一 下 A 到 了 的 靖 数 。Dr= 4,Rr= 12,7,9})。 190) = 2, f(b) 
=7, fc) = 1(0) = 9。 


* TD* 


例 2 设 A=I。B=N， 
f={(i, 12 t+ 1)|iET} 或 1 (i) 
= |2ii 1CiEDD， 则 了 十 一 
由 整数 集 工 到 正 整数 集 的 函 
数 。 其 值 域 是 全 部 正 奇数 的 集 


合 。 


例 3 设 :4 == R。 叉 设 
1={(a,0°) 1aER}, 8 = {ta:,a) 
1a€R}. 

显然 ， 了 是 从 FR 到 R 的 函 
数 ， 人 得 不 是 一 个 函数 ， 因 为 
象 的 存在 性 和 唯一 性 条 件 都 不 
能 潢 足 。 例 如 ， 序 偶 (4,2) 和 
(4, 一 2) 都 属于 #8。 又 如 ， 一 4 
ER 在 RR 中 无 象 ， 
| 定义 3-2 设 有 函数 二 
A=B 和 gg C-*D, 如 困 太 =CC 
和 和 B= 加， 并 且 对 所 有 和 的 CEA 
(或 4EC) 都 有 fay = glo), 则 
称 画 数 了 和 8 是 相 笨 的 ， 记 为 
了 = 5。 

- 定义 -3 设 有 防 数 了 

图 3-2 函数 的 示意 图 A=B 和 g; A~>B, 如 困 有 太守 和 太 ， 

且 对 于 所 有 的 4 六 , 有 g(0) = 
fay， 则 称 睛 是 在 4 上 的 眼 制 ， 并 称 了 是 & 在 4 上 的 扩充 。 

让 定义， 显然 有 g=jN (AXxB). 

例 4 函数 8 ZN， 定义 为 8 一 各 二 1 就 是 例 2 中 永 数 
fs I—>N 在 非 负 实数 集 上 的 上 限制， 


Fl» 


全 5 函数 请 民 一 R， 定 尺 为 天 (@ = 加 (Ro 表示 非 负 实数 
集 》， 就 是 例 3 中 的 函数 了 ，R->R 在 非 位 实数 集 RR, 上 的 限制 ， 
函数 的 根 制 和 扩充 是 经 常见 到 的 概念 。 谈 注意 的 是 ， 一 个 函 
数 与 它 的 隐 制 或 扩充 是 不 相同 的 函数 ， 它 们 往往 还 具有 完全 不 同 
的 性 质 , 
我 们 知道 , 4x 靖 的 每 一 个 子 集 都 是 由 4 到 日 的 一 个 关系 , 但 
这 些 子 集 并 不 都 是 由 有 到 B 的 东 数 ， 其 中 只 有 一 部 分 子 集 可 以 用 
来 定义 由 和 4 到 8B 的 函数 。 我 们 用 B* 表示 这 些 隙 数 的 集合 ， 亦 凤 
号 4 = {fA—B}., 
当 轨 和 8 都 是 有 限 集 时 ， 为 了 确定 从 A&A 到 8 的 水 数 的 个 数 ， 
我 们 假设 #4= 克 ， 知 =， 因为 任 一 函数 了 是 由 各 的 尾 个 元 素 上 上 
的 取 值 所 唯一 地 确定 ， 而 对 于 4 中 的 任 一 元 素 4 ， 了 在 4 处 的 取 
值 孝 有 n 种 可 能 ， 因 此 由 4 到 8B 的 不 同 活 数 共 有 nner*h= 区 
个 ， 亦 即 间 (B4) = 《4 = 
例 6 设 A= {0b},， B= (01}， 
AXB={(0,0), Ca,1), Cb,0), 0b,1)}. 
上 x 有 有 到 个 不 同 的 子 集 ， 基 中 只 有 2? 个 子 系 定 祥 由 和 4 到 吾 的 函 
数 ， 它 们 是 ， 
f= fa:0)，(bs071 fs = {C0,1), Cb,0)}; 
j= {ta,0), 《by 1? f= {Cas1), (b,1)}, 
下 面 介绍 三 种 特殊 的 函数 。 
定义 3-4 设 了 是 一 个 由 4 到 日 的 函数 。 
《127 若 当 a 二 了 早 ， 有 了 a) 志 jCa)) {也 就 是 当 fla;) = jia) 
时 ， 有 a;=a))， 则 称 了 为 由 丰 到 台 的 内 射 ， 
(2》 车 f(6) =838， 则 称 f 为 由 A 到 B 的 满 身 ， 
(3) 若 了 婚 是 内 射 又 是 满 射 ， 则 称 了 为 由 4 到 了 的 双亲 
由 定 人 六 ， 记 请 内 射 就 是 集合 及 中 不 同 的 元 素 在 8 中 有 未 同 的 
和 


象 ， 或 者 说 B 中 的 元 素 如 苗 有 象 源 ， 则 只 有 堆 … 的 象 源 。 因 二 ， 
内 射 使 得 集合 A 的 元 素 与 了 的 值 域 只 的 元 素 之 间 一 一 对 应 。 十 
谓 误 射 ， 即 日 中 每 一 个 元 素 邦 是 4 中 至 少 一 个 元 素 的 象 。 若 了 是 
双 射 ， 则 不 仪 及 记 每 一 个 元 上 杰 在 B 中 有 唯一 的 象 ， 而 且 B 中 每 一 
个 元 素 在 4 中 有 难 一 的 象 源 ， 因 此 了 必 使 得 集合 4 与 集合 日 的 元 
未 疗 一 一 对 应 ， 显 然 ， 如 果 上 4 和 了 都 是 有 限 集 ， 那 么 只 有 当 4 中 
的 元 素 个 数 少 于 或 等 于 于 中 的 元 喜 个 数 ， 即 #4 扫 要 上 时， 万 A 一 B 
才 有 可 能 是 内 射 ; 只 有 当 #4 访 要 时 ，f; 4 一 吾 才 有 可 能 是 满 射 
只有 +#4 = 招 上 时 ，f A 一 B 才 有 可 能 是 双 埋 。 

在 图 3-2 所 给 出 的 函数 中 ， 六 是 内 射 但 不 是 满 射 ， 丸 是 满 射 
但 不 是 内 射 f, 奴 不 是 满 射 世 不 是 内 射 : fs 既是 满 射 又 是 内 射 ， 
因而 是 双 射 。 

例 7 了 7 函数 # Zz 一 Z, 这 里 1(z) = 27x, 就 是 一 个 由 非 负 整数 集 
自身 的 内 射 ， 但 它 示 是 满 射 ， 

全 8 函数 1 TI- 一 Ze， 这 里 j(i) = ress li， 是 一 个 由 整数 集 
到 集 {0; 1，2，3，41 的 满 射 ， 但 不 是 内 射 。 

例 9 函数 六 20->20， 这 里 TS) = 5'。 是 一 个 由 局 的 暴 集 
到 自身 的 双 射 。 

现在 我 们 再 回 过 头 去 看 看 例 3 中 的 了 ; 及 -> 及 和 了 在 非 负 实数 
集 及 。 上 的 限制 邮 《 苑 例 5)。， 显然， 函数 了 愤 不 是 内 射 又 林 是 满 
射 ， 但 殊 是 内 射 ， 

例 10 设 集 合 4= {is Gasy wy 人 sy 8= 《0 1， 对 于 4 的 任 一 
子 集 5， 我 们 将 它 对 应 如 下 的 有 序 # 元 组 和 (5) = (Bipayb,)， 
其 中 


显然 ， 了 是 一 个 由 4 的 需 集 24 芭 储 合 吾 " 的 函数 ， 而 及 可 多 
证 明了 起 由 2" 到 8" 的 冰 身 。 


了 


首先 ， 对 于 集合 a" 中 人 尾 一 有 序 Hn 元 组 (Pass 全 
S= {ga EA,b;=1}, 
则 有 5S 刁 A 且 05) = (bbiynr,b,)、 这 说 有 明了 是 由 24 到 BB" 的 三 
射 。 
其 次 , 对 于 B" 中 任 一 有 序 # 元 组 作 (by,*;b,), 按 上 述 方 凌 
已 知 它 有 象 源 8。 现 假设 它 还 有 一 象 源 $E24, 划拨) = (b,, bay 
"sb,)s 则 | 


a; ESE3b, = 1 > EE], 

这 就 意味 着 S=， 码 此 B" 中 任 一 元 案 只 有 一 个 象 源 ， 于 是 证 月 
了 了 是 由 24 到 B" 的 双 射 . 

因为 了 是 由 24 到 8B" 的 双 射 ， 所 以 集合 24 中 元 素 个 数 必 等 
于 虞 合 B" 中 苑 宗 个 数 ， 而 上 #(B') = 人间 B) = 3， 南瓜 234) = 2". 这 
就 再 一 次 地 证 明了 7 个 元 索 的 集合 一 共有 2” 个 手 集 。 

事实 上 ， 上 例 中 集 台 BF 中 的 所 有 有 序 于 元 组 就 是 红 .3 中 用 
来 表示 集合 4 的 各 子 集 的 二 进 制 形式 的 下 标 。 正 因为 2 与 B "的 
元 素 是 一 一 对 应 的 ， 因此 我 们 可 用 红 .3 中 所 介绍 的 表示 方 法 来 
方便 地 表示 集合 为 的 各 子 集 ， 

集合 A 上 的 醒 等 关系 = 【(4, 人 D1aEA} 显 然 是 一 个 由 妨 到 办 
的 双 射 ， 对 于 每 一 个 元 素 sE4， 其 象 就 是 元 素 a 自身 . 我 们 称 
4 为 集合 A 上 的 恒 等 函 数 。 


8$3。2 图 数 的 复合 


定义 3-5 没有 函数 六 A 一 B, g; B->C, 则 了 和 g 的 复合 计数 
是 一 个 由 入 到 C 的 函数 , 记 为 g:f( 或 简 记 成 gf) .对 于 任 一 a€ 4， 
有 (ge 站 (q) =g{fla))。 即 如 果 bEB 是 a€ A 在 1 作用 下 的 象 , 且 
cEC 是 b 在 g 作用 下 的 象 ， 那 么 c 就 是 e 在 时 作用 下 的 龟 。 


A 


1 福 ]“<e>” 表 示 该 记号 珊 端 的 条 性 是 等 偷 和 的 ， 央 后 相间 . 
人 了 


定义 3-5 是 定义 2-5 对 于 阔 数 这 一 特殊 关系 的 男 一 种 叙述 形 
承 . 实际 上 ， 这 里 定 兴 站 复合 图 数 gf A 一 C 也 就 是 定 必 2-5 中 
所 说 的 由 4 到 吕 的 复合 关系 所 gg。 需 注 总 的 是 ， 当 复 合 基 系 是 一 
个 复合 函数 时 ， 理 共 表 未 记号 中 晤 例 了 了 和 8# 的 位 置 而 写成 纺 方 
为 的 是 与 通常 意 必 下 复 人 台 函 数 的 表示 方 蔡 一 至 

图 3-3 给 出 了 复 人 台 裔 普 旨 了 的 图 未， 


在 上 述 复合 函数 的 定义 中 ， 要 求 了 的 值 域 包 与 上 的 定义 城 相 
和 等、 实际 上 ， 对 此 条 御 可 以 放宽， 只 要 求 了 的 值 域 REDo， 眼 
落 有 函数 卢 A 一 B, g: C= 加 ， 有 Rj 后 C， 则 向 样 可 以 定 浆 一 个 由 
站 到 卫 的 复合 立 数 grf。 但 车 展 /等 C， 则 g*j 就 没有 音义 了 ， 因 
此 在 定义 3-5 的 条 件 下 , 虽然 8g:] 有 意义 ; 但 fg 不 一 定 有 意义 。 
即使 8* 与 fg 都 有 意义 ， 二 者 也 不 一 定 相 等 。 
例 1 设 A={1,2,3},， B= {a,b}, C= {e;1), 
js A—>B, f={(1,0), (2,0), (3,b)}, 
gs: BC, g= (C06e), tb,e)}, 


=- 5 


区 gf= {C1 (2,e), (3,6)} 
是 一 由 4 到 心 的 消 数 ， 
乌 2 设 且 函数 1;24->2, 其 中 4 是 一 有 限 集 合 , 有 1(S) = 和。 
函数 8; ZR，8(2Z) = -和 ， 则 复合 欧 数 ef: 24>R 对 于 
任意 的 SA， 行 
(pf) (5S) = 区 (FIS)) = g(t8) = 
例 3 设 A= 们 ,2,3}， 团 数 
fj. A—>=A, f= {(1,2), (2,3}, (3,1)}, 
Bg: A-*A, FE=1C1,2), (2,1), (3,3)}, 


#5 ~5 
也 办 


则 复合 函数 
gf= {1,1), (2,3), (3,2)}, 
jg={(1,3), (2 2) ，(3,1) 7 万 gf， 

Hi= {1,3), (2, 1), {3,2)}, 
gg= {1,1), (2,2), (2,3)}, 
因为 栈 数 的 复合 是 关系 复 台 的 一 种 特殊 情形 ， 因 此 关系 复合 

毕 成 立 的 性 质 ， 对 于 疯 煞 复合 也 是 成 立 鬼 。 例 如 ， 对 于 任 一 浮 数 

fi 4 了 B 有 T 厅 =Tf=T 又 如 , 设 彰 三 个 图 数 于 4 一 且 ，E: BC 

Fr CP， 根据 定义 3-5, 这 些 琐 数 可 以 构成 复合 函数 :4->C， 

kg; B-*， 进 市 可 以 构成 复合 函数 Cg 站 和 (Rg)f， 二 者 都 是 由 态 

到 刀 的 函数 。 因 为 关系 的 复合 旦 可 结 侣 的 。 当 然 函 数 的 复合 也 是 

可 结合 的 ， 因 此 有 下 面 的 定理 。 

定理 3-1 设 有 前 数 fA-x8，g: B-xC，h:C>p， 则 有 
kegf) = the)f, 
现 根据 复合 函 数 的 定义 ， 给 出 该 定理 的 证 明 。 
证 明 因为 对 于 任意 的 aSA， 有 
Chegf) a) = htgf) (ao) = heg(f C0)) 
= (hg) (fy = Lhe (a), 


二 了 柱 二 


所 以 ，Pzcg 力 = (hg)f。 证 完 。 

由 于 永 数 复合 的 可 结合 性 ,因此 通常 去 掉 括 号 而 写成 hgf。 一 
般 池 , 设 有 让 个 下 效 让 :同一 岂 下 册 :> 各 sy Ce a 
加 括号 的 表达 式 ff 1 唯一 地 宕 示 一 个 由 A) 到 AA,1+. 的 否 数 . 

糙 央 , 当 Al 二 is 二 =A:=AR 有 EI=f==f,=fHt 有 TD 
当 所 有 的 f; 都 是 由 集合 及 到 有 的 同 -函数 时 )， 复 合 东 数 六 1-， 
:ef ,是 一 个 由 A 到 有 太 的 函数 ) 可 表示 为 了 。 

例 4 设 有 函数 ;1 了 给 定 为 1 = 2i+ 1, 试 求 复合 阴 数 到. 

解 ” 由 定义 3-5,， 复合 函数 扬 也 是 由 了 到 了 的 函数 。 对 于 性 
意 的 i€1， 

FD = FD = 2 有 十 1= 2 0) +1 
= 2{2f (7D 十 1) +1= 41(i) +$ 
=4(2i+1) + 3 Bit+7. 

定 灾 3-6 设 f 是 一 个 由 4 到 和 的 通 数 , 且 关 = 了 于 ， 则 称 于 是 
禾 等 函数 

情 5 水 数 了 27-2， 给 定 为 了 (59) = {ninESNP}。 则 了 是 
一 个 轩 等 函数 ， 因 为 由 耶 的 定义 、 对 于 在 一 SE29，f(5$) 为 5S 中 
所 有 素数 的 集合 ， 记 为 Sp (Sp 和 D。 而 玉 (58) = 了 (1 (8)》 = 了 (Sp) 
=Sp, 所 以 产 = 了 。 

如果 了 是 畦 等 的 ， 则 对 于 所 有 的 正 整 数 % 兰 1， 都 有 = 了 

定理 3-2 设 有 了 明 数 jj A 一 B 和 Eg: 了 CC。 

(1》 如果 了 和 gg 都 是 内 射 ， 则 gj 也 是 内 躺 ; 

2) 如果 了 和 & 都 是 满 射 ， 则 gf 世 是 满 射 ， 

(3) 如 果 了 和 8 引 都 是 双 射 ， 则 时 也 是 双 射 。 

证 明 (1) 设 4., 4:€4& 且 9; 二 a)， 由 于 了 是 内 射 ， 因 此 
了 (ai) 看 (0 站， 由 于 8 也 是 内 射 ， 玻 又 有 gCf (001)) 二 g(tj (4))Y)， 此 
即 册 a; 地 gy， 可 得 (g 记 (a) 六 (及 (ea ， 故 时 是 内 射 。 

(2 设 任 一 元 率 cEcC, 岂 于 8 是 满 射 , 因 此 必 邦 在 某 一 bEB， 


ss TF 


使 得 SC2) ~=c，。 丸和 于 了 也 丰满 壬 ， 因 而 必 存 在 基 - 一 af A ， 使 得 
ji =b， 二 育 (gf) (9) 2 gCf (mY) =8tb) =c, WeE lg) (A), 
由 ec 的 任 音 性 ， 改 时 是 满 射 。 

(3》 由 于 站 厦 8 者 是 双 射 ， 因 此 它们 藉 想 内 射 取 是 江 射 ， 由 
(1) 和 (2) 可 和 后 gf 基 双 和 妖 。 由 此 定理 得 证 . 

例 6 说 上 地 负 草 数 的 集合 ， 定 义 了 和 下 是 如下 的 双 射 : 

fil- ry, fC = -xX, 
BE:N ->7, SB(X) = 1, 
因而 复合 葡 数 8f1:1”>7 也 是 到 射 ， 且 时 人 = -x 一 1。 

定 寿 2-2 的 道 定 地 不 波 立 , 但 有 而 “部 分 可 逆 ” 的 结论 , 我 
们 只 给 出 (1 的 证 阴 、， 上 条 芋 条 的 正明 留 给 读者 作为 综 习 。 

定理 3-3 设 有 也 数 /: A-*B 和 8g; B-*C， 

(1) 证 东 中 是 内 萌 ， 则 了 是 内 般 ， 

《2》 寻 娄 中 是 满 第 ， 则 8 是 满 英 ; 

C3) 如 时 8 是 双 对， 下 了 旦 内 庙 而 8 是 满 圣 。 

证 阴 (1) 慨 设 了 不 尾 肉 射 。 则 必 存 在 两 个 元 案 0.,%€ 4,9 
0 ， 合 得 4,) = f(a4)。 令 lan) = (a) =b, 县 令 Btb) =E， 
则 由 复合 函数 的 定义 省 

(gj 站 (Ga = 8tf00)) = Bb) = Cs 
{gf} (a) = gtf (0 = gb) =€, 
此 如 (gj (9;) = (8 站 (03) 与 8f 是 内 射 牙 盾 。 故 了 是 内 射 。 证 完 、 


s TB 


然而 当 好 是 内 射 时 ，& 可 以 不 是 肉 射 。 如 图 3-4 所 示 就 是 一 
例 ， 复 合 函 数 8f 是 内 躺 ， 但 外 不 是 内 射 。 在 那里 gps) = 8(b》 = 
ca， 但 bs 去 Bb。 


$33.3 送 函 数 


在 第 二 章 我 们 兽 把 由 集 上 到 集 了 的 关系 情 的 道 关系 二 定 区 为 
由 8 到 有 的 关系 ， 当 月 仅 当 (4,b) Ep 时， 有 (bo 55。 也 就 是 
简单 地 交换 吕 的 所 有 序 偶 中 的 元 素 ， 就 可 得 到 逆 关 系 所 的 各 个 序 
个 ， 对 于 函数 来 说 ， 情 况 就 不 这 么 简单 。 如 果 了 是 一 个 愉 丰 到 8 
的 函数 ， 因 为 也 是 一 个 关系 。 因 此 可 以 按 上 述 方法 得 到 了 的 道 
关系 寺 ， 但 了 可 能 永 是 一 个 盟 数 。 例 如 ， 如果 了 不 是 一 个 满 射 , 则 
? 的 定义 域 就 内 能 是 BB 的 一 个 真子 集 而 不 能 是 B。 了 又 如 果 了 不 是 
一 个 肉身， 例如 有 (ayb) Ef (区 Ej 则 有 (6b,91) Ej (0b, 0,) 
E 了 ， 因 而 了 不 满足 象 的 唯一 人 性 条 件 。 

例 1 设 A=1{0,1}， B= 【pgy 记 5S]， 

A 有-rB 由 f= 人 00, 记 ,1,7)} 给 出 。 

出 f={1(p,0)， {rs 1)}, 
显 扒 ,不 是 由 了 到 4 的 函数 。 

例 2 设 天 R->R 由 了 = faa iacR) 给 出 ， 
则 了 = {(a,a) JlacR} 
不 是 从 RR 到 RR 的 水 数 ， 

例 3 设 A={1,2,3,4},， B= {p,qg,r}, 

fs A—B 由 f= {1, 2D), {2,9) > (350) ‘(477} 


给 出 ， 则 

= {Cp,1), gg 27 (433) 3 (4)} 
显然 也 不 是 一 个 函数 。 
”如果 是 一 个 由 A 到 B 的 双 射 ， 则 对 于 B 中 每 一 个 元 素 b， 


TO. 


一 定 有 一 个 而 且 只 有 一 个 gE4， 使 得 fo = bp， 如果 把 这 唯一 对 
应 的 4 吾 作 是 b 在 某 个 鼎 射 下 的 名， 就 可 得 到 一 个 由 8 到 和 不 的 的 
数 。 我 们 称 它 为 于 人 约 道 闫 数 。 

定 愉 3-7 设 有 有 国 数 1 4-> 日 是 -个 双 射 ， 定 尽 国 数 8 8-* 
入， 使 得 对 于 每 … 个 元 赤 pEB gv) =&， 其 中 a 是 僻 得 J (a) = 
的 丰 员 的 汇 未 ， 风 称 8 为 了 的 遂 画 数 ， 记 作 扩 '。 背 阴 数 了 在 作 
遂 阔 数 了 7 "， 则 称 了 是 可 嫉 的 . 
诗意 ， 仪 当 了 是 双 射 男 数 补 ， 才 定 交 了 的 逆 函数 广 !， 而 二 
f 就 是 了 的 道 关系 于 

定理 3-4 设 冰 数 了 ,A>8 是 双击 则 逆 隙 数 了 1!; BA 也 是 
一 个 双 射 。 

证 明 ”对 于 任 一 元 虚 aEAa， 由 殉 数 了 的 定义 ， 在 B 中 必 有 
一 元 素 p， 便 得 fo) = 总， 于 是 由 逆 通 数 站: 的 定义 ， 关 区 =0， 
即 aEf7 0B)， 由 a 的 任 罕 人体 ， 可 知 j! 是 一 个 满 射 。 又 设 pp。 
EB， 且 bb, 关 b,， 出 双 对 珊 歼 了 的 定义 ， 在 及 中 必 有 黄 个 元 素 a， 
关 9s。 使 得 few = Bij C02) = ps。 于 :下 JP) = fb) = oo 
并 且 三 bb) 关 三 0， 这 就 是 说 庆 : 是 一 个 内 笛 。 

因为 三: 既是 一 个 满 射 了 起 一 个 肉 对 ， 所 以 了 7! 是 一 个 双 射 。 
定理 得 证 ， 

既然 f7! 也 是 一 个 发 射 ， 著 么 区 也 应 有 首 函数 。 

定理 3-5 设 蚤 数 1;A=>B 是 一 个 双 射 ， 则 (jf 中-1= 了 了 , 

证 明 出 定理 3-4f7! 是 一 个 由 BB 到 及 的 双 射 。 因 此 ff 史 ~ 
与 了 一 样 也 是 一 个 由 4 到 3B 的 函数 ， 对 于 任 一 元 素 4EAh, 设 了 (0) 
=b， 则 了 -7(b) =a， 因 而 他- -1(0) =5, 于 是 了 0) = (0f-!) -1(a)， 
下 aa 的 任意 性 ， 即 知 ( 太 9-1=f# 证 元 ， 

定理 3-5 说 明了 和 六 :无 为 道 玖 数 , 它们 之 间 还 有 以 下 的 关系 。 

定理 3-€ 如 虹 函 数 f;: 珀 下 日 其 可 逆 的 ， 由 有 

T= f= 1 


sR 


证 明 ” 岂 复合 阔 数 的 定 闵 ，1"!I 是 一 由 为 到 为 的 函数 ， 对 于 
性 一 元 率 GEA， 六 了 OO =b， 庆 让 6b》 =&， 于 是 (ff 了 7 (8) = 
f=6 向 4 的 任 交 性 , 基 得 f 汪 = TI。 类 做 地 可 以 证 明 订 -= 
fn。 证 完 ， 

值得 注意 的 是 ， 叶 然 了 站 与 ff"! 都 是 三 等 阔 数 ， 但 有 不 阿 
的 定 闪 域 ， 所 以 我 们 不 能 简单 地 守 并"1= I。 内 可 A 站 B， 总 有 
ff 

定理 3-7 设 有 陆 数 ff AB 和 8g; B->A、， 当 有 目 仅 当 gj = Ts 
jg=1sgH, 8g8=#- 

证 明 ”必要 性 直接 出 定理 3-6 可 得 。 下 面 证 朋 充 分 性 ， 

因为 各 = 妃 是 一 满 射 ， 故 由 定理 3-3， 了 是 一 满 射 ， 因 为 时 
4 是 一 内 射 ， 故 记 定理 3$-3， 了 是 一 内 射 。 因而 了 是 一 双 射 ， 


有 逆 获 数 大。 

由 于 下 = y=! (fife = Tg=E. 

故 有 g= -1!. 证 完 
定理 3-8 设 有 国 数 六 4-> 电 和 5 B->C， 且 了 和 8 都 是 可 族 

的 ， 则 


(81 l= 418g, 

证 明 因为 了 和 gg 都 可 遂 ， 所 以 在 在 有 道 了 琢 数 1!; BrA， 
EC 有， 因而 有 复 台 图 数 广 避 "5 C->4。 叉 因为 了 和 和 8 都 是 双 
射 ， 由 定理 3-2， 引 也 是 双 射 从 此 有 逆 阔 数 (8 人 7 C-> 有 各。 于 
是 《站 与 天 莉 是 国安 到 4 的 图 数 。 

对 于 性 一 元 素 CEC, 设 g1(c}=b, 1)=a， 


册 chig 1) ee 一 下 (人 7。 
而 CgfY Co) = gtf ta) = gb) =e, Pi (eC) = a, 
因此 (fg 0) = (站 -Tc)。 


岂 < 的 任意 性 ， 故 有 (6 "1!=7-!'g-!。 证 完 。 
是 定理 说 明 ， 复 合 阴 数 的 道 函 数 能 够 用 相反 次 序 的 道 画 数 的 
于 81 站 


复合 来 宕 示 。 
83.4 置换 


这 一 节 介 绍 一 种 更 为 特殊 的 函数 ， 即 从 有 限 集 4 到 4 自身 的 
双 射 本 数 。 

定义 38 设 4= {0,0;…,8,) 是 一 个 有 限 集合 ， 从 及 到 
的 又 射 通 数 称 为 集合 A 上 的 置换 。 而 整数 # 称 为 置 撞 的 崇 。 

一 个 严 阶 置换 P; 4 一 A 常 表示 成 如 下 形式 ， 


a) Qs 机 a, - 
P=-(pe) Ptas) … pte). 

这 里 # 个 列 的 次 序 当 然 是 任意 的 ,由 于 了 是 双 射 ,因此 Pta)， 
了 (oa Pa 各 不 相同 , 然而 六 有 的 Pca;) 都 是 4 中 的 元 案 , 因 
此 Pt9,)， P(g PCG 为 His ta "sa, 的 一 个 排列 . 由 于 Qi, 
aa yan 上 排列 的 总 数 等 于 #1， 因此 集合 A 上 不 同 的 n 阶 置换 的 
数目 是 1! 个 。 

例如 ， 设 友 = {1;2,3}, 因为 =3, 所 专集 合 4 上 应 有 3 =8 
个 不 同 的 三 阶 置 换 ， 它 们 是 ; 

3) 


Ph) s 2) Ps- 
2 


2 
1 
rs mm 


集合 4 上 的 重 等 蝴 数 Ti= {(oo) 1aE A} 是 集合 4 上 形 为 
GD 
(。 @ a ) 
的 一 个 置换 , 称 它 为 4 上 的 司 等 年 岳 , 上 例 中 的 P, 就 是 A= {0,6， 


2?}y 上 的 便 等 置换 ， 
因为 双 射 函数 是 可 逆 的 ， 所 以 集合 丰 上 的 任何 置换 P， 4->A4 


* Bo 


都 月 首 函 数 P-!: 4-=>4， 它 也 是 由 上 4 到 4 的 双 射 ， 因 此 也 是 4 上 
的 置换 。 我 下 称 P- 为 PP 的 逆 置 斤 。 蕉 


= GQ, a ) 
Pa) Plas) … Pea 
则 
p-'-( Pi) -+* Ptea,) ) 
a qs ‘a . 

上 例 中 的 Pi :=P Pi!=Pss Pi!=Pasbi!=Ps, PE 一 Ps 
Pa!= Ps, 

设 P: 4 一 4，P:: A 一 A 是 A 上 侍 意 的 网 个 置换 ， 浊 时 横 的 
复合 Pi*Ps: 4 一 A 也 必定 是 A 上 的 一 个 置换 。 这 就 是 说 ， 置 没 在 
复合 运算 下 起 封闭 和 的。 有关 锤 换 的 其 它 一 些 性 奈 ， 我 们 将 在 第 万 
章 骨 作 介 绍 ， 


§3。5 集合 的 特征 函数 


在 这 一 节 里 我 们 讨论 以 全 集合 口 到 集合 10,1} 的 水 数 ， 即 了 
U->{0,1}。 我 们 知道 ， 这 样 的 滑 数 不 目 一 个 。 如 果品 是 有 限 集 ， 
和 =n， 则 有 2 个 这 举 的 咕 数 ， 若 忌 是 泡 限 集 ， 则 这 样 的 函数 有 
无 穷 多 个 ， 

因为 了 是 由 到 t0, 1 的 函数 ， 因 此 已 中 每 一 元 素 在 集合 
{o, 1} 中 都 有 象 , 其 象 不 是 1 就 是 0. 若 令 也 的 子 集 4= {wiwEUD,， 
jw) = 1j 则 每 一 个 函数 1 必 对 应 着 上 U 的 这 样 一 个 子 集 , 反之 , 对 
于 口 的 每 一 个 子 集 4， 我 们 定义 一 函数 产 C 一 (0,1j， 使 得 当 
及时 ,f(D = 1 当时， ftw) = 0。 则 如 的 每 一 子 集 妇 必 对 应 
着 一 个 由 局 到 {0,1} 的 函数 ， 因 此 集合 {0,1}" 与 全 集 避 的 等 集 2” 
的 元 素 之 间 有 着 一 一 对 应 关系 上 即 存 在 着 由 {0,4t}7 到 22 的 双 射 》。 
我 们 把 每 一 个 由 UU 到 {0, 1} 的 浮 数 称 为 柱 对 应 的 子 集 的 特征 前 数 ， 
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定义 3-9 全 集合 口 的 子 集 和 的 特征 画 数 定义 为 exs Ui{0, 
1}, 这 昨 
1 当世 辣 ， 
0 A 

特征 函数 有 下 述 一 些 性 质 ， 

1。 设 4 各 呈 是 全 集 口 的 两 个 子 集 ， 于 是 

《1 当 上 用 促 当 对 所 有 的 站 EU，eata) =0， 则 上 = 由 

《22 当 且 权 当 对 所 有 的 WEU, et) =1， 则 A = UU; 

(3》 当 县 仅 当 寻 有 押 有 的 WEU y(t) <egty， 则 4 三 Bi 

(4) 当 且 仅 当 对 所 有 的 EU E468) =es(W)， 则 A=B， 

2 设 友 和 B 起 全 集 U 的 两 个 子 集 ， 则 对 于 所 有 的 WEU， 有 

Ci) ent = 1 — el), 

£2) BuntH) =EAH) TECHY — EAN) PalW); 

(3) emath) = 2a) "EstH). 

注意 ， 由 于 特征 国 数 的 值 是 0 或 1， 因 此 用 于 特征 范 数 间 的 
关系 符号 和 运算 符 芋 去、= 、+ 、- 和 和， 都 是 流 示 和 通常 的 数 的 关 

于 述 竹 质 由 里 征 函 效 的 定义 都 容易 得 到 证 虐 。 下 面 仅 以 1 
和 2 为 例 给 出 其 证 明 。 

证 明 109 假设 对 所 有 的 HEU， eta = esta) 成 立 。 并 谈 任 
一 元 素 WA， 其 extH) = 1。 因 为 eatt) = et) 所 已 Ep) = 上 
由 特征 函数 25 的 定义 ， 有 #EB， 因而 及 全 8B。 类 已 地 可 证 朋 
B 忆 4， 帮 上 = 卫 。 

反之 ， 设 和 = 呈 对 于 任 一 元 囊 #EDU， 若 &EA， 则 由 上 = 也 
有 4#EB, 因此 ea08) = ea 人 LE) = ls 若 刀 攻 及 , 则 由 太 =B, 有 六 ， 
办 此 extW) = en (4) = 0。 放 对 任意 的 元 素 WEU, 有 E44W) = B54)。 

2 对 任 这 的 EU， 若 # 人 EAN 们 B， 央 EA 有 t#EB， 因 调 


ealu) { 


= 


有 euang(tt) = eH) =ebfH) = 1, BIB eng) =eafd) Ep) 二 15 
洲 妇 颖 六 个 B， 则 共 人 及 址 玉 鲁 而 因 有 Ems G0 =0， 日 有 有 ea (4) 
= 人 0 或 entu) = 所 以 enstt} =84tU)rEptH) 二， 改 性 质 290 得 证 。 
等 征 站 数 的 上 述 性 质 可 用 来 证 明 各 种 集合 恒等式 。 
例 1 4nmCBUC)I = (ANB UANO) 
证 明 由 哇 征 内 数 的 件 质 2t6,8， 对 十 所 大 的 ww&U， 有 
EgniBucy tH) 
= Cl) “epue (1H) 
= EU) 《ET + Ec(HY — Ep (WH) -ectu)) 
= EdW) nt EAU) EH) — EAH) EH) eH) Ectu) 


ENB tM) + EnctH) — tanp (Hr Enc (ut) 


= Eranpyucanc (HY), 
所 区 ， 由 和 性质 1 的 有 APnCBUC = (44NBU (ANC)。 让 完 。 

例 2 (477 = 和 4 

证 明 ”由 性质 2， 对 所 有 的 EUV， 有 有 

Eomy (HN) 二 一世 df 
=1— ti-e tu)) 
=8(M), 

因此 有 (4 =A， 证 完 ， 

设 有 函数 所 A 一 BB， 定义 态 上 的 关系 pj: 当 且 权 当 fla.)= 
(0)) 时 ， 有 aipraj 。 容 易 验 证 ，Pj 是 态 上 的 一 个 等 价 关 系 ( 称 Di 
为 了 芍 等 价 核 ), 办 此 它 可 以 导 改 A 上 的 一 个 等 价 分 划 A& = {Lajp, 
leE& 4}， 其 中 [oo 是 等 价 类 ， 由 于 同一 等 价 类 中 的 元 束 都 以 也 
中 同一 元 素 为 象 , 因此 每 一 等 价 关 对 应 着 了 的 值 域 中 的 一 个 元 素 。 
反之 ， 了 的 入 域 中 的 每 一 个 元 素 在 4 中 至 少 有 一 个 象 淹 ， 因 而 该 
元 素 必 与 其 篆 源 所 在 的 等 价 类 对 应 。 于 是 存在 一 个 由 分 划 到 
f 的 信 堪 的 双 射 。 车 f 的 值 域 为 有 限 ， 即 若 Rj= 1b,,b,,…, b,} 
二 B 则 z= ia 4， 其 中 省 = faloEA, 了 0a) =b,} (i= 
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1,2,…,) 。 因 为 对 于 任 一 个 0€EA 有 4A， 必 存在 且 只 存在 一 个 i(1 入 
Ek)， 合 得 0EA;， 对 于 jt， 和 及 ,。 所 忆 E4( 扑 ， C4 A 
ext0) 中 只 有 efal = i， 其它 64(40) = 0(i 兰 人。 于 是 我 们 了 可 将 
fa = 写成 如 下 形式 ，; 

far=b ert tb entalt th esa) + + be sl)s 


即 对 于 所 有 上 的 2aE4， 有 有 
征 
fa) = Dben (9) ， 


这 说 明 特 征 卫 数 可 以 用 采 表 示 基 有 有 限 值 域 的 函数 。 

鲍 3 函数 站 [一 -2 定义 为 =Iess( 记 、 显 然 了 是 信和 域 Ri 
= Zs 的 一 个 满 射 。 

令 C={icl, i=ij(modmy} 人 = 01, 2 一 1)， 
则 Ti = Coy Crs Co Co 是 I 的 一 个 分 划 ， 
因此 下 有 = Oec (iy + lec, (2 + 2ec, bi) Fer + Um — 1) em, (i), 
即 


f(D = Djecsi), 
在 第 一 章 我 们 党 介 绍 过 集合 的 成 员 表 ， 没 A,B 是 全 集合 品 
的 子 人 党， 那么 报 据 补 、 并 、 交 的 定义 , 可 作出 A' 、A NB 种 AUB 
的 成 员 震 {大 办 表 3-1)，。 


表 3-1 表 3-2 
A 六 ”站 BB AUB Bacn | Ee4 EAnp CAUus 
0 0 | 1 0 0 0 1 恬 心 
0 1 1 0 让 0 1 1 0 1 
1 0 日 0 1 1 0 0 主 
i 1: 1 1 1 1 1 0 1 1 


仿照 作成 员 发 的 方法 ， 由 stu 和 ssw) 的 值 的 所 有 可 能 的 
组 合 ,概括 特征 函数 的 些 质 2 所 给 出 的 公式 ， 招 计算 出 的 ew 《4w)、 
"BO* 


ednata) 和 eiva(W) 的 相应 值 世 列 成 束 ， 可 得 表 3-2， ? 

比较 表 3-1 和 表 3-2 可 以 看 出 ， 表 3-]1 中 集合 $ 所 标记 的 列 在 
表 3-2 中 由 该 集合 的 特征 函数 es 所 标记 ， 两 者 取 值 的 情形 完全 一 
样 .这 是 由 于 成 员 表 和 特征 函数 两 定义 中 的 0 与 工 所 代表 的 意 习 
完全 相同 。 玛 此 一 般 地 ， 如 果 S 是 一 个 由 4，4，…，4, 产 生 的 
集合 ， 则 根据 ea (za est ，,… ;ealx) 的 值 的 所 有 可 能 的 组 合 而 
计算 出 的 相应 esta) 的 值 的 玫 也 必然 与 的 成 员 表 完全 一 样 。 由 
此 可 抑 ， 成 员 表 是 表达 集合 的 特征 通 数 的 一 个 方 靶 。 


33.6 数学 归纳 法 及 其 应 用 


自然 数 集 N 和 它 的 许多 性 质 早已 为 人 人 们 所 郊 知 。 在 这 一 节 
里 ; 我 们 不 人 斤 述 以 它 的 基本 性 质 为 特征 的 公理 [ 注 ]， 愉 儿 述 它 的 某 
些 基 本 性 帮 ， 且 的 在 介绍 数学 归纳 法 的 证 明 方 半 和 定义 方法 ， 以 
备 以 后 引用 。 

我 们 知道 ，* 小 于 或 等 于 ”关系 是 自然 数 集 N 上 的 全 序 关 系 ， 
等 别 对 于 任意 两 个 自然 数 1 和,， 必 及 过 ns 或 En。 这 一 
全 序 关 系 使 得 自然 数 集 六 依照 普 道 数 的 大 小 顺序 可 将 其 元 素 排 成 


1 2, 3 4， 
这 性质 有 时 称 为 自然 数 的 有 序 性 ， 
自然 数 集 N 是 无 限 集 ， 即 它 的 元 案 个 数 不 是 有 限 数 。 也 就 是 
说 ，N 里 面 的 数 如 果 依 大 少 的 顺 序 排 ， 那 么 在 任意 一 个 数 的 后 面 
还 有 数 。 
“自然 数 的 另 一 基本 性 质 是 自然 数 的 最 小 性 。 
定理 3-3 在 自然 数 棠 六 的 任 一 非 空子 舍 8 中 ， 必 定 有 一 个 


一 


[ 注 ] H. B. 吉 罗 斯 库 列 亚 柯 天 著 ， 吴 品 三 译 ， 娄 与 多 项 式 )( 第 三 章 )， 高 
等 教育 出 版 社 (1956 年 8 月 )， 


由 和 


最 小 慑 ， 也 就 是 说 在 集 8 中 有 不 大 于 其 他 任意 数 的 数 

证 明 ”因为 § 非 容 ， 所 以 可 以 在 5S 中 取 一 数 %， 令 5 中 所 有 
不 太 于 f 的 数 形 成 的 非 空 集合 (至 少 和 包含 4) 为 工 ， 财 显然 有 
TSS, 但 以 1 到 # 只 有 ?个 自然 数 ， 因 此 工 店 押 售 的 数 最 多 只 有 
n 个 ， 由 自然 数 的 有 序 性 可 知 ， 工 中 必 有 一 最 小 数 ， 这 最 小 数 就 
是 8S 的 最 小 数 。 证 完 ， 

在 第 二 章 我 们 曾 说 自然 数 集 入 上 的 “所” 美 系 是 NN 上 的 良 序 ， 
其 根据 也 就 是 自然 数 的 最 小 性 这 一 性 质 。 由 这 ~ 性 庄 ， 我 们 又 可 
推 得 下 面 的 重要 定理 

定理 3-10 没 $ 荐 由 自然 数组 成 的 集合 ， 如 果 1E5， 并 上 且 
当 nES5 时 ， 也 有 +168， 邢 入 5 含有 所有 的 自然 狼 。 

证 明 设 E 是 NN 中 所 有 不 属于 SS 的 数组 成 的 集合 ( 即 E=N 一 
5)， 如 果 上 B 非 空 ， 则 由 害 香 3-9 知 ， 五 中 必 有 一 个 最 小 数 4 因为 
oFS， 所 以 o 去 1， 因 此 4--1 晤 然 数 ， 且 4~1&€8S， 于 是 由 假 
设 ， 有 4ES。 这 与 4a# $5 矛盾， 因此 坟 是 空 集 ， 故 5=N。 证 完 . 

于 是 ， 为 了 要 证 明 一 个 命题 对 于 所 有 的 自然 数 "都 是 真 的 ， 
我 们 兵 要 证 明 两 件 事 ， 

(1) 当 #=1 了 时， 命题 是 真 的 

(2) 车 当下 = 附 这 个 命题 是 实 的 ， 则 当 =R+1 时 这 个 命 
题 也 是 真 的 。 

这 就 是 通常 的 数学 归纳 法 。 此 外 ， 数 学 归纳 法 还 有 下 面 的 另 
一 种 形式 。 

为 了 要 证 柄 一 全 命题 对 于 所 有 的 自然 数 # 都 是 真 的， 我 们 只 
要 证 阴 两 点 : 

《1)》 当 a=1 时 ， 命 题 是 真 的 ; 

(2)》 若 当 nn=1,2,-…, kk 时 这 个 命题 是 真 的 , 则 当 #=X+i 时 
这 个 命题 也 是 真 的 ， 

这 种 形式 在 应 用 上 有 时 比 上 面 的 方便 。 


二 台 全 


定 还 3- 10 是 数学 归纳 法 原 和 还 的 基础 。 下 面 给 出 关于 数学 归纳 
法 证 明 的 合理 性 定理 ， 

定理 3-11 设 P00D 是 一 个 与 自然 数 n 有 关 的 命 古 ， 如 果 对 
于 外 然 数 1 ， 这 个 命题 为 真 ， 而 且 当 对 于 自然 数 基 这 作 疹 题 为 真 
计 ， 对 于 X+ 1 这 个 命题 也 为 走 ， 那 么 命题 P4a) 对 于 所 有 的 自然 
数 都 为 实 。 

证 明 令 S={nlnEN,P) 为 真 }, 见 S 是 使 命题 Pn) 为 真 
的 所 有 自然 数 1 的 集合 , 如 果 命 题 P(D) 为 真 , 则 1 ES 叉车 ES, 
则 命题 P(K) 为 真 ， 由 扔 设 有 PGE+ 1 也 为 顽 ， 因 此 8+TES。 这 
就 是 说 ， 由 KES 可 推 得 KE+1ES。 根 据 定 理 3-10，S= NM， 即 对 
于 所 有 的 自然 数 n, Py 都 为 真 。 证 完 . 

定理 3-12 设 P(n) 是 一 个 与 自然 数 n 有 关 的 命题 ， 和 如 上 果 对 
于 自然 数 1 ， 这 个 命题 为 真 ， 而 且 当 对 于 自然 数 1，2,…， 扩 这 个 
命题 都 为 真 时 ， 谊 于 上 + 这 个 命题 也 为 真 ， 那 么 命题 PCny 对 于 
记 有 的 窑 然 数 都 为 真 ， 

证 明 令 J=1hIREN,PtR) 为 候 }， 凤 J 了 是 使 命题 P(tm) 为 般 
移 所 有 自然 数 的 集合 。 若 7 天 $9， 则 由 定理 3-9, 7 中 有 一 最 小 数 ， 
设 为 i 站、 加 果 命 题 P(t) 为 真 ， 则 1EJ， 所 以 j>>1， 由 j 的 最 小 
性 可 知 ， 当 n= 1,2, -~ 工时, 命题 P00 为 真 (其 中 j ~-1 宇 1)， 
因而 有 取 有 命题 PO) 为 真 ， 由 jEJ, 这 与 7 是 J 中 最 小 数 蔬 盾 ， 因 
项 了 = 币 ， 即 对 所 有 的 月 然 数 M，P(8) 都 为 下， 证 完 ， 

在 应 用 数学 归 钢 法 加， 水 一定 要 以 WW= 1 为 基础 ， 我 们 可 以 
以 尾 何 自然 数 记 =n 为 基础 ;. 在 这 种 情况 下 ， 命题 对 于 所 有 竟然 
Es 成 立 。 

以 下 给 出 几 个 例子 ， 说 明 数 学 归纳 法 的 应 用 ， 

例 1 斌 证明 对 于 所 有 的 正 整 数 RR, <<2", 

证 明 《 轨 纳 基 础 ) 当 R= 上 时， 有 1<25。 绩 论 成 立 。 

< 归纳 步 又; 假设 对 任 一 EN， 有 下 之 2:， 


* RO, 


型 Rr OR or + DF 2hrly 

有 妈 K+ 
很 据 娄 学 归纳 法 原理 ， 对 - 于 用 有 的 REN， 有 Ph<2 成立 ， 
例 ?3 试 证 明 对 于 所 有 的 正 整数 24， 有 2 1， 


证 明 ”对 然 对 于 = 了 了 2,3, 结论 均 不 成 立 ， 我 们 也 不 需要 它 
们 成 立 。 

《 旧 纳 基础 》 当 n= 4 有 时，2:=16，41 = 24， 因 此 24<41， 结 
论 成 立 。 

《归纳 步骤 》 假设 对 六 中 任 一 正 整数 和 之 4，2 二 玉 ! 
则 2 
著 2t1< (K+ 1, 


上 所以， 对 于 所有 的 正 整 数 4 4， 有 2" 之 Ht 成 立 ， 
例 3 试 证 有 明 对 于 所 有 的 正 整数 hn， 大 
(CATA 
CANTAD A 
证 有 明 困 钢 基础》 当 n=1IH， 结 论 导 然 成 立 ， 
当 n=2 时 ， 由 德 ， 摩 根 定 律 ， 结 论 成 立 ， 
| 纳 步 骤 〉》 很 设 对 任 一 电 刺 洲 kz:;， 有 
CA 
CAIN AsN NA =ATU A A 
则 CAIUA A) 
= [tA A AAD UA 
= 【站 是 NA 
= BTN ALN mT ALN Arr 
CANAN TT AA)’ 
= [CAN A A TA 
(AT AM AD) Arr 
= A AU AL A 


Us 


所 以 ， 对 所 有 的 企 整 数 i， 结 论 成 立 。 
例 4 试 证 明定 理 ， 每 一 正 整 数 4 之 2 可 以 写成 素数 的 乘积 . 
证 大 “归纳 基础 》 当 #=2 时 ， 凡 为 2 是 一 个 毒 数 ， 所 以 定 
理 成 立 。 
“归纳 步骤 》 设 对 任 一 正 整数 站 + 1>2， 整数 2,3，4 
都 能 写成 素数 的 引 积 。 如果 &+1 是 素数 ， 则 得 证 。 否则 有 +1 
=isj， 鞭 中 2 志和 kh，2 人 jk， 根据 归纳 假设 ，i 和 了 一 者 部 能 
写成 喜 数 的 苹 积 ， 记 以 K+ 1= ii 也 能 写成 楷 数 的 乘积 。 因 此 ， 
对 于 所 有 的 下 整数 4>2， 定 理 成 立 。 
数学 归纳 芒 也 常常 是 确定 一 个 函数 的 比较 方便 的 守则 。 下 面 
我 们 用 例子 来 说 明 如 何 应 用 数学 归纳 靶 的 原理 在 自然 数 集 或 非 俩 
例 s$ 阶 莱 冰 数 11(4> 们 被 定义 为 : 
01=1. 
(H+DI= Ct NR Cn=0,1,9,3,.). 
例 6 非 波 拉 扫 (Fibonacei) 函数 下，Z-=Z 被 定 电 鸭 ; 
PFC0) =0, F,(1)=1, 
FtRnt 1)= Ptn— 1) + Pt) C= 1 2 3," ), 
对 于 枉 条 的 nEN U4 产 2)， 肖 数值 Fo(n) 可 依据 上 式 妇 纳 到 
计算 Ft0) 和 FC1)。 例 如， 求 FCd) 时 ， 可 如 下 进行 : 
Fld) =F,(2) + Pets) 
=F,{0) + FA(1) + FA(1) +F.(2) 
= Fn + EC 十 下 Ci1) + F(t0) + PF,(1) 
=0t1+1-0+1 
= 3, . 
这 样 ， 前 十 个 斐 波 拉 搜 数 姑 0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34。 
在 第 一 章 ， 我 们 兽 介 绍 -了 集合 的 丙种 袁 示 方 泪 ， 或 者 用 强 举 
节 ， 或 者 用 的 述 法 。 我 位 注意 到 ， 泡 限 集 仅 能 用 描述 落 ， 但 是 利 
站 91 站 


用 说 明 元 素 上 CEA 的 定 尽 条件 ， 人 的 便利 的 
方 浴 。 例 如 全 集合 悟 的 - -组 子 集 4 有 :9 4 所 产生 的 所 有 集 
合 的 党 合 就 个 在 全 方便 和 清楚 的 定 闵 人 条件 来 表 水 。 和 扩 这 样 的 一 
眶 人 染 合 经 常 应 采用 上 钠 定 义 的 方法 训 加 以 定 多 。 一 - 般 说 米 ， 一 -个 
米 合 5 的 归纳 定义 由 三 个 主要 步 又 组 大 第 -- 步 是 指定 某 集 合 A 
元 这 是 5S 的 基本 元 素 ， 第 二 步 是 指定 :一 组 规则 ， 
如 何 通 过 蘑 些 运算 从 妨 的 元 豪 求 得 5 的 其 它 元 素 。 这 - - 步 称 为 少 | 
纳 步 ;最 语 一 步 ， 涪 往往 被 省 赂 ， 基 说 5 以 公 和 限 次 地 使 用 第 
一 步 和 第 二 步 而 求 得 的 志和 些 雹 去 组 成 。 
例 7 求 由 下 列 定 广 所 给 出 的 集 侣 
(1》3ES; 
(2) 向 xyES， 则 x+yGS; 
《3》 罕 癌 S 汪 由 有 限 次 地 使 用 步骤 1 和 (2) 而 得 到 的 亚 
些 元 宕 所 组 虚 . 
解 ”集合 $ 由 3 的 所 有 正 整数 倍 所 组 成 。 
例 8 给 出 集合 8= 123, 4 =N-it 的 归纳 定 尽 。 
解 (1) 2G3S，3 二 8 
(2) 如 果 X、 YES， 则 XX+JES 
(3) 集合 8 是 由 有 限 次 好 使 月 步 可 51) 和 (2) 而 得 到 的 
狠 些 元 态 所 组 威 。 
人 笛 9 试 证 明 ， 对 REN， 害 久生 入 上 的 形 如 1X) = 和 + 的 
所 有 函数 绀 成 的 集合 有 ， 可 技 下 列 步 又 定义 : 
(12 TOz =xX+1 在 8 中 
(0) 荐 f,， BES,， MIECSs 
(83) 具有 有 限 次 地 使 用 步 又 (1} 各 (3) 而 得 到 的 数 才 在 5 中， 
证 明 首 沈 ， 有 f(x)=x+1 在 S 中 ， 而 且 如 时 fCX)=X 
+k, keEN， 是 在 S 下 ， 铀 
CTOCXI = I N+E) = (XthR)+1=X+ (kt 1)s 


+ E+ 


妈 拓 141 也 在 SS 中 。 所 以 对 任意 的 nEN，j(x) =x+# 在 5S 中 ，. 
其 次 ， 如 此 了 x) =x+n 和 和 8(X) =x+f,， 则 
{fgy x = f(x+tH Y= (XT TH N+ ,+ ), 
也 具有 x++ 的 形式 ， 这 就 保证 步 又 (2) 只 生成 所 求 的 函数 。 
例 提 由 444 A, (都 是 全 集 U 的 子 集 ) 产生 的 集合 
可 如 下 归纳 地 定义 : 
C1》 和 的 玉 合 ， 
(2) 各 条 和 卫生 
Sb CS YT), (C0) (5 NT) 化 是 由 A A 太 ; 产生 的 集合 (在 
站 优先 于 吕 的 约定 下 ， 括 妈 可 省 有 略 ) 。 
根据 以 上 定 类 ,可 以 判定 任 一 申 符 号 , 四 UD, Arts Ary 4， 
U 5 和 ”所 构成 的 表达 式 是 但 为 A&1; AAA 产生 的 集合 ， 


83.7 集合 的 基 雪 


§1.1 中 我 ] 兽 给 出” J 扶 合 的 基 涩 的 裕 念 ， 对 于 在 限 集 来 说 ， 
所 调集 合 的 基数 即 为 集合 中 不 同 元 素 的 个 数 ， 但 对 于 无 限 集 来 
说 ， 集 合 和 的 基数 是 什么 呢 ? 是 不 是 所 有 无 限 集 的 基数 都 一 样 呢 ? 
在 讨论 了 关系 种 浮 数 的 概念 之 后 ， 我 们 便 能 够 以 更 严 间 的 方式 来 
讨论 集合 的 基数 ， 

对 于 一 个 有 限 集合 ， 其 中 不 同 的 元 素 是 如 何 进行 计数 的 呢 ? 
例如 图 书馆 的 藏书 ， 我 们 可 以 一 于 一 贡 地 清点， 一 个 城市 的 人 口 ， 
可 以 逐个 登记 。 这 些 做 法 的 实质 是 使 这 些 集合 的 元 素 和 自然 数 集 
的 一 个 守 集 的 元 素 建 江 起 一 一 对 应 关系 。 例 如 ， 一 个 小 组 有 着 下 
个 同学 ， 我 们 依次 点 种 ， 

张 从 王小平 曾 梅 祭 立 李刚 
i 1 


i 2 


* 时 呈 。 


就 发 现 这 个 小 组 竟 成 员 与 N 的 子 集 行 ,2,3,4,5} 的 元 素 有 一 个 一 
一 对 应， 沂 以 就 说 这 个 小 组 有 5 个 向 党。 但 是 为 了 计数 ， 有 时 并 
不 一 定 要 建 并 访 集 合 与 自然 数 集 的 某 个 子 集 的 一 -一 对 应 、 例 如 ， 
一 个 剧场 里 ， 如 果 每 个 观众 才 溪 在 -- 把 核子 上 ， 既 没有 站 着 的 
人 人 ， 肥 没有 空 着 的 位 后， 那么 观众 和 和 椅子 的 数 自 就 相 辣 。 扎 就 是 
说 ， 只 艺 知 道 -全 集合 和 只 … 个 元 寺 个 数 已 知 的 集合 之 间 有 一 一 
对 应 鞠 系 ， 则 这 个 集 含 的 元 素 个 数 也 知道 了 。 这 个 事实 咎 发 我 们 
如 和 何 去 研 究 无 限 售 的 基数 。 央 为 对 无 限 集 来 说 , “元 素 的 个 煞 "这 
个 概念 是 没有 意 久 的， 

定义 3.10 这 有 集合 4. 日 ， 如 果 存 在 一 个 双 射 函数 了， 六 
BB， 册 说 A 和 B 有 相同 的 基数 , 或 者 说 4 与 正 等 势 , 记 作 A~B。 

显然 ， 对 于 有 限 集 来 说 ， 所 谓 4A 和 日 具有 相同 的 基数 ， 即 是 
挡 它 们 的 元 素 个 数 相 阿 。 

例 1 没 Ne=ft2 4 6.8 1， 证 勾画 数 了，N 一 NM， 使 得 对 
于 任 一 rN， 有 了 em) = 20， 报 然 ， 了 是 从 六 到 N. 的 双 射 。 所 慌 
NN., 

例 2 设 RR,= x|xXER, x>0}, Ri = {x]xER, 0<x<1l}; 
定义 函数 f， 只,-*R;， 使 得 对 于 任 一 xER,， 有 f(X) = 富生。 
电 然 ， 了 是 从 二 ;到 Ri 的 双 射 ， 所 以 Ri~R,、. 

汗 意 ， 泊 及 ~~B 时 ， 溢 射 了 ;AB 可 能 不 止 一 个 ， 但 只要 
有 ~- 个 双 射 存在 、 就 足以 证 戎 两 个 集合 等 势 。 例 如 在 例 2 中 ， 我 
们 还 有 男 ~~ 个 又 射 P; RR 一 民 ;， 对 于 任 一 %*ER+1 h(X) = i i 

定理 3-13 设 5 是 一 个 集 族 ,~ 是 $ 上 的 一 个 关系 , 定义 为 
当 且 仅 当 存在 车 一 个 出 太 到 卫 的 双 射 和 时， 有 A 一 BB， 则 ~ 是 5 上 
的 一 个 等 价 关系 。 ， 

证 明 显然 对 于 任意 集 台 各 ， 函 数 太 是 一 个 由 站 到 各 的 观 
射 ， 因 此 一 是 绸 芭 的 。 如 条 存 存 一 个 由 4 到 好 的 双 射 乓 A-*8， 
贡 和 根据 定理 3-4， 上 六 是 一 个 由 屯 到 4 的 双 射 ， 因 此 一 大 对 称 的 . 
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如 果 任 在 -一 个 由 及 天 8B 的 双 射 了 利 一 个 由 B 到 必 的 双 射 8， 则 根 
据 定 理 3-2，8f 是 一 个 由 和 到 叱 的 忱 射 ， 因 此 一 是 可 传递 的 ， 故 
一 是 一 个 等 价 关 系 。 证 完 。 

于 是 等 价 关 系 《 或 称 等 势 关 系 ) 一 导致 S$ 上 的 一 个 等 价 分 划 ，。 
这 个 等 价 分 如 的 等 价 类 称 做 基数 类 ， 凡 属于 癌 一 基数 类 的 集合 必 
有 相同 的 基数 ， 称 件 间 基 。 

到 底 什 么 是 一 个 集合 的 基数 , 我 们 并 没有 给 出 明确 揭 回 答 , 事 
实 土 也 很 难 给 员 一 个 明确 的 回答 ,我 们 只 是 说 基数 是 集合 的 一 个 
性 质 ， 任 何 两 个 集合 ， 加 果 它 们 等 势 ， 它 们 醒 有 相同 的 基数 . 

定义 3-11 如 果 集 合 4 与 集合 N= {1,2,*,14] 《机 是 茶 一 
正 整 数 》 属 于 同一 基数 类 ， 则 称 僻 合 太 是 守 限 启 ， 提 态 = 加 。 上 # 少 
=0， 由 也是 有 限 集 。 不 是 在 限 售 的 集合 称 为 无 限 闹 。 

出土 述 定 义 可 知 ， 有 限 集 的 基数 就 是 该 集合 中 元 素 的 个 数 。 

无 限 集 安 最 简单 的 一 种 是 可 数 集 。 

定义 3-12 如 昌 集 合 4~N， 出 称 4 是 可 数 集 。 有 限 集 和 可 
数 集 总 称 为 可 计数 香 。 如果 集合 4 是 无 限 的 但 不 是 可 数 的 ， 则 称 
吕 是 不 可 数 疆 。 

可 数 集 的 基数 记 作 “3,”， 读 作 “ 隐 列 夫 零 *。 

下 面 给 出 一 些 可 数 集 的 例子 ， 

例 3 N= 13,5,7;" 呈 = (24 一 11InEN}， 定 义 通 数 + ， 
NNo， 对 于 任 -- REN，f 了 (Rn) = 2n ~- 1。 显然 了 是 一 个 双 身 ， 所 
以 是 一 个 可 数 贷 。 

例 4 禹 数 集 了 一 {ues -3 2;—1,0,1, 2,3,***]} 是 个 可 数 
集 . 因为 我 们 可 以 把 工 的 元 束 排 成 以 下 次 序 [= {0,1, -1;2, ~ 2， 
3, - 3 ， 然 后 使 三 与 下 一 一 对 讽 : 

0 1 -i 2 -2 
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1 2 3 4 5 
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这 个 对 应 关系 显然 是 一 个 双 射 。 

条 为 下 整数 集 N 中 的 元 素 ， 可 以 排 成 一 个 无 穷 序 列 的 形式 ， 
1 2 3, 4 5 
因此 ,; 任何 可 数 集 4 令 与 自然 数 吕 对 应 的 元 宫 为 加 = 12 3 
人 的 无 素 挨 珊 编 弛 也 可 卫兵 成 天 民风 的 形 吉 ， 

Mir Gs ss 

友之， 任 无 限 集合 A， 芭 果 它 的 元素 可 以 排 刻 上述 序 列 的 形式 ， 
则 4 一 定 是 可 数 集 。 六 为 我 们 可 以 令 序 列 中 的 第 于 个 元 素 和 正 整 
数 1 对应。 所 以 一 个 集合 是 可 数 集 的 充分 必要 条 件 是 它 的 全 部 元 
素 可 以 排 成 一 个 无 穷 序列 的 形式 ， 

定理 14 任 一 无 限 集 4 必 人 包含 一 可 煞 子 集 。 

证 明 ”从 上 中 到 出 一 元 素 1， 因 有 是 无 限 集 ， 帮 A- {9} 
天 8。 于 是 ， 在 太 ~ {594} 中 又 可 职 一 元 于 09;, 同 理 A~14,,9,} 才 
力 。 如 此 继续 下 去 ， 设 已 从 到 中 取出 吾 不 相 辣 的 苑 说 : 


Qj dass 


则 因为 及 为 无 限 ， 所 以 六 一 全 910 wr,0,} 到 由 。 从 而 可 以 在 二 
{a sy es 中 到 一 元 喜 闪 册 妆 钠 法 ， 我 们 得 到 了 一 个 由 
和 和 中 五 不 和 新 的 元 素 作 成 的 无 穷 序列 


和 oy esa ts 


显然 ，4Y = [219005 是 可 数 的 ， 县 4 到 4。 证 完 。 
定理 3-15 可 数 集 的 无 限 子 集 仍 是 可 数 集 . 

证 明 设 AAl 是 可 数 集 合 四 的 无 限 子 集 ， 因 为 太一 N， 所 以 
有 又 对 阴 数 了 ， NA， 于 是 各 的 元 率 可 以 排列 为 

| FC1), FC02), F063) fC, enn 

从 这 个 序列 中 有 山下 不 在 4 中 出 现 的 那些 元 案 ， 霄 为 4, 为 无 限 ， 
剩 下 的 元 未 个 数 必 为 无 限 ， 控 照 这 些 元 素 宇 序 列 中 则 现 的 先后 次 
新 ， 我 们 用 Fi ， 了 了 (i) 表示 它们 ， 定 义 隙 数 8E，N 
一 A ， 健 得 对 村 红 一 HEN，g(R)=j(i,)， 那 么 EE 是 由 NN 到 及 ， 
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的 汉 射 ， 所 以 4, 也 是 可 数 集 ， 证 完 。 

定 惠 3-16 设 集 4 可 数 ， 和 集 8 有 限 ， 且 4AnB= 和 则 4U 
B 可 数 ， 

证 明 因 集 4 可 数 ， 喜 4 的 元 素 可 排 成 无 穷 序列 的 形式 ， 印 


- 和 = {0 设 也 有 了 嫩 修 元素 ， B= {b ,b,, ,bb,,}, 


由 ALB= {bb ,boy Hs dy rr, Os ne 
可 见 AUB 的 元 素 可 排 成 无 穷 序列 的 形式 ， 因 剖 可 数 。 证 郊 。 
定理 3-17 若 4、 量 部 是 可 数 集 ，4 门 B=t 则 4 可 数 ， 

证 明 设 点 ={aiyazy es B= (Pibzypayoe 了 y 
出 | ALUB= {a,b, 0, bo, ass bas," }, 
显然 ，A4UB 是 可 数 集 。 证 完 。 

定理 3-18 若 刀 是 可 数 集 ，B 是 可 数 集 或 有 限 集 ， 则 AUB 
蚌 可 数 集 。 

证 明 令 B*=B 一 (AMB)， 册 ANB*=8， 目 AUB= ALU 
B*#。 而 由 定理 3-15， B* 是 有 限 集 或 可 数 集 ， 收 由 定理 3-16 或 
定理 3-17 知 AUB 可 数 。 证 完 ， 

定理 3-19 有限 个 可 数 集 的 并 集 仍 是 可 数 集 .。 

证 明 窗 给 读者 ， 

定理 3-20 可 数 个 所 不 相交 的 可 数 千 的 并 集 仍 是 可 数 集 。 

证 明 设 4;G= 1,2,3,…)? 是 可 数 集 ， 且 4 站 4 = 由 Ci 地 门 。 
令 A = {i ss 一 di 

A 

A = [ds Gazy dss fess 
| AAA 

= fo sas Gasy Daks ee 
- 


A = {ts Diss Cay Gas eb 


sd7* 


按 篆 头 所 示 的 次 序 排 列 元 秦 ， 于 是 有 
A, = {0 sd das day diss das Gus" 
所 以 芝 4 是 可 数 集 ， 
定理 3- 21 可 数 个 可 数 集 的 并 集 急 是 可 数 集 . 
证 明 设 A=1，23…) 为 可 数 集 ， 令 A1=A1 = 上 ， 
— (A ny AD) )》 (li)， 则 A? 有 限 或 可 数 ， 且 4 门 4 = 中 


嫩 夭 力 。 而 Wa = A’, 改 知 } 4， 是 可 数 集 ， 证 完 ，。 

例 5 有 理 数 集 @ 是 一 个 可 数 集 . 

为 了 证 时 这 一 结论 我 们 令 A,= 仁 ， 陪 了:…} (i=1,2， 

0 则 4， 是 可 数 集 。 于 是 由 定理 3-21 知 所 有 正 有 理 数 的 集合 

= LA4, 是 下 可 数 集 .显然 所 有 负 有 理 煞 的 集合 品 - 与 台 ' 等 势 ， 
站 也 是 可 数 集 ， 而 集合 @=g&+UeQG Ui0， 改 由 定 淮 3-16 和 
3-17 知 有 理 数 集 台 是 可 数 集 。 

并 不 是 所 有 的 无限 集 部 是 可 数 的 ， 下 面 将 证 明 实数 集合 是 不 
可 数 集 。 

定理 3-22 集合 Ri={X|XER,，0<X 之 1} 是 不 可 数 沁 ， 

证 明 《用 反 证 车 ) Ri 中 任 一 元 案 必 可 写成 无 限 的 十 进 小 数 
0。eiesa， 其 中 m 是 0,1,2,**,9 中 某 个 数 。 这 里 我 们 规定 ， 
所 有 的 有 限 小 数 都 写成 以 9 为 循环 节 的 循环 小 数 .《〈 例 如 0.243 
委 窟 成 0.24299.w) 这 样 的 规定 使 得 每 一 个 小 数 都 只 有 了 叭 一 的 一 
种 小 数 表 示 污 。 现 设 呈 ! 是 可 数 集 ， 测 它 的 元 素 可 编号 如 下 


人 = O00 ds Die 


上 
1 = 0,.0, 620,sr" "08 
弟 生 是 四 号 明生 二 生硬 二 最 全 台南 时 有 蝇 平 志 学 志 全 评 理 南 呈 学 谋生 


外 nm 三 0 “a 10n2dn3*"" Gn? 


,+ 


询 一 全 01 向 实数 应 训 交 完 全 在 其 中 ,现在 我 们 构造 一 个 


新 的 实数 b=0. Pbaapas ， 基 中 
. ql 

,| 1 

2 ic 一 了 。 


所 芝 ii 是 tO0,1) 区 睹 的 一 -个 煞 ， Bh beER,, 但 显 
然 b 与 所 有 实数 全 ，a:， “ 都 不 相同 ， 因 此 5 多 R11，。 这 就 产生 
了 卫 丰 ， 所 忆 民 ， 同一 个 不 可 数 全 证 宛 。 

这 里 的 耳 明 方 鞭 , 称 为 “对 和 角 线 证 法"。 阿 为 它 是 比照 着 上 下 
中 对 角 线 上 的 元 索 如 ; 来 作 DB 的。 

定理 3-22 说 阴 华 人 台 尺 , 与 正 整数 亿 NN 属 于 不 同 的 基数 类 , 我 
们 于 # 议 ,7 表示 民 ! 的 基数 ， 并 称 “ 泊 1” 为 连 搜 基数 . 

定理 3-23 实数 集 RR 是 不 可 数 集 , 并 县 它 的 基数 就 是 连续 基 

证 明 ”定义 水 数 f, Rj-*R， 


1 el 
ox 1 之 区 挝 3 站 

TAX) = ] 
- 01Y 二 1 2 XxX] 


这 是 一 个 由 R, 到 只 的 丰 射 ， 因 此 玉 也 是 不 可 数 集 ， 了 且 具 有 连续 
基数 小,。 证 完 ，。 

在 有 了 腿 业 与 万 限 集 之 间 存 在 着 一 个 重要 的 差别 ， 这 就 是 任 柯 
有 跨 集 部 不 可 能 与 它 的 真子 集 等 势 。 凡 为 从 一 个 有 了 眼 集 合 4 到 A4 
的 真子 集 无 靶 建立 起 双 射 范 数 的 关系 。 但 是 任何 无 限 集 卷 能 铝 与 
它 的 -一 个 真 于 集 等 势 〈“ 证 明 留 给 读者 )。 于 是 我 们 看 到 , 无 限 集 其 
有 的 这 种 性 质 ， 是 有 有限 集 所 没有 的 。 因 瞩 我 们 又 可 以 用 它 来 作为 
无限 集 的 定义 。 

再 二 汗 论 可 知 ， 昌 然 都 是 无 限 集 ， 但 它们 可 能 有 互 不 相同 的 
基数 。 霸 么 各 个 集合 的 不 辐 基 数 之 闻 是 否 有 大 小 关系 岂 ? 由 于 基 


+» 


数 的 概念 是 “元 素 个 数 ” 这 一 概念 的 推广 ， 固 此 我 们 给 出 下 述 定 
训 。 

定义 3-13 设 有 集合 4 、B8， 若 AB 即 未 等 势 ), 但 A 
与 8 的 涤 个 豆子 集 等 势 ， 则 称 妥 的 基数 小 王 B 的 基数 ， 记 作 半 访 
HB 或 86 汪 A。 

显然 ， 这 个 定 双 确实 是 有 限 案 合 4 的 元 宕 个 数 小 于 有 限 集 合 
8B 的 元 素 个 数 这 一 概念 的 推广 . 

和 注意， 上述 定义 下 的 A 了 8 的 限制 是 不 可 少 的 ， 因 为 若 A4 吓 
无 限 集 ， 则 它 可 以 和 和 写 的 … 个 真子 集 等 势 ， 如 果 取 4A=B， 则 A4 
与 8B 的 一 个 焉 子 集 等 势 . 可 是 我 们 当然 不 应 该 得 出 结论 着 4 所 +4。 
因此 必须 如 上 A 二 B 这 样 的 限制 。 在 加 上 了 这 样 的 限制 后 ， 我 们 
可 到 证 明 和 4 = 招 ， 于 4 二 #， 并 有 4 守 3B 不 可 能 有 两 个 同时 成 立 。 显 
然 ， 根 据 定 尺 fA =#B 和 <4B, +A=B 利 84>#B 不 全 同时 
成 羡 。 为 了 断定 #4 夺 5B 和 #4 半 丫 不 可 能 同时 成 立 ， 就 必须 汪 
明 在 4 和 如 不 等 势 的 前 竹下 ， 不 可 能 既 有 4 的 真子 集 4， 与 BB 等 
势 ， 又 有 好 的 真子 集 5 与 上 4 等 势 。 

定理 3-24 设 4、 弛 是 渍 个 集 台 ， 若 有 4 的 子 集 4 和 B 的 
子 集 B, 使 得 4~ 卫 ;，B 一 Ai， 则 和 一 瑞 。 

证 明和 省略 。 

定理 3-14 说 明 可 数 集 的 基数 是 无 限 集 的 基数 中 的 最 小 者 。 特 
别 有 了 和 让， 

我 们 知道 ， 对 于 任 一 有 限 集 4， 如 果 各 的 基数 并 4=m， 则 内 
的 需 集 24 的 基数 其 24) = 2 。 因 此 任意 一 个 有 限 集 4 的 基数 必然 
小 于 集合 24 的 基数 。 那么 对 于 任 一 给 定 的 无 限 集 ， 是 否 也 可 以 
找到 另 一 个 集合 使 其 基数 大 于 给 定 集合 的 基数 呢 ? 下 面 的 定理 说 
了 明 这 样 的 集 侣 是 存在 的 ， 

定理 3-25 对 十 任何 集合 A， 有 4A 一 i#(24) 

证 明 定义 网 数 1 AY27, 使 得 对 村 每 个 aE 4 1(9) = Ga。 
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显然 了 是 内 射 ， 但 不 是 满 射 。 即 了 是 由 入 到 27 的 一 个 真子 桌 的 
双 射 ， 为 了 证 朋 4z 4， 我 们 假设 存在 一 个 双 射 8: 4->24， 对 于 
每 一 个 元 素 aE4， 恕 果 &C8(4)， 则 我 们 称 a 为 4 的 “内 元 索 ”， 
如 果 a 将 8(9)， 则 称 a 为 太 的 “外 元 素 ”， 设 是 入 中 所 有 外 元 素 
的 集合 ， 即 


B=ixlxtA、 XEEC(X)} 


显然 BEA， 所 以 日 二 24， 因 为 是 叉 射 ， 必 存在 一 元 顺和 上, 使 
得 8(b) = 日 。 屯 有 两 种 情况 ， 或 痢 bEEB， 则 bp 是 一 个 内 元 素 ， 这 
与 BB 的 定义 沪 盾 i 或 者 bt 多 B， 则 了 是 一 个 外 元 要， 因而 bEB, 这 
及 是 一 个 锌 盾 ， 所 以 不 存在 由 A 到 27 的 双 射 ， 即 太 多 2*。 以 淹 
有 #2。 让 褒 。 

寺 述 定理 涪 遇 ， 死 论 -- 个 混合 的 基数 多 人 么 大 ， 一 定 有 更 太 基 
雏 的 集合 存在 ， 即 不 可 能 存在 一 个 最 大 的 基数 ， 


$3.8 整数 的 基本 性 质 


我 们 知道 ， 仔 章 郴 个 政 数 可 以 相 加 、 相 减 和 得 琵 ， 其 结果 仍 
是 台 数 ， 但 两 全 整数 不 一 定 可 以 药 整 数 的 范 男 内 相 除 。 研 究 整 数 
的 性 质 基本 上 就 是 研究 整 染 性 ， 素 因子 分 解 以 及 和 和 这些 有 关 的 问 
题 ， 

定理 3-26 设 、 pb 是 两 个 整数 ，5 基 0， 则 必 有 二 整数 4 下 
存在， 使 得 

d=gb+r, dr< ml， 

且 弛 及 了 是 唯一 存在 的 。 

证 明 我 们 用 符号 [9j 表 信 不 超过 的 最 天 训 数 ， 于 芋 ， 絮 
然 有 [打扫 es[O 十 1 


“了 站 1 = 


-区 


对 证 节 9 与 + 的 在 在 性 因为 [ 名 < 个 < 二 各 | 十 1， 
所 以 0< 全 -上 87|<1, 从 而 0<e- 上 6 上 -151<121. 于 是 ， 
当 了 之 0 时 ， a=[ 7 ?+(e- [1D): 当 B<0 对 ，a= 
(- 上 人 人- 各 -| 这 说 明 4 和 + 是 存在 的 ， 

现在 来 征明 4a、Fr 的 淮 一 性 . 车 a=9bt+r=gibtr, Or 
之 1b1)， 则 7 一 ?= (4 一 gb， 但 由 于 0 和 <17, ?| 之 [b|， 就 应 该 
有 0 le-adbl=|9-d)-:1b|<lbl, Oia-al<i0b 
和 天 1)， 于 是 不 得 不 有 4=gi， 因 此 也 就 有 7 =。 定理 得 证 。 

定理 3-26 中 的 9 和 7 就 是 通常 六 说 的 用 b 除 a 所 得 的 商 和 和 
余数 。 若 余数 7=0， 就 说 b 整除 &， 

定义 3-14 对 于 任意 两 个 整数 和 5 关 0 ， 车 存在 一 个 整数 
5 使 得 2= bc， 则 说 b 能 整除 4a 或 4 能 被 b 整除 也 说 5 是 b 的 
倍数 ， 5 是 的 因数 。 记 作 Dle。 菩 户 丰 能 整除 i， 则 记 作 ba 

例如 ， 和 企 一 非 志 整 数 整 除 0 ， 而 土 1 整除 任 音 整 狼 ， 

由 整除 的 定 余 ， 很 容易 证 明 下 面 儿 条 简单 的 性 质 ， 

1) 车 alb, 8le,， 册 alc., 

证 明 ”六 为 41b，blc， 改 有 鉴 数 了 使 86= 红 ，5 =be， 办 此 
e=ecaey)， 曾 Ge 为 整数 ， 所 以 ac。 

2) 若 afb， 则 对 于 任意 整数 c，albc， 

证 明 田 定 你 ,， bl， 又 外 假设 9lb， 故 由 1) 有 alpe。 

3) 若 5b5， 021c， 则 对 任意 的 整数 训 、n， 有 almb 寺 nhc, 

证 明 因为 4albp，alce， 放 有 整数 4,， ee 使 b=ad,， c=ae， 所 
这 ，mbp 寺 nc=mad 寺 nae=a (ma+tne)， 而 Wa 十 ne 为 整数 ， 所 以 
umbtnc, 

4) 车 在 一 个 等 式 中 ， 除 某 一 项 外 ， 其 余 各 项 部 是 a 的 倍数 ， 
则 此 项 上 也是 & 的 倍数 。 
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证 上 明 ” 设 在 等 忒 bbo 二 +b =C1 Cy"+e, 有 

b,c cmt 办 是 和 的 倍数 ， 解 由 b=c 上 es 二 ee 二 eu 一 

bs—ba—em—b,, Hi c+tctnmr+cs -bb mb 是 a 的 
倍数 ， 圾 了 是 4 多 倍数 。 

5) 可 dlb, bd， 旭日 = 半生 

证 明 洞 轩 ab,，b|4, 则 有 豆 数 94， s 使 得 P=ad， f=be, 于 
是 a= de， 消 具 4 得 1=de， 册 4， 8 静 是 整数 ， 相 玩 得 1， 玫 4a 
和 e 者 等 于 二 1|， 因 而 8= 土 a, | 

定义 3-15 如 及 < 是 上 的 因数 ， 阿 上 又 是 P 的 因数 ， 则 称 2 
证 2 和 8 的 公国 数 ， 

显然 ， 对 于 任意 整数 a, 58， 二 1 是 它们 的 全 因数 ， 

内 为 一 个 不 等 于 0 的 整数 的 因数 的 绝对 值 不 大 于 这 个 数 本 身 
的 绝 柯 值 ， 所 以 两 个 整数 a, BB 《 基 中 至 少 有 ~- 个 不 等 于 09) 的 公 
因数 的 绝对 值 当 然 也 不 大 于 &a、b 中 不 等 于 0 的 整数 的 绝对 值 ， 了 
是 ，&a 与 8 的 公 因数 的 个 数 一 定 是 有 限 多 个 ， 因 此 它们 当中 必 有 
一 个 最 大 的 。 

定义 3-16 整数 和 和 和 b 的 公国 数 中 最 大 的 一 个 称 为 是 @ bp 
的 最 大 公 困 教 ， 用 符号 (9, 9) 表示， 

本 是 由 定义 就 知道 ， 最 大 公 因 数 是 正 整 数 . 

若 &，b 中 有 ~ 个 是 9， 则 另 一 个 的 绝对 全 就 是 它们 的 最 大 公 
因数 。 藻 8 去 0，b 世 0， 得 bjle， 由 ,PP| 就 是 ca， 5 的 最 大 公园 煞 ， 
天 4。 册 以 诈 球 4 得 三 4 科 [ 作 灶 ， 二 1 

d=gb+r, rc 名 | C3-1) 

现 和 《83-1) 式 我 们 发 现 ， 荐 是 和 7 的 公 因 数 ， 则 由 4)，5 
是 的 国 数 。 因 而 是 2, 上 了 的 公 因 数 ,有 反之， 蒂 是 4 和 上 的 公 
下 央 由 4， 避 也 是 r+ 的 基数， 因 和 有 是 r 的 公 因 数 。 由 此 
可 见 ”ae 5 的 人 因数 和 |b， 风 公 入 数 完全 是 外 加 的 。 因 此 为 了 求 
a。 卢 的 最 大 公 因 数 ， 只 坚 求 b，F 的 最 太公 国 数 就 行 了 加 站 
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则 了 就 是 世 了 芍 具 上 公司 数 。 因 而 中 就 是 qb 的 最 大 公 辕 数 ! 若 
眶 5， 风 以 了 除 玫 得 商 其 余数 …， 和 如 此 年 下 去 . 岗 为 所 得 的 余数 逐 
次 碱 少 ， 所 以 鼓 太 长 将 奖 得 一 个 你 数 汐 0 的 式 子 ,这 就 是 所 请 回 
锐 入 除法 。 设 咱 银 和 综 简 宗法 得 到 的 备 成 为 

在 二 如 二 Fi 


| i: 


六 二 站 Sa + rss 


上 《3- 2 


上 


F, 2 = dnl 了 1 上 tr 


Ft 
市 六 于 的 淮 理 我 们 知道 ，4，&8 的 公 因 数 和 b,， + 的 公 因 数 相 
同 ， 相 rr，r: 的 公 因 数 相 同 , …， 和 7,-1，r, 的 公 因 数 相 赔 。 因 
还 有 
Ca bY) = (br) = i) eg Ts 
但 由 (3-2》 的 最 后 一 式 知 rr ， 故 《rra)=m 因此 
《es 27 = 上， 
例 1 设 a=6099 b=2166。 求 {o， 四， 
解 ” 因 汐 6499=2:2166 寺 1767 
2166 = 1.1767 + 399 
1767 = 4.399 + 171 
399 = 2.171+57 
171= 3*57 
所 以 。 C6099,2166) = 57 
定理 3-27 设 4 和 是 两 个 整数 ， 昌 《a,b) =8， 则 存在 整 
数 s 和 ft 使得 = 30+tb， 
证 明 令 J 了 是 可 以 写成 Ma+fb Cm， + 为 整数 ) 的 全 部 正 整 


数 的 集 台 ， 昌 
J = {MatHb|mh 为 整数 ，ma +nb>0}， 


"1l0d" 


因为 7 非 空 Ca 和 -aa 二 者 必 有 其 一 属于 了 )， 所 以 它 有 一 个 医 
小 元 素 ， 设 为 上 ， 并 令 下 =mPmsat+tob， 如 果 a=Rphid， b=h.4， 测 
我 们 有 
k=matrnb=mhatnhd=d(mh, +n,h,), 
这 意 昧 着 dk, (3-3) 
另 一 方面 ， 根 据 定理 3-26， 我 们 能 够 写 出 (= 号 ++， 这 里 
0<Y<Kg， 所 以 
站 = 外 一 和 二 人 一 @(W 站 直 和 本 = -maatr(t- nab, 
这 意味 着 或 者 7 =， 或 者 r+EJ， 但 由 于 +<k， 而 kK 是 了 中 最 小 
的 元 素 ， 因此 必 有 r+=0， 所 以 是 9 的 因数 。 同样 的 道理 可 以 
证 明 k 是 b 的 因数 ， 估 此 大 是 a 和 4 的 公 因 数 ， 于 是 有 
kd, (3-4) 
由 (3-3) 和 各 (3-4) 可 知 4=k。 故 定理 得 证 ， 
鲍 2 志 4a=6099 和 和 b=2166 为 例 ， 我 们 米 说 明 整 数 s 有] + 
的 计算 
出 例 1 我 们 能 够 写 出 
57 = 399~ 2.171 
=399— 2(1787 — 4.399) = -2.1767 +9.399 
= — .1767 +9(2166— 1-1767) = 9"2166 11.1767 
9-2166 — 11C6099 一 2.2166) = ~ 11.6099 + 31.21686, 
所 以 (6099, 2166) = —11-6099+ 31+2165, 
定理 3-28 整数 sa, b 的 任 -- 公 因数 是 它们 的 最 大 公 因 数 的 
”图 数 ， | 
征明 设 c 是 a, 上 的 任 一 公 因 数 ， 赔 为 (0, 8)=s0+t 二 ， 所 
这 由 cla,，cl8， 凤 得 cl(sat tb)。 也 就 是 c| Ca,5)。 证 完 。 
类 亿 地 ， 于 于 住 沉 有 限 个 整数 81,42; 史 , 0,， 具 要 这 个 数 
中 有 一 个 不 等 于 零 ， 我 们 同样 可 以 定义 这 4 个 数 的 最 大 公 因 数 ， 
护 用 符号 《gg0gy 2 的) 表 却 9 Dos ry Ms 的 最 大 公关 数 ， 如 时 
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taiyasa 一 1 就 称 giyoar 和 oa 是 互 束 的 。 特别 当 aas， 
"0; 中 每 一 个 都 和 舅 一 个 互 素 时 《 即 对 所 有 的 于 六 六 {8;, 9) = 
1， =1 2 的 显然， 两 两 
互 素 的 数 一 定 是 五 素 和 的， 但 女 宕 的 庄 数 芭 不 一 定 是 两 两 互 素 的 ， 
例如 ， 整 数 6，9 和 11 是 互 索 的 ， 但 芭 不 是 消 两 丰 素 的 。 整数 
5、9 和 11 是 其 斯 鼎 素 的 。 当 然 ， 对 于 两 个 整数 来 族 ， 息 素 利 两 
现下 灯 这 再 个 概念 是 - 覃 的 。 

定理 3-29 洛 9, bb 互 素 ， 击 4lbe, 则 a|lc,， - 

证 上 明 因为 由 总 下 过 。 故 由 定理 3-27 有 整数 s 使 1= 
sa+ tb， 因而 c= 5s2c thc， 但 alsac,， altbec， 因 此 9jc， 证 完 。 

定 究 3-13 一 个 大 和 斗 上 的 正 整 数 ， 可 果 除 了 1 和 它 自身 以 
外 ， 没 有 其 它 正 因数 ， 则 称 该 正 整数 为 喜 数 (或 称 质 数 ) 

定理 3-30 辣 了 为 贮 数 仙 卫 |8 op， 则 了 必 丈 除 eiyas， 
和 一。 

证 明 属 Pla.， 几 定理 得 证 。 着 Phas， 基 了 不 是 的 因数 ， 
但 了 只 有 1 和? 涯 个 正 医 数 ， 政 了 和 的 最 大 公园 数 是 1， 即 
各 a, 世 洁 ， 攻 Dean)o 及 完 理 3-29， Pity6,…0,.1。 闻 
样 ， 若 Pias-,， 则 定理 得 证 ， 否 则 必 有 peas…9-，， 如 此 类 推 ， 
必 可 找到 go- :sa 中航 一 个 为 了 整除 .证 完 ， 

定理 3-31 《〈 素 因数 分 解 定理 ) 

每 个 整数 2 怡 在 一 神 方 法 写成 素数 的 乘积 (不 论 过 因 数 出 
现 的 先 再 次 序 )。 

证 明 中.6 全 二 中 我 们 已 用 归纳 话 和 证 明了 每 个 整数 m 芝 2 可 
以 写成 素数 的 乘积 。 地 只 要 证 明 这 种 素数 乘积 形式 的 唯一 性 。 

设 R= pp2D, = A494 (3-5) 
这 里 ppz Pit dy qz 9 都 是 素数 ， 旦 可 假定 过 Ps 
和 人们 的 目的 是 要 证 朋 hh=k 有 p;= 4 
(= 1,2,., 1h), 
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首先 ， 当 吕 为 素数 时 《 国 ”= 2 或 汐 衣 素数 }， 由 素数 的 定义 
即 知 =K=]， 了 ,=91 sn 于 是 定理 成 立 。 

现 证 站 未 是 素数 【 因 灿 ?>2)， 并 根 设 定理 对 于 小 于 的 数 
都 成 并。 由 于 nn 站 是 素数 ， 必 有 =>1，K>1, 因 为 4911P17,…P;s 
p11q142…94， 根据 定 撞 3-30， 必 有 有 |p (lieh)，p;|g 
《上 雪上 二 上) 因为 P; 也是 素数 ， 它 只 有 P?; 和 1 两 个 正 因 数 ， 而 
4 天 1， 该 必 有 @ =P,。 间 样 的 道理 ， 必 有 P=9g;。 因此 得 到 
jpiy Pl = 太守 dd1， 版 不 得 未 有 P=41。 在 (3-5) 式 中 消 
法 pi， 得 


Papa*ps = qa 0 
让 据 归纳 假设 其 -1=k--1， 因此 n=K, 且 p=9. (i=2,3,*"， 
hy， 又 由 前 面 忆 证 81 = 494， 因此 唯一 性 得 证 。 
定理 3-32 对 于 任意 整数 nn 之 1 和 和 b 尝 ?，4 能 够 唯一 屯 表 示 
成 以 下 形式 : 
n=a Foebtab’ 十 +ob:, (3-6) 
其 中 0a <b (i=0,1,." ,KR) 且 G0 
证 明 (对 进行 归纳 ) 
当 nR=1 了 时 ， 取 =,k=0， 我 们 得 到 n=1。 这 便 是 (3-6) 
式 所 给 出 的 形式 。 由 于 p 关 2， 因 此 上 上 上述 形式 是 唯一 的 ， 
假设 对 于 整数 1,2,…,mm 1, 定理 成 立 。 根 据 定 理 3-26， 我 
们 能 够 玲 一 地 写 出 
m=9b+r， 这 里 0 志 ? < 之 b, 
国 为 8 空 ?2， 因 此 育 4 之 m， 由 归 钢 假设 ， 我 人 科 能 唯一 地 写 出 
d= +b +t+abiti... tab', 
这 里 0 入 a' 之 b (i=0,1 ,Ky BB as 0 
周 此 ， 我 们 能 够 唯 -一 地 写 出 


m=r+nb+raibt tr... robt' 


= 十 下 由 十 是 十 二 
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这 里 ，0<ei<B = 0 +1) 和 0 ,1 起 0。 证 完 . 

(3-6) 式 中 的 将 数 可 看 作 是 该 表达 式 的 基 、 当 基 事 先 儿 道 
《如 汪 进 制 中 的 10 或 三 进 制 中 的 3)，《3-6) 式 就 缩写 成 通常 的 形 
a 1 

例 3 把 十 进 制 数 427 表示 成 八进制 数 , 

解 ” 利 用 定理 3-32， 肥 日 =8， 将 十 进 制 数 427 写成 (3-6) 
式 的 形式 ， 
A27 = 0, ++ + +B*y 
逐步 找 上 出土 式 中 的 &,， 注 党 到 


427 = a, + 3(a, FO + + AB 1》。 
因此 ，a 是 8 涂 427 所 得 的 余数 ，427 = 5853.8+3。 
所 以 

dn 一 3 
而 且 


53 =G + + TB 0 FR + dg + 


同样 ，0) 是 8 除 53 所 得 的 余数 ，53 = 6+8+5。 


所 以 l d=5, 
而 县 6 =0, + G8+ +a.d 2 
显然 Gaz =6, 


由 上 可 知 ， 十 进 市 数 427 可 表示 成 八进制 数 653。 
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习 题 


1 以 下 关系 中 哪 一 个 提成 画 娄 ? 
(1 【Ca [mn EN, Rr 10}s 
《27 fn Mo) HWEN N= 小 于 ;的 素数 的 个 数 }。 
名 。 讶 站 二 20 X20， 吕 二 2， 给 定 由 入 到 及 的 关东 
j= {88), Sf Ss 181, S$,SEU}, 
了 是 画 狐 喝 ? 车 是 的 话 ， 了 的 慎 域 j= 20 吗 ? 为 什么 ? 
3。 下 列 集 合 能 够 定义 汕 数 喝 ? 如 采 能 ， 斌 指出 它们 前 定义 瑞 
和 慎 域 ? 
《1) {C1, (2,3)), C2 C354)), (3，(1，4)7， (4 (1; 4))} 
《2》 {C1 {2,8)), (C2, C3 4) (3, 3,2))}s; 
C3) {C1, C2,3)), (2, C3,4)), (C1, (2, 4))}s 
> {tl C23), (C2, (2, 3)), (C3, (2,3))}. 
和 在 下 列 西 教 中 ， 确 定 哪 将 是 内 射 ， 哪 些 是 满 笛 ， 哪 些 是 站 
射 。 
《17 站 NMN-zZ 了 0 = 小 于 开 的 完全 平方 数 的 个 数 ? 
{2) fs: R=>R, fn = 2 15; 
(C3) fs RrR, fotr) =r? +2 ~15, 
(4) Fas Ni-rNy faln stes) = 1, 
{5) fr N—*R, fel = lognhs 
6) fes N->Z, fn 二 等 于 或 大 于 iogo 的 最 小 整数 ; 
(7) 方 : C20) (3252 (SS = CS NS, SI 门 S 
5。 设 后 和 有 旦 部 是 有 中 集 ,上 4=P #B=1， 锐 存在 着 多 内 个 不 
同 的 内 射 户 各? 让 在 多少 个 不 同 的 程 射 ? 
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6。 在 下 列 沽 数 中 ， 确 定 哪些 是 内 射 ， 哪 些 是 满 射 ， 哪 坚 蚌 多 


封 ， | 可 。 i 是 偶数 
Cy fy dr, f(y= 
位 一] 
2 
(C2) os Zr flX) = ITESICIX), 
(3) fy; Ze-r2o, f(xX) = rese (dX), 
7。 设 4= {ypGoy py Gil， 斌 证 明 任 何人 失 贞 到 和 的 男 数 ， 如 林 
它 是 内 射 ， 则 它 :这 是 满 射 。 反之 亦 豆 。 
8。 设 沿 数 ZXZyZ， 世 XZ->Z。 这 里 (XY) 二 十 
gf 二 XY， 试 证 明了 和 8 外 症 洪 射 ， 但 都 不 是 内 射 ， 
9。 设 有 肖 就 1.R-zR 和 和 8; 愉 RR， 这 里 J(X)}=X 一 2 加 g(X) <x 
二 4。 来 出 5 和 gf 并 说 明 这 些 画 数 是 否 是 内 射 ， 满 射 或 到 射 。 
10。 设 有 函数 fg R-rR, 给 定 为 J(X}=X+ 2 8(X) = X= 2, 
Xe) = 3xX， 试 求 出 gf, jrE; fj jh, hvg, frhog. 
11,。 设 和 及 ={1,2,3,4}， 定 义 一 个 十 数 了 ;及 -> 有 及， 使 得 ] 才 1 
而 且 是 双 射 。 求 所 ,1 了 以 及 ff-!， 能 稚 拒 到 一 个 双 肌 8 A 一 
及， 使 g 考 J4，。 但 g: = 了? 
12。 设 访 RR， 了 (0) 二 2 一 2。 斌 来 塘 1。 
13, 完成 定理 3-3 的 证 明 ， 并 相对 定理 3-2 的 不 可 送 部 分 举 出 
反例 。 
14。 来 出 下 列 置换 的 这 置换 史 和 己 并 未 出 已 P、PPi，CPi， 
PP}, 


f 是 计数 # 


pede 了 了 8g nrbcedets 
(yb P= (ss sbas a) 

15, 已 因 洲 数 了 AB， 这 全 了 (0) = 0:24 C0) + le tf 上 
4 是 Pr 导致 的 生 上 的 等 从 分 划 ) 。 泊 数 E， 册 ->C， 过 里 区 (G) = 
人 PKG) t 1-e,. Cn) 十 3 人 有 是 Dp, 叶 至 的 及 上 的 等 
从 分 划 )}。 汇 证 明 ， 
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# Ka) + gla) = Orenna td) tenn ta) t enn mid) 十 2e4n4 (0) 
+ Benn a td) + en a C0. 
16, 访 =【〔 生 门 BO UDC 这 里 和 ,日 和 CC 是 全 全 
口 的 子 集 。 根 据 2 CD)， ep CH) 和 上 rt 的 利 的 所 有 可 能 的 组 合 ， 把 
estW) 的 值 妈 成 下. 构造 人 S 章 成 贡 表 ， 并 将 所 构造 的 西 表 相 比较 。 
17。 设 AAA 是 全 集 U 的 子 集 ， S 是 一 个 由 A Ass 
及 , 户 生 的 集会 , 5 的 最 小 全 标 准 形式 为 5= vo M' 《这 里 时 ， 是 由 
各 19 六 2;*， 闪 ,产生 的 最 小 集 )。 试 证 明 ,1) = 之 Ey CUM), 
18。 收 采集 合 和 A 和 日 部 是 可 数 集 ， 试 证 明 集 合 让 X 召 也 是 可 数 
业 。 
19, 如果 4 有 可 数 集 ， 斌 江 明 4 也 是 可 教 集 。. 
20, 证 明 区 间 ,1) 和 [01 是 等 梦 的 。 
21。 证 明 全 体 无 理 数 的 集 含 是 不 可 数 集 。 
22.。 证 明和 任 一 无 限 集 才 包含 有 一 个 与 它 自生 等 势 的 真子 全。 
28。 设 了 是 由 A 入 到 晤 的 对 下 ，#4A> 革 BB 
《1》 当 惠 4 除 以 招 时 ， 设 宇 是 商 ， 上 是 余数 ， 证 明 ， 


[ 涛 ]- 全 车 fF 六 0; (fx] 表 示 不 小 于 x 的 里 小 整数 ) 


#8B L 营 三 人 0, 
(2) 证 明 在 入 中 闸 在 个 元 素 abyq rapj | 论 j 合生 
Ta) = = = fa), 


24. 对 天 应 用 上 归纳 法 证 明 以 下 命题 。 
(13 达 《2 一 13 一世 25 
(2) 忆 这 = H+ 1) C2n +1)s 
和 3 
C3) 之 t= [Bun+ | # 


(4) i = nr- 


.wiiie: 


《5》 如 果 | 是 一 个 毗 等 珊 数 ， 咱们 = 
《6》 对 于 任何 一 个 满足 <ca< 1 的 @ 
(1 一 的 党] 一 mg (nD) 
(7) 2 ni 10) (提示 : +r DD. 
25, 归 绩 地 定义 下 面 函 数 ， 


ED =C, Ci 0), 
26. 阿 克 曼 【AcgKermany) 场 数 ,2:7Z 归纳 地 定义 如 下 
《0 1) = 用 十 1 {n= 0), 
Alm,0) = A — 1,1) (m>> 0), 


A N= A I A HI n>0,n>0), 
计算 A(2,3)。 
27。 设 有 肠 教 户 1->1]， 这 里 了 ( 广 = 中 + ]， 给 出 函数" 的 表 计 
式 ， 并 用 对 进行 归纳 的 方法 证 明 这 个 表达 式 的 环 确 性 ， 
28, 对 于 下 列 8 的 什 ， 计 算 (9b) 并 以 下 + 地 的 形式 表达 
它们 ， : 
《1 a= 14, b=35, 
(2) a= 180, b=252, 
(3) a= 4148, b=7684, 
99。 证明; 如 果 (0,b)=8，(c,D =1， 财 (ac, by=4， 因此 ,车 
OC 邦和 了 至 素 ， 则 Gc 也 和 卫 到 玄 。 
30, 证 朋 ， 车 5>0， 则 (a,b) -c= {0c,bc), 
31. 证 明 : 若 (a,b) =d， 则 (年 ， 于 )= 1 反之， 荐 4 是 ab 的 
= 个 正 公 因数 且 (§, #)= 1， 则 a,b)= 忆 
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第 四 章 代数 系统 


在 这 一 - 章 ， 我 们 引入 代数 系统 的 概念 ， 说 明 什 么 是 代数 系 
统 ， 介 绍 玫 个 熟悉 的 代数 系统 的 俩 子 ， 并 讨论 它们 的 基本 性 质 ， 
这 些 例子 岩 湖 ， 不 局 的 代数 系统 可 这 具有 -一 些 共 同 的 姓 质 ， 由 此 
说 明 研 究 抽 象 的 代数 系统 的 必要 性 ， 我 们 还 将 介绍 一 些 与 代数 系 
统 相关 联 的 ， 重 要 而 有 用 的 概念 ， 如 交配 、 同 构 、 同 余 以 及 代数 
系统 的 直 积 等 . 

代数 系统 的 概念 在 计算 机 科学 的 许多 理论 领域 都 是 必 不 可 少 
的 。 


上 上 一 章 我 们 讨论 了 有 从 集合 4 到 集合 中 的 一 般 的 函数 。 现 在 我 . 
们 把 讨论 局 限于 从 集合 4 到 集 台 上 的 函数 帮 4-=4。 由 函数 的 
定义 , 对 于 A" 中 的 每 一 个 有 序 n 元 组 ,在 有 态 中 都 有 唯一 的 元 案 与 
之 对 应 , 因为 A" 的 每 个 有 序 RR 元 组 人 0 00, ,9,) 中 的 所 有 Qi 记 及 
所 以 ,函数 关系 (aa ou =4 就 可 以 着 作 是 集合 A 中 的 tt 个 
元 宗 经 过 某 神 运算 了 后 在 和 中 得 到 运算 结果 a 。 显 然 ， 这 种 运算 
对 于 集 售 4 中 任意 # 个 元 素 都 可 进行 。 于 是 我 们 给 出 下 面 的 定 
这 

定义 和 -1 设 有 集 台 4, 函数 J，A" 下 入 称 为 及 上 的 一 个 入 元 
运算 .xz 称 为 这 个 运算 的 阶 . 

特别 ， 若 攀 数 所 4:-> 上 ， 则 了 是 4 上 的 二 元 运算 。 若 f 及 
一 4， 则 了 是 4 上 的 一 元 送 算 。 这 是 丙种 晤 常见 的 运算 

例 1 设 4a=T 可 如 下 定 文集 合 工 鞋 的 一 元 和 二 元 运算 ， 
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一 元 运算 一 ，T-=J1， 对 于 每 一 个 非 堆 整 数 1GT 一 (人 = 一 让 
~(O=0. 于 是 ~(27= -2，~(-3)=3，~(5)= -5。 这 就 是 
通常 的 求 相反 数 的 运算 ， | 

二 元 基 委 +: 上 DD 头巾 + 说)= 设 + 好 鹿 +1 是 二 元 
组 (ii 在 了 运算 下 的 闽 ， 于 是 + (3,57=3+5=8，+(， 一 6) 
=4+(-6)= -2。 这 就 是 重 沉 数 的 加 让 运算 ， 
于 实 上， 加、 减 、 乘 部 是 鉴 数 集合 上 ， 也 是 实数 集 台 上 的 二 
元 运算 ， 但 除 丰 是 这 些 焦 台 于 的 二 元 运算 。 折 和 琴 都 是 罕 然 数 舍 
上 的 二 元 运算 ， 但 减 孙 是 自然 数 集 上 的 二 苑 运算。 集合 的 并 和 交 
适 算是 全 集 台 忆 的 展 集 2 上 的 二 元 运算 ， 也 是 任 一 宗 合 的 蜂 集 上 
的 二 元 运算 。 补 运算 是 这 些 集 合 上 的 一 元 运算 ， 

我 们 常 冲 以 特殊 的 和 宪 吉 来 发 未 一 元 和 一 元 运算 ， 如 一 ,#，。， 
+， 一 ，U， 伍 等 等。 对 和 于 一 万 运算 ， 常 将 运算 符号 放 在 9 全 及 
的 前 面 或 上 上面 ， 以 表示 在 此 运算 下 5. 节 得 。 对 于 二 元 运算 ， 常 将 
运算 符号 披 在 4 和 9) 之 间 ， 以 表示 往 此 运算 下 (C204) 的 每 。 例 
各，J (4,,41) 可 写成 afaj 或 aa 

雪上 是 有 限 集 基 ， 例 如 站 = feargo yo， 则 如 上 的 一 元 和 
二 元 运算 常 分别 用 形 如 点 4-1 的 两 个 运算 表 来 定义 ， 


表 4-1 
人 of GD) 所 外 1 Us 机 ue 
EL | egGi) 人 OC AY afGiy 丰 2) ogg 人) 
fe | etdz) fH | oda 0.) ola. 3) … olas On) 

四 : 1 =- = 四 
: :1 ; : 
Un | con) Ur i ofgns 这 上 odss 3) 1 of On} 


如 果 作 用 在 一 个 集合 的 元 素 上 的 运算 ， 其 运算 结果 也 仍然 是 
这 同一 集合 中 的 元 素 , 那么 就 称 这 个 集合 在 这 种 运 自 下 是 寺 闭 航 ， 
显然 ， 集合 轧 作 其 上 所 定义 的 %n 记 运算 下 是 封闭 的 ， 


“和 = 


假设 在 集合 4 上 定 光 了 一 个 天 元 和 运算。 8 是 4 的 一 个 子 集 ， 
直送 复 。 的 定义 ，$ 中 证 龟 于 个 元 素 经 过 和 运算。 后 ， 所 得 的 运算 结 
污 是 集合 4 中 的 元 案 , 但 不 一 定 是 3 中 的 元 素 ， 即 虽然 Ca ga … 
4 5 "， 但 水 能 保 王 :G0 ,0,5。 于 在 我 科 给 出 下 面 的 

定 尺 4-2 设 。 是 集合 A 上 的 一 个 x 无 运算 ，S 扎 及， 如 果 对 
于 每 一 个 (jy0 ES 者 有 "ebaygo ES， 则 称 5 在 
运算 。 王 是 封 闭 的 . 

例 : 正 整 数 集 N 上 定 尺 了 二 元 送 算 加 ， + (1 = ++ 格 ， 
令 Ne= i2kIECN}= i2,4,6, 8 }; 

S= {nneEN, 8 整除 307 = {1,2,3,5,6,10,15, 30}。 

显然 N, 和 5 都 是 NN 的 于 集 ，N, 对 二 元 运算 + 是 封闭 的 ， 但 5 对 
运算 + 不 封闭 。 . 

定理 4-1 设 。 是 定义 在 集合 A 上 的 一 个 1 元 运算 ，S, 和 名 
是 A 的 在 运算 。 下 封闭 的 于 集 ， 则 S105, 在 。 王 万 是 封 奢 的。 

证 明 对 任 一 前 光束 GayasESonis， 因为 0,0,… 0， 
ES,, 且 S, 在 运算 。 下 是 封闭 的 ,所 以 。(auas pg ES1。 叉 因 
光山 5， 且 5 在 返 算 。 下 是 封闭 的 ,所 以 及 有 5。(01, 
80 人 SS ， 轩 此 有 :ao 人 有 站 3S。 证 完 ， 

下 面 我 们 评论 二 元 运算 的 某 些 一 般 性 质 。 

定义 4-3 设 * 是 集合 A 上 的 一 个 二 元 运算 ， 如 果 对 于 任意 
的 8,bEA， 有 axb= bw， 则 称 * 在 4 上 是 可 交换 的 。 

定义 4-4 设 * 是 集合 各 土 的 一 个 二 元 运算 ， 如 果 对 于 任意 
的 apeEA， 有 abscy = (0#b)#c， 则 称 * 在 4 上 是 可 结合 的 。 

定 尺 4-5 认 * 和 。 是 集合 4 上 的 二 元 运算 。、 如 果 对 于 任意 
的 9,PeEA， 有 

axthec) = Cumb)o (Cancys 
(boc) m0 = CaQ) eo CC#AY, 
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则 称 * 对 了 于。 是 可 分 本 的 . 

例如 ， 实 数 集合 只 上 的 加 和 乘 运 算是 可 交 澳 的 ， 也 是 可 结合 
的 ， 和 便民 土 的 减 运 算 即 是 不 可 交换 和 不 可 结合 的 。 乘 对 加 是 可 分 
醚 的 ， 但 加 对 于 先是 泵 可 分 配 的 。 任 一 集合 的 审 集 上 的 并 和 交 天 
算是 可 交换 和 可 引 傅 的 ， 而 且 并 与 变 是 相 所 可 分 本 的。 

若 汪 元 运算 * 在 A 上 是 可 结合 的 ， 则 9#*Cb*c2 = (90#5)#c 常 
记 作 没有 括号 的 arbwc。 

在 前 面 各 章 我 | dN 
可 用 数学 归纳 法 加 以 证 明 ， 现在 我 们 就 集合 A 上 的 二 元 运算 给 
其 证 明 。 

设 * 是 集合 有 A 上 可 结合 的 运算 ， 记 证明 运 算 # 对 尾音 个 元 
入 ,0,0 也 是 可 结 舍 有 的， 只 要 证 明 在 4.#0,#"#a, 中 任意 加 
揪 志 所 得 的 积 (我 们 简称 4 中 元 素 经 * 运算 的 结果 为 积 ) 等 于 梓 次 
序 由 左 厕 有 加 括号 所 得 的 积 

[I 

首先 ， 当 7= 1 和 #=2 肝 ， 上 沭 命题 居然 成 立 ， 

当 n=3 轩 ， 册 结合 律 上 述 命 古 也 成 立 ， 

次， 假设 对 少 于 1 个 苑 素 的 乘积 上 述 命题 成 立 ， 并 设 生 as 

#0, 任意 训 播 号 而 得 到 的 积 为 &， 设 在 z 中 最 后 一 次 计算 是 

8, ”了 部 分 相 乘 ， 即 == (8)s(y)， 因 了 的 元 素 个 数 小 于 na， 故 
出 归纳 假设 ，Y? 等 于 按 次 序 由 左 而 右 加 括号 所 得 的 积 (…)%wa.。 由 
人 = (Butp) = CHW RO) = CB 0 Hi CAB} 

…) 的 元 案 个 数 小 于 二 故 等 了 三 和 

【人 1 

因而 8= C0 CC va) Yo ) ora ea, 这 就 让 明了 对 于 A 中 
人 尾音 1 个 元 素 运 算 #* 前 是 可 结合 的 

于 是 ， 丰 这样 的 集合 中 ， 无 略 号 的 表达 式 isss.…#a, 叭 一 地 
表 去 A 中 的 一 个 元 寄 。 特 别 对 于 a#a# #9 次 )， 我 们 记 作 a"， 
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并 且 称 为 & 的 部 次 过 ,， 吕 称 为 上 的 指数 ， 形 式 的 必 还 可 归纳 定 电 
为 ; 
a!=a, 
人 一 人 加 《一 23 
显然 ,如果 还 算 * 是 可 结 含 的 ， 则 对 任意 的 正 整数 只 和 ?， 有 
人 
far" = om" 

不 面 定义 集 侣 4 中 与 二 元 运算 相 联 系 的 一 些 特 殊 的 元 素 。 

定义 4-6 设 * 是 集合 4 上 的 二 元 运算 ， 如 果 存 在 一 个 元 素 
4 所 太 ,使 得 对 于 所 有 的 aE A 有 ewa=a, 期 称 6i 是 各 上 关于 运算 * 
的 左 童 位 元 ;如果 存 在 一 个 元 素 e,E 4, 使 得 对 于 所 有 的 hE A 有 
age = 0 出 称 e, 是 4 上 关于 运算 * 的 右 单 位 元 如 果 存 在 一 个 元 
素 eE 4，, 局 得 对 于 所 有 的 eEA 有 exn= 0#e=q， 则 称 e 是 上 上 关 
于 送 算 * 的 单位 元 。 

定理 4-2 设 * 是 集合 A 上 的 二 元 运算 ,又 设 2 和 e, 分 别 是 * 
的 左 单 信 元 和 志 单 位 元 , 则 e,=e, =#， 且 是 * 的 叭 一 的 单位 元 ， 

证 明 因 e, 和 e, 分 别 是 * 的 志 、 右 单位 元 ,所 以 eiwe， 二 唱和 
令 e=er = 多 则 是 的 一 个 单位 元 。 设 e” 也 是 * 的 单位 元 ， 则 
?ge =8= 6, 因此 6 是 * 的 唯一 的 单位 元 ， 证 完 。 

定义 4-7 设 * 是 集 人 台 4 上 的 二 元 运算 ,如果 存在 一 个 元 寄 : 
和 4， 使 得 对 于 所 有 的 eE 4 有 za=z， 则 称 2 是 4 上 关于 和 运算 
的 左 霍 元， 如 果 存 在 一 个 元 素 z 全 上 态 ， 使 得 对 于 所 有 的 4 5 A 有 a* 
z=2:， 刚 称 z. 是 和 上 关于 运算 * 的 宕 和 者 污 ， 如 果 存 在 一 个 元 案 ? 
EA, 使 得 对 于 所 有 的 0 EA 有 z#a =a#z =z， 则 称 z 是 4 上 关于 运算 
* 的 雷 元 ， 

类 似 于 定理 4-2， 我 们 有 ，; 

定理 4-3 设 * 是 集合 A 上 的 二 元 运算 , 又 设 ?; 和 zx, 分 别 是 
者 的 在 零 元 和 右 堆 元 ， 则 xz,= 2 =z 县 2 是 * 的 唯一 的 零 元 。 

“LI7 。 


其 证 明 与 定理 4-2 的 证 明 完 全 类 亿 ， 

例如 ， 对 于 实数 集 R 上 的 加 法 运算 来 说 ，0 是 其 单位 元 ， 它 
没有 :县 元 。 而 潍 靶 运算 的 单位 元 是 1 ， 零 元 是 8， 减法 运算 的 右 
单位 元 是 0 ， 它 没 有 左 单 位 元 ， 因 而 也 漫 有 单位 元 。 在 宪 集 2" 
上 上， 加 是 集合 并 运算 的 单位 元 ， 交 运算 的 零 元 ，U 是 交 运 算 的 单 
位 元 ， 并 运算 的 零 元 。 

定义 4-8 设 * 是 集合 4 上 的 二 元 送 算 。 如 果 oa= 2， 则 称 
元 素 上 E4 是 入 上 关于 运算 * 的 村 短 元 。 

二 元 运算 约 单位 元 和 零 元 都 是 窒 等 元 。 除了 单位 元 和 零 元 
外 ， 还 可 能 有 其 它 的 罕 等 元 。 例 如， 每 个 集合 都 是 并 逃 算 和 交 运 
算 的 每 等 元 ， 

定义 4-9 设 。 是 集合 4 上 只有 单位 元 e 的 二 元 运算 ， 对 二 
元 夫 GE A， 如 果 奏 在 一 元 素 di! EA， 使 得 而:1*9=e， 则 称 元 来 
0 对 于 运算 * 是 在 可 遂 的 , 而 称 97! 为 9 的 左 递 迁 ， 如 果 存 在 一 元 
素 97' A, 使 得 awar! =e, 则 称 元 素 4 关于 运算 * 是 在 两 灌 的 , 而 
称 6 为 5 的 右 道 元 ; 如 果 存 在 一 元 案 0 CEA4, 使 得 a7 1Wa = ono! 

则 称 4 关 十 运算 * 是 可 道 移 ， 而 称 o7 1! 为 9 的 省 元 

定理 4-4 设 * 是 集合 A 上 具有 单位 元 e 朋 可 结合 的 二 元 运 
算 。 如果 元 素 4 所 A 有 左 逆 苑 和 大 遂 元 , 则 其 充 、， 有 省 元 相等 ,并 
且 就 是 sa 的 唯一 的 道 元 。 

慌 明 设 a7: 和 oz: 分 别 是 5 的 堪 递 元 和 右 六 元 ， 则 oilea 
=4#ar! = e。 因 此 


QF (WARAT! = CHT TO #1 = har!l = a7. 


= 1) FAT HemaTl!lp 
于 是 a7!=a7!=a-'! 是 4 的 一 个 道 元 ， 
设 吕 也 是 Ga 的 一 个 邀 元 ， 贝 则 : 
b= bae = bor) 二 《bh a 


因此 a ' 基 4 的 唯一 的 逆 元 ， 证 完 。 
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直道 元 的 定 文 志 知 , 如 果 EA 有 逆 元 07'， 划 有 awa-' =a- 1 
a=e。 因此 (ao- 05-:=a《 妈 是 :的 逆 元 )。 

显然 ， 对 于 任何 一 元 运算 ， 单 位 元 是 可 六 的 ， 其 逆 元 就 是 音 
位 元 自身 , 但 一 般 零 元 不 是 可 逆 的 。 例 如 ,每 一 个 实数 ER 都 有 
一 个 关于 加 法 运算 的 闻 元 -+, 每 一 个 非 零 实数 "ER, 都 有 一 个 关 
于 乘法 运算 的 过 元 ， 但 数 0 不 是 可 北 的 ， 

二 元 运算 的 上 述 这 些 性 质 在 代数 系统 中 常 被 用 来 作为 公理 。 


84.2 代数 系统 


一 个 非 空 集合 和 定义 在 该 集合 .上 的 一 个 或 多 个 运算 所 组 成 的 
系统 称 为 一 个 代数 系统 ,用 记号 之 S，0);,02,… 04 之 表示， 其 由， 
S 是 非 空 集 含 ， 称 为 这 个 代数 系 续 的 域 ，o,o, …:，o 是 $ 上 的 运 
算 。 注 总， 集合 8 上 上 的 各 个 运算 可 以 是 具有 不 同 阶 的 运算 。 

代数 系统 《5;04,0,,… ;0,) 的 基数 与 3 的 基数 茵 义 相同 ， 固 此 
当 S 是 有 限 集 时 ，《S; ol,o:,，… ,0) 称 为 有 限 代 数 系 统 . 

例 1 设 Rs 表 示 集 合 A4 上 所 有 关系 的 集合 ，… 是 求 复 合 关 系 
的 运算 .显然 R, 对 运算 ， 是 封 酒 的 ， 本 此 它们 可 以 构成 一 个 伐 
数 系统 《Rs;，》>， 其 中 - 是 Ra 上 的 二 元 运算 

例 3 全 集合 口 的 军 集 2" 对 于 集合 的 :，U ,站 运算 显然 是 
封 逆 的 ， 因 此 可 构成 代数 系统 《27; ',U ;站 >)， 称 之 为 第 会 代数 . 
这 星 ' 是 27 上 的 一 元 运算 ;VU 和 让 是 二 元 运算 ， 

例 3 整数 集 1 和 定义 在 其 上 的 通常 的 加 法 与 鳞 法 运算 组 成 
一 个 代数 系统 ， 沁 作 《1; + ,，》， 这 两 个 运算 都 是 [上 的 二 元 运 
算 ， 其 有 如 下 的 一 些 重要 性质 ; 

《1》 交换 律 “对 任 疙 的 i，j El 

i+ji=j+ti, ii 


* ii9s. 


(2) 结合 律 ”对 任 次 的 六 入 大 ET， 
it Ci +k) = (上门 填充 ， iD = 
(3) 分 配 律 ” 对 任意 的 ij,ED, 
die tj+trhk) iitiek, 

(4) 单位 元 1 含有 特殊 的 元 尝 0 和 1, 使 得 对 于 任 尝 的 iEl， 

i+0=0+i=i, lr*i=ie1=i, 

(8》 关 于 加 法 的 可 逆 性 ”对 于 每 一 元 类 ETI， 都 有 一 元 素 
~ 了 E17， 合 得 C+ti=i+(-i)=0, 

《6》 消 走 律 ” 如 果 j 二 0， 则 对 性 意 的 j,kKET 由 1 js 
可 得 j=, 

例 4 实数 集 FR 和 定义 在 其 上 的 通常 的 加 法 和 对 守 运算 组 成 
代数 系统 《Ri + ，,，*，》。 容 易 验 证 <R} + ，* > 具有 上 述 对 于 代数 系 
统 《I + ，*》 所 列 出 的 金 部 性质， 

， 例 5 ” 设 有 集合 B= {9, 嫉 和 由 下 家 给 出 的 B 上 的 运算 + 和 *， 


+ oa b | a b 
召 a vb 立 站 站 
pb b a b a b 


容易 验证 ， 代 数 系统 《8; + ,' 》 也 具有 对 《J +，*， 》 所 列 出 
的 全 部 竹 质 ， 这 里 加 法 的 单位 元 是 4， 条 法 的 单位 元 是 5， 

此 外 ， 有 理 数 集 虽 和 其 上 定义 的 通常 的 加 法 与 乘法 运算 组 成 
的 代数 系统 《95 + ,。》 也 具有 对 “6 + ,，* 》 所 列 出 的 全 部 性 质 。 

上 述 这 些 例子 表明 ， 不 同 的 代数 系统 可 能 具有 一 些 共同 的 福 
质 。 这 一 事实 启发 我 们 ， 不 必 一 个 一 个 地 去 研究 各 个 代数 系统 ， 
而 是 列 出 一 组 注 质 ， 拒 这 一 组 性 质 看 作 是 公理 ， 我 们 研究 满足 这 
些 公理 的 抽象 的 代数 系统 。 在 这 样 的 抽象 代数 系统 里 ， 由 这 些 公 
理 推导 出 的 任何 有 效 的 结论 (定理 )， 对 于 满足 这 绍 公理 的 任 信 代 
数 系统 将 都 是 成 立 的 ， 为 了 作 这 样 的 寺 论 ， 我们 将 水 考虑 性 何 特 
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定 的 举 合 ， 也 不 给 所 具有 的 运算 眠 子 任 何 特定 的 含义 。 这 种 系统 
的 集合 和 疾 算 仅仅 是 一 些 油 但 的 记号 。 而 相应 的 代数 系统 就 叫 黎 
抽象 代数 。 

例如 ， 我 们 可 以 将 倒 3 所 列 思 的 六 条 性 质 作为 公理 ， 定 浆 一 
个 称 为 “ 整 环 *” 的 抽象 的 代数 系统 ， 

定义 4-10 设 ) 是 一 个 非 空 集 合 ，+ 和 “， 是 了 上 的 丙 个 二 元 
运算 ， 如 果 运 算 + 和 “。 满足 前 述 性 腿 由 一 (6)， 则 称 代 数 系统 
《7 +，， >》 为 整 环 ， 

了 于是， 代数 系统 《+， >》、CRi TOrf，， 和 和 (Bi 
+，"》 都 是 整 环 。 

定义 4-11 设 (Si oo，…,o-) 是 一 个 代数 系统 ,各 是 S 的 一 
个 非 空子 集 ， 它 在 3 的 每 一 运算 下 部 是 封闭 的 ， 即 对 每 一 个 太 阶 
的 运算 口 及 对 每 一 有 序 育 ; 元 组 (XN sh ) EE, 有 aifxiy 和 sy 
三 二 sk,) 忌 训 ， 则 人 找 数 系统 Cs BG Gy 称 汐 94013029 1" ;0.7 的 
子 系统 或 子 代 数 ， 其 中 运算 (= 1,2,…,n) 是 天 阶 的 运算 ， 对 
于 每 一 {XX Ne ) ES RN OX 
Xp ), | ! 

如 上 定义 的 运算 ,0G =1,2,-…,n) 是 运算 0; 在 新 域 $ 上 的 限 
制 ， 因 此 为 简便 起 见 ，<1 儿 1 … 名 ,》 有 了 时 就 记 作 仿 ; 01,0,,.…。 
ov>， 

若 和 是 3 的 真子 集 ， 则 称 《SsDu,osy 0 小 是 4340 Di Du》 
的 真子 系统 或 真 于 代数 。 

例 6 代数 系统 <E; + ;*》( 这 里 EB 是 所 有 偶数 的 集合，+ 和 
“ 是 通常 的 可 法 和 乘法 ) 就 是 4T + >》 的 子 代数 ， 藻 对 表示 所 有 
畜 数 的 集 台 ， 财 W 和 运算 + ，* 不 能 构成 fT + ，*}》 的 子 代 数 ， 

例 7 代数 杀 统 <00,1];，》 (这 里 ， 是 通常 的 胰 法 ) 是 CR ，》 
的 子 代 数 。 

定义 4-12 设 有 了 明 个 代数 系统 了 = 653104490129 01n7》s Vs 
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三 (B21 00490529. Da 如 果 运 算 Dj 和 Dstt = 1 ;2,**" ,1) 具 有 相 
疗 的 阶 ， 则 称 代数 系统 Y, 和 TY: 是 局 一 类 型 的 ， 


34.3 辐 态 各 同 霓 


医 数 这 个 概念 ， 对 于 代数 系统 来 亢 ， 必 须 与 代数 系 绕 册 的 送 
自发 生 联 系 ， 才 能 成 为 有 力 的 工具 ， 因 此 在 计 论 代数 系统 时 ， 我 
们 豆 要 的 是 与 运算 有 联系 的 函数 。 还 策 ， 区 志 运 算 的 象 等 于 这 些 
元 束 的 象 揭 运 算是 一 个 重要 的 联系 ， 永 节 就 是 计 话 具有 这 和 和 联系 
的 量变 函数 ， 

定 福 4-13 设 V= 《350040189 呈 0 和 VW == 《5 051 9019 
… 92n7 是 两 个 同一 类 型 的 代数 系统 ， 即 0;; 和 0,, 者 是 关 阶 的 运 
算 i=1 2 , 是 从 Sl 到 Ss 的 一 个 函数 ， 咎 对 于 二 一 个 k, 
无 组 人 Xe ESt!, 有 REO XL Ns RE) = 0., Ch(X,), 
Xa 2 
的 一 个 同 态 (参见 图 4-17。 人 代数 系 统 T: 常 称 为 YY: (站 有 下 ) 的 周 


访 象 。 有 了 时 也 谤 严 将 运 第 0 传送 到 运算 Do (i= 上 2 


呈 : i > 


x 0 xl xr) RX On hn) PC XY) 
| 图 4-1 
特别 当 R =2， 革 运算 部 是 二 元 运算 上 时， 二 - 定 义 也 可 以 这 样 
前 述 : 
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设 有 信 数 系统 VV, 二 《3 D 和 Vi=《S:: 二 ,。》， 其 中 的 运 
算 都 起 二 元 运算 ， 只 是 从 3$ 到 5; 的 函数 ， 若 对 于 所 有 的 (xuxaz) 
ESi， 有 
hx ¥X) = (XX REXDOX) 一 只 (X » h(x,), 
则 坟 是 一 个 以 Vi 到 Y 的 向 访 ( 将 * 传 送 和 天王， 将 口传 送 和 到，)。 
直上 看 出 ，$ 中 年 何 疯 个 苑 堵 x*: 和 的“* 积 ”的 象 ， 就 是 
x 和 < 在 3. 上 的 象 交 “友和 ”同和 < 和 的“ 司机” 的 和 象 . 右 
是 和 阅 在 3 上 的 和 的 “， 积 ”， 
例 1 洛 虚 代数 系统 V= 人 +， >， 其 路 工 是 数 集 。+ 与 
“。 是 通 常 的 加 法 三 欧 法 。 并 高 虑 代数 系统 Y= 《Za 和 中 ooz， 其 
中 Zz4= {0,1,2,3:4,5}， 而 儿 s( 模 的 山 法 ) 和 避 s( 模 6 的 乘法 ) 
定义 为 
2 2) = tesel?| 十 Za ZC er = Tese (ZL * F202) 
定 尺 国 数 有，j-rxZ。， 对 任意 的 i1， 月 hei) = Tese(i)， 则 请 
是 一 个 从 Yl 济 Y, 的 同 态 。 这 是 因为 对 于 所 有 的 (iviy) E17， 有 
reseti, + 7) = rese ti) Dres (i,), 《1 
resuti, * 1,) = Tres (TI (Ores, Ci), (2) 
我 们 给 出 (0) 式 的 证 明 ; . 
设计 =64 tr 人 二 儿 ) i=69 + (0 了 


则 i ti = 6 + 0 tr +t?), 
所 以 resotil +is) = rese(r, +t,), 

一 方面 ，Tesati) Dorese (ti) =T .Bars = rese(r, + re)y 
因此 TeSefiil 十 z)》 = Teseti) derese (i ), 


对 (2) 式 可 类 和 氢 岂 大 以 证 明 。 
例 2 茂 们 知道 ， 歼 数 集 工 上 的 “ 磺 严 同 余 ”关系 是 了 上 的 等 
价 关 系 。 谍 = 4， 并 令 I4w 表 示 所 生成 的 等 价 类 集合 ， 所 以 
1 ;={L01.[11 ,12 T33)}， 
其 中 站 表 汪 所 有 与 1 站 等 价 的 那些 整数 的 集合 ,我 们 定义 14; 上 的 
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运算 四， 对 于 任意 的 [让 ,[ 门 后 re， 

Lil@[i = [resii + iy] 
运算 四 描述 在 表 4-2 中 ， 由 于 集合 站 对 十 运往 下 是 甘 闭 的 ， 因 此 
可 梅 成 代数 系统 che,s D>, 


壮 4-2 
昌 20] 0 2] £81 
IO { Lo; 11; i2- [3] 
[1] | Cl: ro ra? [0 
[2] | 72] ra ro [1] 
rs> C3] roj fl [2] 


考虑 代数 系统 《ri 中》 和 《8 +》， 《Bi +> 中 的 城下 和 和 运算 
+ 是 寻 .2 例 于 中 代数 系统 <B; + ,> 的 城 召 和 运算 +， 
定 忱 函数 j: JB 如下; 
Reol}= hh(L21) = 0, Rr) = (C32) = b, 
因为 对 任 之 的 i j=0,1,2,3， 朋 
h(CiBTEY = ROLY + REND), 
所 以 天 是 一 个 转 《多 > 到 《Bi 二 》 前 而 态 ， 
例 3 给 定 代 数 系 统 《T 中》 和 《Ni +>》， 定 义 函 数 EN-> 
zi 如下， 对 任意 的 下 全 六， 
B(OH) = [resstn)], 
对 任意 的 n，mEN， 令 (KR) =[ 订 ，8《p0) =[ 门 ， 则 
8tN+m) = ires 《下 中 Pt) 了] 一 [testk+ 门 = [二 的 [ 门 
= 8 Bg(m), 
因此 ，g 是 一 个 由 <N; +》 到 《7 名 ) 的 回 态 。 
不 难看 出 ， 凡 能 满足 定义 4- 13 序 给 出 的 条 件 的 函数 ， 痢 是 一 
个 从 六 到 Vs 的 同 访 ， 因 此 从 一 个 代数 系统 到 另 一 个 代数 系统 ， 
可 能 有 多 个 同 坟 映射 。 
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根据 函数 是 内 射 、 满 射 和 双 射 ， 我 们 可 将 租 应 的 阿 态 称 为 昔 
一 同 态 、 计 同 态 和 同 梅 ， 

定义 4-14 设 F SS 是 从 Yi = 《S04130129"7 015》 到 Ys 
= 《Si O01 0503 sn 的 同 态 ， 

《1) 如 果 产 是 内 射 ， 册 称 疡 是 从 了 到 Y， 的 单一 同 恋 . 

《2 如果 六 是 满 射 ， 则 称 靖 是 从 到 Ts 的 满 同 态 。 

(3) 如果? 是 双 射 ， 则 称 产 是 从 了, 到 7。 的 同 构 。 

傻 设 在 定义 4-13 中 两 代数 系统 的 运算 o 和 和 0,1 都 是 二 元 运 
算 ,那么 如 图 4-2 所 示 ， 所 调 吕 将 运算 ol 传送 到 运算 ou 即 若 $, 中 
任意 两 个 元 案 X*, 和 %, 经 0;: 运 算 的 结果 为 % 则 x 在 5S, 中 的 象 h(x) 
怡 好 就 是 x, 和 x 在 5; 中 的 象 h&(x1) 和 Rixs) 经 90, 运算 的 结果 ,也 就 
是 说 , 5, 中 元 素 之 间 由 运算 0 所 构成 的 关系 ,经 映射 到 5S, 中 后 ， 
其 象 之 间 的 类 似 关 系 由 9,1 来 构成 , 因此 我 们 称 司 态 是 一 个 “保持 
运算 ” 的 中 办， 。 s, 


MX}= O71 RxD Cx) ) 
图 4-8 


R= OtXL ,X14) 


既然 同 术 能 保持 运 自 ， 那 么 我 们 不 整 要 问 ， 同 楚 能 不 能 保 
持 送 算 的 性 质 呢 ? 到 运算 o:: 所 上 县 有 的 人 性质， 运算 04 是 否 也 具有 
呢 ? 关于 这 ， 我 们 有 下 面 的 定理 ， 

定型 4-5 设 h，5S, 一 5; 是 从 代数 系统 站 = 91410100 
ou 到 代数 系统 va = 《Si3 oztyoxi，pay》 的 一 个 满 同 态 ， 这 里 运 
算 o， 被 传送 到 ooiG= 1 2 1)。 


位 》 若 5 是 一 个 二 元 可 交换 的 运算 ， 则 cs, 也 是 一 个 二 元 可 
C2) 车 0 是 一 个 二 元 可 结合 的 运算 ， 则 o:; 也 是 一 个 二 元 可 
人 3》 若 对 于 这 千 吕 :Yi 具有 一 单位 元 e， 则 对 于 运算 ob 
Vs 也 其 有 单位 元 frei)3 
(4 游 对 于 运 漳 0.,， 每 一 个 元 来 X55 痢 有 一 个 道 元 x， 
则 对 于 运算 02,， 放 一 个 元 来 (XY E52 都 有 一 个 北 元 h(x) 
《5》 每 5 对 于 二 石 过 算 oj 是 可 分 配 的 , 则 92, 对 于 061 也 是 
可 分 孔 的 。 
证 明 《1) 内 为 1， 9593 是 -个 请 问 驴 ， 所 以 它 是 一 个 满 
身 。 国 而 ,$: 中 的 千 一 个 元 束 孝 可 写成 站 人 的 形 斌 。 这 起 尖 二 有 
大 果 呈 ;是 中 交换 的 ， 则 局 于 所 有 鬼 站 (xx 二 S， 有 
Os (ROY RX DD = hior, (XN) = ht0 {XX1)) 
= 02h (Xs) ,hhCX)), | 
这 就 证 明了 6% 所 迁 可 变换 的 ， 
1 为 对 于 斌 -下 来 xES， 有 ouGcoeD -onite aa 
所 以 对 于 每 一 亏 类 有 h(x) CSs， 有 
Os Ch(xy heed) = ho Cx, iD》 = (Ce, ,%)) 
= Ga2: (HKei) ,RCx)), 
及 Os TOXICEYY = eo tx ei)) =htx), 
这 就 证 明了 站 证 运算 0.;，V; 有 单位 天 htei). 
用 类 做 的 方法 可 这 明定 理 中 的 其 它 结论 。 证 完 ， 
这 个 定 球 说 明 ， 与 代数 系统 7, 相 联 系 的 一 些 重要 公理 ， 诸 
如 交换 律 、 结 台 律 ， 分 配 律 、 同 一 律 和 可 道 律 ， 在 Y,， 的 任 局 请 
同 态 象 中 《特别 在 辐 蜀 象 中 ) 能 够 被 保持 下 来 。 此 外 ， 满 同志 : 
Si >S。 还 保持 霉 元 ， 即 车 对 于 运算 Ol ，Y: 其 有 一 堆 雹 za， 由 对 
于 运算 Os Vs 也 兵 有 堆 元 C50). 其 证 明 类 但: 于 定理 4 5037。 
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需要 指 型 的 是 ， 若 FS 一 gs 不 是 一 个 满 同 态 ， 则 定理 4-5 所 列 
出 的 性 质 不 一 定 成 立 ， 因为 这 时 在 $, 中 存 企 有 某 些 元 迪 ， 它们 
不 是 81 中 任何 苑 素 的 象 ， 
如 果 记 是 二 个 从 代 米 系统 玉 | 到 V; 的 加 构 , 那么 声 是 从 5 到 
5, 的 双 射 。 由 定理 3-4， 友 的 北 有 ! 是 -个 由 5, 到 8 的 到 对 ， 
而 且 ， 因 为 3 中 每 一 元 类 都 昆 户 作用 下 &S. 中 某 一 元 素 的 象 ， 所 
亡 5 申 任 一 无 , 元 组 (9 Yo eey 丰 ,》 可 写 滨 (h(x (XD) ys 
Hoc ) 的 形式 ， 并 有 
Re og REX RNs) srs, RX YY 
= hh- 1Ch (CO, (x1 Xs yxkoD)] 
= Ch kh) 01; Kg Nass Xs)) =0), Kis Kes srs Kis) 
oni hn)), hs Ch C2)) soos hh (xs 
C= 2 
过 就 是 说 ， 当 及 是 从 代数 系统 到 VY; 的 同 向 时 的 这 音 于 
数 ! 是 从 到 Y, 的 阅 构 。 因此 我 们 称 V 和。 是 咎 站 区 构 
的 。 


电 上 述 讨论 可 知 ， 如 果 两 个 代数 系统 V1 = (Si ol os，…， 
04w》 和 VY,= 《Sa 021， os you》 彼此 同 构 ， 划 集合 8 中 所 有 元 
赛 与 集合 5, 中 所 有 郊 素 一 一 对 应 ， V, 中 的 各 运算 与 V, 中 的 各 
个 运筹 应 。 落 .$S, 中 元 素 之 间 有 由 运算 o， 所 构成 的 关系 
时 ， 则 S, 中 对 应 的 元 素 之 冶 也 相应 有 由 运算 0, 所 构成 的 类 似 
关系 。 反 之 亦 然 。 因此 ， 如 果 在 y， 中 有 一 个 与 运算 0,, 有 关 的 
仁 质 ， 则 只 要 将 xE 5 改 为 Ce) ES,， 运 算 01, 改 为 ou,， 在 V， 
中 这 个 狂 质 也 同样 成 立 。. 反 之 ， 如 果 在 vs 中 有 一 个 与 运算 0 
有 关 的 性 质 ， 则 只 要 将 (x) € 5; 改 为 xES1， 运 算 0s; 改 为 01,， 
在 V; 中 这 个 性 质 也 同样 成 立 ， 所 以 两 个 向 构 的 代数 系统 除了 集 
: 闪 中 元 素 的 名 字 和 淆 算 的 符号 可 能 不 同 外 ， 在 术 质 上 没有 什么 区 
出。 研究 V 所 导出 的 各 种 理论 可 直接 应 用 于 任 一 与 w, 间 构 揭 
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各 代数 系统 由。 全 生 研 究 一 个 新 的 代数 系统 的 性 质 时 ， 确定 这 
个 代数 尔 统 与 另 -- 其 性 质 岂 知 购 化 数 系 统 的 同 构 ， 是 十 分 重要 
的 | 

例 4 六 虑 代数 系统 = 《地 ,4 4 0 Un7?， 这 里 
是 全 集合 局 的 一 个 回 定 的 了 集 ， 耐 、 上 和 售 是 通常 的 健 合 运 
笠 ， 再 淮 虚 代数 了 系 统 .= 《i1.2,5,.10} 一 ,VY >， 这 里 羡 V 和 
友基 二 和 记 的 最 小 公 梢 数 ，iLAi, 表示 证 和 i 的 最 大 公 因 数 ， 
大雪 这 和光 以 所 往 的 是 。 于 过 VY 和 Vs 上 的 运算 表 如 下 


S|sS AAU 门 | 更 4 4 
和 | 和 
AlA A AAUU 及 | 十 及 由 自 
A | a A A'U A VU A A A 
vl viv uU ur Ug AAU 
1 | 
i 3 1 2 5 10 A| 125 10 
1 :1 1 1 .25 10 1| 111 1 
2 | 5 2 2 2 4140 10 2| 13 1 2 
5 | 3 5 F105 10 5 1 15 § 
10 | 1 in 10 10 10 10 0| 1 2 5 10 


入 然 ， 下 而 的 莹 炉 表 可 出 上 衔 的 三 张 表 简单 地 分 别 用 1、2、 
5 和 [人 代 本 让 ,A 和， 用 一、 和 入 分别 代替 ,UU 和 人 广 而 
得 刘 ， 时 也: 和 申 构 。 册 于 有 间 构 {中 ,A UU} 一 1,2， 
5, 10:, AIOb) = 1, RCA) = 2, tA =5, OY = 40， 因此 
对 有 所 导出 的 在 人 性 天， 简 昔 串 作 工 述 替 换 后 下 和 雪 流 用 于 YY;， 

例 5 凡是 篇 数 的 集合 E= {0*, —d, — 2, 0,2, 4, «+}, 
则 代数 系统 《I 二 >》 和 《Fi + 尾 EE 同 构 的 。 因 为 存在 录 数 J，I-rE 
使 得 部 站 =2i 齐 然 于 是 一 个 双 射 ， 呀 及 对 于 任意 的 整数 二 和 


“了 人 


i， 有 
fit =20+D) =2i+2)= 1 +f, 

例 6 代数 系统 <5Z; + 和 《<N; ，》 不 是 同 构 和 的， 对 于 这 一 
结论 ， 我 们 可 用 反 证 法 加 以 证 上 明 ，。 假 设 六 是 从 《2 二》 到 <N; "> 
的 一 个 辕 构 ， 在 入 里 有 无 穷 多 个 素数 。 因为 瑚 是 从 工 到 的 注 
射 ， 国 此 必 存 在 某 个 xEZGxz3)》 和 某 个 素数 PEN 名 之 为 ， 使 得 
h(x) =P， 由 于 及 是 一 个 同 构 ， 因 此 有 

p=) = h(x + 0 =A(x) + ROO), 
p=htxy =hx— 1) +1)y=hex— 1) hcl), 

而 ?是 一 个 素数 ， ?的 因子 仅 是 P 和 二 所 以 有 RC0)=1, 重 
有 (x 一 12=1 或 &(1) =1 但 909<1<x-1cCx， 故 在 耿 射 天 之 下 
1 至少 是 陋 个 元 周 的 象 ， 这 与 上 是 双 射 矛 慎 。 因此， 从 《2Z; +》 到 
《Ni 。， > 不 存在 同 构 ， 

显然 ， 每 一 个 代数 系统 对 其 自身 是 同 构 和 的。 又 部 果 下 ,对 六 ， 
是 同 构 的 ， 则 Vs 对 Vi 也 是 同 构 的 。 而 且 如 果 VW, 对 VV, 是 问 构 
的 ，Y: 对 Vs 是 同 力 的 ， 则 了: 对 Vi 也 是 同 构 移 。 启 此， 在 由 代 
数 系 统 所 组 成 的 集合 上 辐 构 关系 是 一 个 等 价 关 系 。 我 们 可 将 这 个 
集合 分 划 成 一 坚 等 价 类 。 其 中 每 一 类 是 由 和 具有 相同 “结构 ”的 同 
构 代 数 系统 所 组 成 ，。 

荐 六 , 和 TV, 是 同一 代数 系统 Y， 则 从 | 到 V; 鬼 同 态 称 为 
Y 的 自 同 态 ， 从 TY; 到 V, 藤 同 构 称 为 自 同 构 。 


384.4 同 余 关系 


定 久 4-15 设 月 代数 系统 了 = 《Soiyp ee 0,Y， 其 中 所 有 
的 5; 都 是 一 元 运算 。 2 是 3 上 的 一 个 等 价 尖 系 。 若 对 于 所 有 的 
Xp7?ES， 由 xp 可 得 (0;CG0O0 p(to0;(3)， 则 称 P 对 于 运算 0o, 清 足 
代 换 性 质 ， 着 2 对 于 所 有 的 运算 9 (i sl 2028) 都 满足 他 换 性 
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夺 ， 则 称 户 为 VW 上 的 一 个 同 余 美 节 ， 

例 ! 设 有 代数 系统 Ii0), 这 果 0 是 一 个 一 元 运 第 ， 定 尺 为 
(六 二 了 TCS, Ci》 (1 为 茶 一 正 整数 )。 设 ?是 1 上 的 一 个 关系 ， 定 
必 为 : 当 上 且 仅 当 resu(5) = Tess(is)》 时， 有 iPis。 由 $2.6 例 2， 
户 是 一 个 等 价 关 系 ， 现 在 设 庆 ，is。 ET 且 满 足 iPi,, 于 是 res, (i ) 
= icesnutiy， 我 们 将 i 和 i 分别 写成 .= 4m+r+ 和 i 设 =@m+tr, 
这 里 0 亏 f 之 m， 凡 而 

Ot) = res (Ci?) 一 了 ES (COM +r):) = TES CIF mY 十 了 人 7 + 7) 
= Yes (FY 
Olis) = res, (ii) = res, (Ct + 7) ) = Tes CO21 + 2957M7 + 7) 
一 TEST) 
因此 有 of(i = ofi)。 当 然 有 《cftiy7pfogi。 所 以 有 是 《Fo 
上 的 同 余 关系 。 

焉 看 我 位 将 要 说明 ， 同 余 尖 系 的 概念 和 同 态 的 概念 有 着 密切 
的 联系 。 此 外 ， 借 助 于 同 佘 关系 ， 可 以 由 一 个 给 定 的 代数 系统 构 
造 由 新 的 更 简单 的 代数 系统 。 

定 惠 4-6 没 疡 是 一 个 从 代数 系统 多 = (S01 04, 0.> 到 代 
数 系 统 V*= 《CS*07,0 和 $8,075 的 末 态 ,其 中 所 有 的 o; 都 是 一 元 
运算 ，o (i= 1271) 是 oi 经 下 传送 到 的 运算 ， 在 3 上 定义 一 
个 关系 29,， 使 得 当 且 仅 当 及 (x) “bs) 时 ,xpws， 则 台 是 YY 上 
的 岗 余 关系 。 

上 述 闫 系 P, 在 $3.5 中 曾 被 称 汐 及 的 短 价 核 ， 

证 明 显然 ， Pi 是 5 上 的 一 个 等 价 美 系 。 现 和 福 设 X15;x,， 则 
h(x1) = 有 (xsy， 因 此 有 

Oh Cx) = 0 0H xs)) (i= 1,2, m1),. 
叉 因 为 有 是 一 个 同 配 ， 所 以 有 
ho (X10)) =h(00, (x,)), 
加 而 (OKI POO, (x) ) Cf 1 2 Fp 
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即 Pr, 对 于 所 有 活 算 0; 满足 代 换 住 质 。 屋 凡 是 VV 上 的 网 余 关 系 ， 
证 完 。. .- 

.在 ,2.6 中 我 们 曾 介绍 过 商 集 的 梳 念 。 所 谓 集合 4 关于 5 的 
商 集 ， 是 指 当 在 给 定 集合 太 上 定 多 了 一 个 等 价 关 系 了 时 ，P 可 导 
致 和 上 一 等 价 分 划 zh = {[a],la EA}， 这 个 分 划 ， 即 所 有 等 价 类 
诡 集 合 ，， 就 叫做 集合 4 关于 6 的 商 集 ， 用 4/p 来 表示 ， 

相应 地 .车 在 菜 代数 系统 上 定义 了 一 个 同 余 关系 2p， 则 我 
位 也 可 定义 一 个 新 的 代数 系统 ， 并 且 称 它 为 代数 系统 关于 p 的 
商 代数 。 i . 
7 定义 -16 设 有 代数 系统 .V = 《Ss Oly Oasys On sy 其 中 所 有 
的 so 都 是 一 元 运算 ，p 是 了 上 的 一 个 司祭 关系 。 梅 造 一 个 新 的 代 
号 系 秀 pre dd, "6 a 


其 中 $= S/p= {[x]ojxES]， | 4-1) 
本 二 是 溉 全 着 人 的 各 
每 忆 个 经 算 铬 ， 部 是 直下 过 定义 的 一 元 运 第 ，， 
(Ex]。) = [oj (x)]。 (12 (4-2) 


则 新 的 代数 系统 产 称 为 V 关 于 Pp 的 商 代 烧 ， 表示 为 Vip. 
的 了 说 明 上 面 所 定义 的 系统 确实 是 一 个 代数 系统 ， 我 们 必须 
证 明 所 有 运算 是 有 定义 的 ， 也 就 是 要 证 明 应 用 市 运算 (i= 1 

“2) 的 结果 不 依赖 于 表示 等 价 炎 所 使 用 的 元 素 。 

训 实 上 ,着 Cxl,- [yjs。， 则 膏 xpy， 由 于 P 是 一 个 同 余 关系 ， 
a 有 (onkxeJ) (of2))， 类 而 有 [oiCx)]。 
=[ 9), 而 系 让 Xda) .= EO: 0 和 = [oCy) J]; 于 是 
得 CL,) = 了 《[3]。)， 困 此 所 有 运算 站 都 是 有 定义 的 。 

美 耶 商 代 数 育 如 下 两 个 性 质 ， _ 

定理 4-7 设 y= 《sj ay on ay 是 一 个 代数 系统 ， 其 中 
所 有 的 运算 0, 都 证-- 元 运算 , p 是 了 上 的 一 个 同 会 关系 ， 风 存在 
一 个 从 V 到 Vj? 的 满 同 态 。. 
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证 骨 ”定义 消 数 h，S->5, 使 得 对 任意 的 XES， h(x) = Ex],。 

因 汶 每 个 2x 非 宅 ， 所 以 必 有 某 一 元 潍 x， 使 得 hx) = 
[x]， 因 上 站 在 一 个 满 射 ， 广 对 于 每 一 个 运算 0;，hto;(x)) = 
[ol CX) = 攻 Xn) 者 0)， 扬 以 HH 是 一 个 了 YY 到 Vp 的 满 
回访 。 诗 完 ， 
工 述 酚 定 理 说 明了 同 赤 与 辐 你 关系 的 密切 联系 ， 即 对 于 任何 
一 个 内 代数 系统 VV 到 Y* 的 同 态 六 ， 可 以 定 尺 一 个 YY 下 的 间 余 尘 
杀 ; 而 对 于 代数 系统 了 上 的 任何 一 个 同 余 关 系 PP， 可 以 定义 一 个 
从 V 到 V 关 于 2 的 沿 代 数 的 一 个 满 辐 坊 . 

定理 4-8 设 丰 是 一 个 从 8 = 《Sy01yO28*sO04》 插 ] 划一 《全 机 
0 的 洪 间 态 ， 其 中 所 有 的 运算 4 都 是 一 元 运算 ，0q 人 
=1， 2 是 0 经 传送 到 的 运算 ， Pi; 是 二 的 等 价 核 。 旭 V* 
和 和 VjPi 是 问 构 的 。 

证 明 沁 为 因 是 丑态。 根据 定理 4-6, P; 是 VW 上 的 同 余 关 系 。 
因 屯 可 按 (4 0 式 和 (4-3) 式 来 构造 商 代数 VV/Ppi= (各 剖 0, 
a 

因 汐 有 是 一 个 从 5S 到 5* 的 满 庄 ， 所 以 对 于 每 个 x*ES#， 必 
存在 某 个 x*ES, 使 得 x* = 入 (x)。 现 定义 函数 j，S*->5/P，， 舍得 
fx} 二 [x]r。( 参 见 图 4-3)，, 


了 是 一 个 满 射 ， 因 为 对 于 每 一 个 Txlo， 必 有 一 个 ko ， 使 
得 (0x7) = [x]o。 

1 是 一 个 内 射 ， 因 为 如 果 FEx]e,= [yjJr， 则 XPyy， 由 P; 的 定 
义 有 hx) = (yy)， 

因 此 了 是 一 个 观 射 。 

又 因为 卢 关 一 个 同 态 ， 所 以 对 于 每 一 个 运算 叶 ， 有 

fot Ch (x))) = ho; (x ) = Lo CX) ]o, = ,LX],,) 
= 0 (fh (X00), 
所 以 V* 和 VY/P 是 同 构 和 的。 证 完 。 

例 2 设 有 代数 系统 VY=《r》( 这 里 上 1 是 整数 集 ， 而 i 二 i 
+]) 和 代数 系统 Y*= 《B;*》 【这 里 B= {0,1}， 而 b= ress(b+ 
1。( 即 0* = lb 1*=0)], 定义 满 射 hR，!->8, 使 得 (i) = res, (i)， 
由 于 

hi) = Rit1)= res (i+ 1) = ros (re8, (1) + 1) = (re8, (7))* 
= (HD*, 
因此 到 是 一 个 从 VY 到 YY* 的 满 闻 坊 。 

现在 在 工 上 定 兴 攻 系 bp。 当 且 人 充当 请 人 7) = 人 py 村， 炙 当 旧 
权 当 ress (i) = ftegs (ia 时 ， iP,i,, 显然 Pp, 是 一 个 等 价 关系 。 又 
若 记 PR， 则 res。 i,) = ressfiay， 作 与 前 面 类 做 的 推导 ， 我 们 有 

hiis) = (ress (7) )*, RO) = (Cres, (1))*, 
因而 有 h(i) = h(i,), 
于 是 i Pjis 《 报 据 定理 4-6，5 的 确 是 一 个 同 祭 关 系 }。 

5 在 工 上 学 出 的 等 价 分 划 是 z= 人 0,C1J}， 玉 关于 Pp, 的 
商 做 数 是 关 =《 科 疼 ?。， 其 中 

j= Tos= {C0, E11}, FTi*= {i C=0,1), 

定义 函数 1 ， 58-7， 使 得 1b) = [由 ]。 显 然 ， 了 是 一 个 双 射 ， 
IL) = Thb#] = Tres, (b+ i)], 

FE) = Cb = Lt]=[L+11= Lres(b + 1)3, 
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所 以 了 b*) =〔〈 甚 b)3*， 因 此 于 中 一 信众 Y* 到 双 的 同 构 (根据 定 
理 4-14 也 知 Y< 和 双 是 问 构 的 )。 
上 述 同 余 关 系 是 定义 在 所 有 运算 祁 是 一 元 运算 的 代数 东 统 
上 。 向 余 关 系 的 概念 也 可 推 )” 到 其 有 仁 密 阶 运 算 的 代数 系统 上 ， 
推广 的 关键 是 推广 竺 价 甘 系 2 汉王 尾 帝 ; 阶 运 算 全 是 下 整数 ) 
定义 #4-17 设 有 代数 系统 Vc (5; 0 0 0,>， 其 中 oti 
= 1,2,*"*,n) 是 任意 阶 〈 假 设 为 所 阶 ) 的 运算 ，P 是 SS 上 的 一 个 


等 协 关 系 。 车 对 于 尾 竟 的 中 元 组 (ago 《1 X33 
和 ESY, 

由 四 

可 推 得 (Qi xys sy ors KEIID (Os XLs XE es Kh), 


则 称 2 对于; 阶 运 算 0; 满足 代 换 性 质 ， 落 2 对 于 所 有 运算 olfi 
= 1 25 都 满足 代 的 性 质 ， 则 称 靖 是 了 上 的 一 个 辕 余 关系 。 
根据 推广 的 同 佘 英 系 的 定义 ， 可 以 证 明 ， 对 于 和 任 一 代数 系统 
CHO Oa rey On 定理 4-6、4-7、4-8 仍 部 成 也 ， 而 对 和 皇 适 算 9; 的 
阶 没 有 任何 限制 。 
普 先 ,对 于 任意 代数 系统 V= 《S3901;029 "906> 可 仿 申 前 述 的 
方法 定 汶 六 关于 同 余 关系 ?的 商 代数 
V/P= C8 002s 0s Gy, 
其 中 Ss=S/p= {Lx lx ES), 
所 有 运算 5; 定义 为 
CB; (LX EXa dos rors CX op) [OCXiy Has eres Kk) Ys 
(f= 1, 23 1) 
这 样 定义 的 运算 5 与 0; 辣 阶 ， 其 送 算 结果 不 依赖 于 表示 等 价 类 
所 司 用 的 元 素 ， 因 而 是 有 定义 的 . 
对 于 任意 代数 系统 ， 定 理 4-6、4-7、4-8 可 叙述 为 如 下 形式 ， 
定理 4-9 对 于 任 一 代数 系统 V= CS O00 sO 


全 于 3 各。 


《> 个 并 雪 东 统 玉 到 代数 夭 统 VY*= 《5*; 0 本 ，(， 
下 ” 下 的 等 价 核 1, 是 人 上 的 一 个 问 余 关 未: 
27 符 品 中 Y 上 的 一 个 同 余 关 系 , 则 大 在 一 个 从 下 到 V/? 的 
洪 同 起 ， 
《38>》 医 二 昨 一 个 内 y 到 V* 的 满 向 态 ， 负 Pi 基色 的 等 价 核 ， 
则 站 与 V494 扯 同 构 的 ， 
-这 人 些 知 人 
可 给 出 ， 现 以 <1》 为 例 给 出 其 证 有 明 ， 鞭 它 可 仿照 给 
证 明 显然 , p; 是 上 的 一 个 等 价 关系 ，。 过 sty Ki) 
(xi XS 有 
区 基站 
因此 桨 中 (xD = Cx) R(Xe) = ht) ye h(i) 二 下 (2 
从 十 府 i CH OK RK) srs CK) ) 
= Ox ext) es XY, 
和 夏 因 为 凡是 一 全 回 坊 ， 所 六 寿 
RG CR Yes XE)) = RO CK NE Ys, 
即 CO ss Xs es NE PCO (XI se 交感) 
于 是 ，P; 汰 于 运算 0, 满足 代 换 性 质 ， 由 于 9; 的 任意 性 ， 故 Pi 是 
VY 上 的 同 余 关系 。 证 完 。 
例 3 设 有 代数 系统 VY= <N; + >， 其 中 + 是 通常 的 加 法 运 
算 , 社 N 上 定义 一 个 英 系 fp， ee Xx 一 Xi 能 被 4 整除 时 ， 
Px 上“ 模 4 癌 余 ”关系 ) 。 显 热 吕 是 一 个 等 价 关 系 。 此 外 ，P 
还 是 一 个 所 信 污 系 ， 册 加 对 全 窟 0x1 Xapxs， 冯 4|X1 一 x1， 
dx — Xi, A x; +Xa) — (XE 也 
能 被 4 整 强 ， 相 是 (XI XDCXI 二 XI)。 . 
V 关 于 的 商 代数 V/P= 《 仿 , 信 >， 共 中 
=N/P= (5136s E21 L316 E40} 
Ci,DLi], = [i+ i,],, 
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定义 函数 jf，N-* 租 ， 使 得 1(x) = [xjs， 则 了 是 由 V 到 Vj/P 
的 满 同 态 。 因为 ， 显 然 了 是 一 个 满 射 ， 又 对 于 任意 的 *1，%， 
EN, 

fx) +t Xe = TX +t Xo= [Lx jeBEX d= TX) DI Xx), 

《根据 定理 4-9(2? 也 可 知 了 是 一 个 由 Y 到 YA/ 的 满 同 访 ) 

定义 4418 设 Y= 《394)》 是 一 个 代数 系统 ， 这 里 * 是 一 个 二 
元 运算 。 著 对 于 任 瘟 的 xyxssxsES， 

朵 xpPx，， 可 得 .CX 有 X) PP {XXg) 9 
则 浆 3 上 的 等 价 关系 2 为 V 上 的 一 个 右 同 祭 关系 。 若 对 于 尾 意 的 
XX Xe ES, 

由 XPX,， 可 得 (XX,) P Xanxs) ? 
则 称 S 上 的 等 价 关系 5 为 了 上 的 一 个 左 同 余 关系 。 

.定理 4 如 车 Pp 在 V=<5;#*> 上 到 是 右 同 余 关 系 , 多 是 左 同 
余 关系 ， 则 PP 是 VY 上 的 一 个 同 余 关 系 ，。 

证 上 蛆 ”对 于 仔 音 的 XX,;X%s， 和 8S， 车 XDXs XapXa 则 由 
聊 是 右 司 余 ， 又 华声 周 余 ， 可 得 

CC 
又 由 于 8 是 等 价 关 系 ， 改 由 2 的 可 传递 性 ， 有 
(1X ) 站 《区 0 昌 和 4) 。 


所 以 PP 是 VY 上 的 一 个 间 余 关系 。 征 完 ，。 


84.5 积 代 教 


在 上 一 节 里 ， 我 们 介绍 了 借助 于 同 余 关系 由 一 个 给 定 的 代数 
系统 构 得 出 另 一 个 新 的 代数 系统 的 方法 。 本 节 我 们 再 介绍 借助 于 
集合 的 笛 卡 尔 积 由 有 限 个 给 定 的 岗 类 型 的 代数 系统 构造 出 一 个 新 
的 代数 系统 的 方法 ， 
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定义 4-19 ” 设 有 代数 系统 
Vi SO Ds 0 
Vs = 《Sa Os13 O22 ers 02n2 


上 
本 


Vm CS N00 tr On | 
其 中 ，0w150.00 005200 Ci= 1, 2 on) 是 同 为 上 阶 的 运算 ，Y Ya 
,的 积 代数 或 直 积 是 代数 杀 统 

Ve= S30 00s ry Os (1- 4) 
其 中 ,Se= SjX SX exXS = {Xe XO) XE Sa i= 1 2 
bo (ie 1,2， 0) 是 人 阶 的 运算 ， 其 定义 如 下 ， 对 于 任意 乒 个 元 
3 (XH, KP, re XY ), 《入 全 1 福 训 1 rw， 区 全 wa [i 


ES 


(4-3) 


Oi CRP, XI, er, XH , CK! 条 全 se 区 全 和 ss 
[Ci EL 
= (O07 CK, KP es KE) Oa, (XE XE KE ty 
0 (XP, KD, RO) ), 
Y 一 般 表示 为 YXVoXe XY， 
例 1 代数 系统 Vi= <A3*》 = 《{a1s0};*》， 
Vs= 《Bi*?= <{b,, b,, bs}s os 
其 中 ，*， 和 。 都 是 二 元 运算 ， 由 表 4-3 给 出 ，。 


家 #4-3 
I 
由 | a Qa | b, be by 
el la a bl b b: bs 
Ds dr dQ bs | bs bs bs 


Y; 和 TY 的 积 代数 是 代数 系统 
VixV,= <AxXB 口 >y 
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其 中 ，AxB= {(91,b.), (9,b,), tolybs) ， Cassbi), dayb,), (Gay 
bso) 。 对 于 任意 的 ais bi), ta bh) EAxXB, 有 有 
Cais b) D(a by = C0 Pa bob)), 
例如 21,b2) 中 (asp 
《gzy Pi) 0 (a,b.) = (a.#0,, bob,) = (Hs Db) 
表 4-4 给 出 了 口 的 运算 点 ， 


可 4-1 “ 


(GO #9 Daop:)》 = (as. b,)s 


外 


口 “| Cab ta.b2) (ai ba) (C03.b1) (ay by can. bs) 


ars bY) | Ca bY) ar. by) (el bs) (92.80) (a2, bi) (aa, bs) 
ai. by | (8 Ba) Co. bs) (al .pa (ay bay (Ga ba) (az ba) 
‘ar. Ba) : (arbiy arbs) (Cas, bs) (92,b1) (q2, bs) (Gu. by) 
au ,Bi) (92.b1) (qa2,b1) (0, bs) (ai Bi) (Ca. bi1) 【91 bs} 
《Ga ,b:) | tqz, bay (Cas, ba) (qz ,bs Car. ba) 《gl bs) (al bs) 
(82 ps) 《ga Bi) C92.b3) (a2. be) (Ca. by) (Cai, bs) (0.b3) 


定理 4-11 没 YoyoeVY 和 7 是 4-3) 式 和 人 -4 式 中 
拟定 愉 的 代 煞 系统 ， 让 中 of = ly2yor) 是 二 元 运算 ， 
C1) 着 0o00F= 112 是 可 交换 的 适 算 ， 则 co 也 是 可 交换 
的 运算 ， | | i 

02) 车 90=j,2,…?) 是 可 结合 的 运算 ; 则 0; 也 是 可 结合 
的 运算 
(3》 营 对 于 运 答 0,,，V, 有 单位 元 2&0 = 12 六， 则 站 对 
于 0 有 尝 位 元 (81y 6 eye 

(4) 若 每 一 元 素 Xi E5; 对 于 O00tj= 1;2,*y?) 有 道 元 2 出 
每 一 和 元素 CX 人 全 对 于 上 每 遂 元 (XT 5 ws) 

(3) 车 oj, 对 二 元 运算 op 人 = 424mry?) 是 可 分 配 的 ， Mo, 
对 0; 也是 可 分 本 的 。 

和 


证 明 (1) 若 01G=1,2;wwr) 基 可 交换 的 ， 则 对 于 所 有 的 
《Xi ao (XIs Nays Xr) ES 
OL Ls Nar ey NX) CX XE rg EY) 
= (OL NIE) sO Kag EY sos DX, XY) 
= (ON (XI NI) O20 (XE Xa) sores Oi CX s N.Y) 
OKT XE ey NX, ) Co Xa rw ， x ), 
中 6 世 呈 要 奖 换 的 ， 
(37 省 ys Eos eye 分 别 是 Yi， Vas VY, 对 于 运算 ou O41 
0 人间 位 匹 ， 姑 对 地 所 有 的 GO XX Ss 
OUR Ns ons Ks {Ey Eas ts €,)) 


= (O11 (XE O01 Ros East) 
= (Xs Xa rs Ky 
同 祥 地 Ot (Cy E29 ters C,) (和 1 和) 一 CE re BD te,. 
gy,…,6) 足 V 对 于 运算 0; 的 单位 元 
其 它 结 论 的 证 明 类 似 ， 证 完 ， 
注意 ， 上 让 于 代数 系统 中 运算 符号 的 排列 次 序 是 任意 的 ， 因 此 
定 埋 4-11 不 仅 对 于 运算 o, 成 立 ， 而 且 对 于 所 有 运算 ofCi= 1,2， 
这 立 。 
定理 4-11 说 明 ， 与 代数 系统 相 联系 的 某 些 重要 公理 (如 交换 
律 、 缚 含 律 ， 分 到 律 、 辕 一律 和 可 逆 律 》 在 这 些 系统 的 积 代数 中 
二 | 
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习 是 


1。 在 下 列 洒 的 子 集中 ， 哪 些 在 加 法 下 是 封闭 鸭 ? 证 明 你 的 回 
若 ， 
(1) {R18 的 某 一 次 器 可 被 16 整 除 }4 
{2) {4|R 与 5 至 素 }， 
C3) {R16 整除 ,而 24 整除 45}， 
(4) tna19 整除 318 。 
2。 证 明 在 减法 下 寺 间 的 球 数 的 集合 查 加 法 于 一 尝 也 是 封闭 
的 。 

3. 下 面 是 实数 集合 民 上 的 二 元 运 划 间 的 不 同 定 又 。 在 每 一 情 
况 下 ,， 浏 定 * 是 否 是 可 交接 的 ， 是 在 是 可 结合 的 ， 民 对 于 上 是 否 有 
单位 元 了 如 果 有 单位 元 的 活 ， 民 中 的 每 一 元 素 对 于 亲 是 否 都 十 可 
送 的 ? 

《1) 六 sr =] ri 一 rs (2) fiers = Ct +r2) 3 
《3) Fs = ,+ 2F,1 《4 Rn 

4， 殷 据 运 算 表 怎样 识 弄 一 个 可 交换 的 二 元 运算 ? 怎样 识别 单 
位 元 和 诺 元 (如 时 看 在 的 话 )? 

5。 列 举 几 个 你 所 总 悉 的 代数 系 妓 。 

6。《45w)》 是 一 个 代数 系统 ， 过 里 齐 是 可 结合 的 二 元 这 算 。， 并 
且 对 于 所 有 的 @，eiE 上 由 Cisoi=GaisGe， 可 推 得 6 =ai。 试 证 明 
对 于 往 启 的 9A，0W0 二 详 . 

了。 若 《J;+，:'》 有 是 一 整 环 ， 证 明 ， 

《1) 对 所 有 的 17,kEJ,， 车 :+7=1+kK， 则 了 =， 
(2》 对 所 有 的 i 了 CJ 方程 1+X=j 站 ] 上 有 唯一 解 ， 
《3) 对 所 有 的 E41 了 0 = 0"1=03 
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(4) 寺 所 有 的 了 FET 知 天 0， 地 =0 
《5) 对 所 有 的 IET， ~ (一 用 = 让 
《6) 对 所 有 的 ET， 一 (从 = CC- el 
《7) 对 新 有 i jEJ,， 一 + 站 ={- +(-)， 
《8) 对 所 有 站 ET 《~ 站 = ii 一 六 = 一 站 六 
(9) 对 所 有 了 ETC 一 D(C 站 =ibj. 
8， 证 明 《C3 二，*》 是 一 整 环 ,其 中 ， 已 是 怎 数 的 集合 而 二 
和 ' 媳 复数 的 加 法 和 来 法 。 
9.《{2 计 li + 此 处 + 和 .是 通常 的 加 法 和 来 法 ) 是 此 
环 吗 ? 
10. 设 有 代数 系统 《N35 和 《1{0,1}s*》, 这 里 :是 通常 的 来 法 ， 
证 阴 通 束 h,N 了 [0, 1 是 一 个 从 《5 到 《ft0 1 的 同 态 , 这 里 
1 n= 2(k20), 
rem = {0 看 划 。 . 
11 下 表 定 义 了 代数 系统 {db,c dd}; > 和 <{0,B, YO} >， 
证 明 这 吓 个 代数 系统 同 构 。 


# :0 be 0 * ae Br 8 
a la a ba uu BRB RD 
» | b ed pla wm dB 
¢ ia dad cae 7 了 ij? BYa 
d a b a a 站 | 下 gag Yo# 


过。 考虑 代数 系 统 《C5 +，》 (这 里 尼 是 复数 业 合 ， 二 和 ,是 时 
数 前 加 法 乘法 ) 和 代数 系统 《HI +，"7 【这 里 五 是 所 有 形 如 
六 Fr 
[2 2] enen 
的 华 合 ， 十 和 :是 奏 洲 的 加 法 和 来 法 )， 证 明 这 两 个 代 
数 统 问 构 ， 


*14] = 


13. 代数 系统 《<{0,1}; +,*》( 这 里 + 和 :表示 布尔 加 法 和 来 注 》 
三 并 数 系 统 <{ 一 101B V，A> 《这 里 TV 和 1A7 分 别 表示 元 于 
1 和 了 的 强 雪 省 和 最 小 省 ) 共同 均 的 吗 ? 证 明 你 的 回答 

14, 完成 定理 4 的 江 明 。 

的 同 坊 8: YZ 
是 从 WV, 到 Vs = 《Z; XX》 的 同 坊 ， 其 中 注 血 o。%w 和 XxX 者 是 二 元 返 世 。 
斌 证明， gj 六 2 是 从 VV 到 WW 的 同 坊 ， 

16, 设 冯 数 玫 8 证 从 代数 条 统 V = | 
Ya =《S25 Daly az Dos 的 间 志 。 斌 证 明 人 (Sa ass Dan> 
有 是 TV 的 子 伐 数 ， 

17。 考虑 代 装 系 红 《rs》( 这 里 < 是 一 元 运算 ， 定 义 为 。[ 有 = 
ress (in) (>D 开 Dr 上 的 关系 有 定义 为 演 且 仅 当 T7855 ti) = 
resa is} Bt, lti,, 2 同 余 关系 吗 ? 

18。 考 虑 代数 条 流 《1 十,"》( 其 中 十 和 -是 通常 的 加 法 和 率 法 ) 
开 ! 应 对 PC 证 中， 寺 且 可 当 册 1= | 记 | 时 ，iPi,}。P 对 于 + 洲 足 代 
冲 性 睹 他? 对 丁 " 电 

19, 民 汶 系 流 = 《At 这 里 由 = {01, ay Os 9409 05)} 这 工 
OL 和 和 0, 由 下 表 定 义 ， 


Oe | Co) De ha) 


G, 性 4 ds 
un OQ; 如 
. a A 
Dp, Ga os 
N, 2 Os 


及 上 的 等 价 甘 系 P 产 生 及 的 分 虽 ({ai,Qs}, {gs00} {04}}. 证 
明了 是 V 上 的 间 余 基 乐 。 确定 商人 入 数 WY/P (通过 构造 它 的 运 痛 表 )】 
人 VY YAPL 上 的 游 问 起。 
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20。 证 到 于 汶 站 上 的 恒 符 美 系 了 和 普通 其 短 苛 尖 浊 es 
0 上 的 间 余 关系。 这 里 Di 区 是 一 元 运算 。 
21, 完 号 定理 10 的 还 虽 ， 
22. 声 虚 代 闲 杀 统 让 = 《Zi 儿 31 名 和 ZZ 上 的 竺 价 基 系 刀 ， 
C1 证 明 若 品 对 于 和、 博时 全 接 性 质 ， 册 安 对 全 一定 开 注 
足 代 技 性 丰 。 
《2》 找 出 一 售 Zs 上 的 等 价 关 系 , 它 对 于 站 满足 代 接 性 质 . 
但 对 全 不满 是 ， 
23, 完成 定理 4-11 证 表 。 
24。 代数 系统 六 一 《Zs 狼 2 OO 和 WV，= 《2 全 s3 Os)， 构造 V 
xYVyr 和 TY xy 的 运算 表 。 
25. 给 定 代数 系统 WII= 《ZN >， = 《ZY 和 Vs 《za 
Bey. 


《1》 还 明 VW, XW; 向 和 于 Vs 
42) 痊 出 VW XV 上 的 上 疡 有 有 疝 余 关 系 。 


Side 


第 五 童 群 


圭一 章 我 们 介绍 了 一 般 代数 系统 的 报 念 ， 帮 举 出 了 一 些 代数 
系统 的 例子 。 从 这 一 章 开 始 ， 我 们 将 进入 铀 象 代数 系统 和 的 峡 究 ， 

本 章 讨论 其 有 一 个 二 元 送 算 的 抽象 代数 系统 ， 这 样 的 代数 条 
统 常 称 为 二 元 代数 ， 我 们 从 最 简单 的 二 元 代数 半 群 开始 ， 然 后 入 
究 独 异 点 ， 最 后 研究 竹 理 论 上 有 和 应 用 上 首 十 分 重要 的 二 元 代数 
一 一 群 ， 在 介绍 群 的 基本 性 质 后 ，3 引 八 子 群 和 陪 集 的 桔 念 。 

对 于 计算 机 科学 工作 者 来 说 ， 尝 提 群 的 知识 姑 重 要 的 。 因 为 
对 于 代码 前 查 错 、 纠 错 的 研究 、 自 动机 理论 等 各 个 方面 的 斌 究 ， 
群 是 共 基 础 。 


$5.T 六 群 各 狐 蜡 点 


定义 5-1 设 S 是 一 个 非 空 集合 , * 是 8 上 的 一 个 二 元 运算 ， 
和 如果 运算 * 是 可 结合 的 ， 则 称 代数 系统 《Si *) 为 半 群 ， 

例 1 代数 系统 《Ni 7 和 《Ni + >》 都 是 半 群 。 其 中 。 和 十 分 
别 表示 通常 的 冬 法 和 加法， 

例 2 仍 用 ， 表 示 通 常 的 冬 法 运算 ， 则 代数 系统 《<50, 1],*》 
和 《0,1)}*> 世 剖 是 半 群 。 

例 3 代数 系统 4 +》 和 《Rri;*"》 是 半 群 , 但 代数 系统 《J 一 >》 
和 《R14: 7 不 是 半 群 , 其 中 Ri 表示 所 有 正 实 数 的 案 合 ，+ ,一 、*,/ 
是 通常 的 四 则 运算 。 

一 个 半 娩 对 于 它 的 运算 * ， 可 以 有 单位 元 ， 也 可 以 没有 单位 


元 。 


1 


定义 5-2 车 半 群 4342 对 于 运算 * 有 单位 元 , 则 称 该 半 礁 为 
狂 异 点 。 
在 和 .1 三 我 们 已 证 明了 ， 对 于 任意 二 元 运算 的 单位 元 ， 如 果 
它 存在 ， 则 它 是 唯一 的 。 因 此 独 弹 点 具有 唯一 的 单位 元 。 
例 4 《“Z 7 和 <2 + 都 是 独 异 点 。 基 中， 和 和 + 是 通常 的 乘 
法 各 如 法 运算 ， 其 单位 元 分 别 是 数 1 和 0。 例 1 中 的 Ni 是 独 
蜡 点 ， 因 为 它 具 有 单位 元 1。 但 《N; +》 不 是 独 异 后 。 
例 5 代数 系统 《22 JJ 和 《54 0 分别 是 以 二 和 局 为 单位 
例 6 设 5 是 一 个 非 空 集 全，P(S) 是 3 的 所 有 分 划 的 集合 。 
定义 集合 P(S) 上 的 二 元 运算 *， 使 得 对 于 任意 的 x, TE PLS)， 
不 ,#Ts 是 由 下, 的 每 个 元 素 与 rs 的 每 个 元 素 的 交集 所 组 成 的 集合 ， 
其 中 内 掉 空 集 ， 
例如 ， 若 8$= {9,5b,c,d,e,1}, 
T= {a,b)}, tc itd, e, f}}, 
n= {0 b,c, {ad}, {e, f}}, 
则 zr = {a b}, ic}, {d}, (Ce,4}}, 
容易 证 明 , 集合 Pt5) 对 于 运算 * 是 封闭 的 , 即 对 任意 的 下 ,和 
和 PS)。，Tis5: 仍 是 集合 号 的 一 个 分 划 。 且 直 * 的 定 交 可知，# 是 


可 结合 的 , 分 划 z= :3 是 运算 * 的 单位 元 ,因此 《P(S)+a》 是 一 个 


定义 5-3 如果 独 弄 点 《3 风 中 的 运算 * 是 可 交换 的 , 则 称 独 
异 点 《<5;*) 是 可 交换 的 独自 点 

我 们 下 过 到 过 诈 针 可 区 换 的 独 蜡 点 。 俱 旭 ，《25 U> 和 (235 
们 >》，<Zt 和 71 >》 以 到 PS 都 是 可 交换 的 独 工 点 。 

例 ? 设 有 表示 集合 4 上 所 有 关系 的 集合 ,。 表示 求 复合 关 
系 的 运算 , 则 代数 系统 用 ">》 蚌 一 个 独 蜡 点 。 代 等 关系 1 是 其 单 
位 无 。 由 了 于 美 系 购 复合 不 满足 交换 律 ， 故 《Ra 》 不 是 可 交换 的 
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独 基 点 ， 

例证 YY= B62。 这样 的 集合 PF 称 笋 字 隔 表 ， 直 
中 的 下 未 古 休学 导 、 字 入 或 符号 。 由 字 酸 表 V 中 有 限 个 字母 组 成 
前 笑 何 傈 ， 竹 疝 字 性 表 外 工 的 外 子 或 行 。 外 由 个 字母 人 天 们 组 
成 的 行 称 因 医 磺 为 下 的 行 。 例 妇 ， 中 ，bo,， aa，5D 部 是 长 度 为 2 的 
行 ，apa，98 了 于 是 长 飘 为 3 的 行 ， 察 行星 东 包 含 任 坷 字 王 的 行 ， 通 
共用 下 未 。 汪 生 表 六 二 所 和 有 行 的 集合 用 VW* 表示 。 而 非 空 行 的 
集合 用 WV =V*~ te ;发 示 . | 

罕 交 上 的 一 个 二 并 运算 :对 于 任 合 的 0,8EV*, go 是 把 
行 & 写 在 行 的 直 浊 而 得 到 的 行 。 即 48 =e8。 最 然 ，eopBEYVY。 
因此 VYV 台 下 电 放 是 虹 妆 的 ，Y* 工 的 这 一 运 第 。, 称 为 链接 。 例 
如 往 abaab 和 行 bb 的 链 控 就 产生 abaabbb, 容易 看 出 , 链接 是 可 结 
合 的 。 因 此 《只 证 一 个 平行 。 及 因为 对 于 任意 的 行 fEV*, 有 
Eto， 和 单位 施 、 所 这 Vo。》 基 一 个 独 
办 点 。 亿 还 筑 亚太 可 区 换 的 ,所 以 4VY% ?是 一 个 不 可 交换 的 独 
异 点 。 

生 上 其 有 诗人 位 元 8 的 得 异 点 <5; 关中， 元 素 上 的 宕 可 如 下 归纳 
地 定 兴 为 ， a = 8, 


"+1 = 0 wO, (na 0, 1,2,°""). 
不 难 证 朋 ， 对 于 任意 非 负 整数 mm 和。 我 们 有 
a "+" {Amy = a"", 
定义 5-4 在 独 寞 点 《<5S;*》 中 ,如 果 存 在 一 个 元 素 8E€5， 使 


得 每 一 元 素 4E 5 部 能 写成 & (六 的 的 形式 ， 则 称 独 导 点 《93*》 为 
循环 独 异 点 ， 元 素 上 称 为 党 循环 狂 异 点 的 生成 元 。 

定理 5-1 每 一 个 循环 独 异 点 都 是 可 交换 的 。 

证 明 设 《S;*) 是 一 具有 生成 元 8 的 循环 独 异 点 ， 则 对 于 任 
意 的 0, 所 SS， 必 存 在 整数 严 ， n 关 0, 使 得 90=8", b=g"， 因 下 


Cs 一 sg = St 一 ED 证 完 。 


= 14 人。 


例 9 《<Z; ++》 是 一 生 式 好 民 点， 它 的 单位 元 是 0， 生 成 元 
是 1， 
例 10 设 《5;* 是 一 个 独 异 点 ， 其 中 Sis 0 bc, js 
表 5-1 给 出 了 运算 “的 定义 ， 
未 5-1 


1 1 a be d 
BaB la a bgqq 
b b b 9 aa 
t |e da bb 
是 dd 由 a bb 


显然 1 是 单位 元 。 因 而 有 1=C， 六 CC = Pec#C=02, A 
让 二 = C¥C = 

所 以 《S;*》 是 一 篇 环 竹 导 点 ， 共 生成 元 是 6， 

没 《S;*》 是 具有 单位 元 和 点 成 元 E 的 一 有 限 循 环 狸 引 点， 
考虑 无 限 序 列 e688 ,8 此 贿 列 必然 包 售 的 所 有 元 素 ， 而 
且 ， 由 于 有 只 有 有 限 个 元 案 ， 因 光 必 存在 这 样 的 正 整 数 癌 ， 它 使 
得 驻 是 在 序列 中 已 经 出 现 过 的 元 素 。 设 "是 一 个 这 样 的 最 小 的 下 
整数 ， 合 得 =g" GU， 则 此 序列 可 以 写成 如 下 形式 ， 

ey Bs Brn, BI Eon B's BB" BB eg 
从 而 S 恰 好 具有 于 个 元 素 ， 即 | 
Sa{e BB 8 1 
设 n~-m=1， 则 对 于 尾 意 的 i>m, 有 8 =B "Wth 是 任意 的 非 俩 整 
数 )。 我 们 取 计 = KL， 这 里 好 是 使 得 对 六 的 ! 的 最 小 供 数 ， 到 疡 = 六 
则 有 


on 1 m+ 1 


Br! Brkt = eg 
因此 , g*' 蚌 一 蛙 竺 元 。 当下 过 0 时， 有 瑟 夭 6 所 以 3 至 少 含有 一 个 
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除 e 以 外 的 罕 等 元 。 

定理 5-2 设 s;*>》 是 一 有 限 种 漠 点 ， 则 对 每 一 4ES,， 存 在 
一 个 整数 j=>1， 使 得 a 是 一 寡 敌 元 ， 

证 明 对 任 一 元 素 4aES， 沽 虑 二 元 代数 《Se>》， 这 里 9。= {e， 
oa de 显然 ,《S 是 一 县 有 年 成 元 4 的 有 限 循 环 独 异 点 ， 
因此 至 少 有 一 - 寡 簇 元 赋 :。 这 里 的 天 和 工 如 前 所 定义 。 证 纸 。 

例 10 中 ,由 于 ce* =c#0=b=c 因此 m=2,n=5,1=5-2=3, 
故 对 于 任意 的 i 衬 2， 有 ec ”=ei(h 守 0)。 特 别 c= ci。 因此 0 
=0 是 磊 等 元 (实际 上 ， 从 表 5-1， 我 们 有 吴 = 昌 。 

为 了 说 明定 理 5-2， 洪 患 儿 异 点 “ie 本 8 因为 

di=d, d=b, ds=q, di=d, 
所 以 对 于 任意 的 i 衬 1， 我 们 有 是 = 下， 特别 嫩 后 = 各， 因此 是 
是 天 等 元 。 

将 子 代 数 的 概 含 应 用 到 半 群 和 独 窜 点 上 ， 可 得 淹 干 灶 群 和 入 
狸 异 点 的 概念 ， 

定义 5-5 设 <5;*》 是 一 个 半 格 ， 如果 《T3#)> 是 《Si*#> 的 子 
代数 ， 则 称 《Tis> 是 《S;*》 的 子 半 群 ， 

子 半 群 也 是 一 个 半 群 。 因 为 运算 * 在 §S 上 是 可 结合 的 ， 当 限 
制 在 T 上 村 ， 它 当然 也 是 可 结合 的 ， 

对 任意 的 0ESs， 令 了 = {a0 at。 则 《Te>》 是 《Si#> 的 
一 个 子 半 群 . 

定 5-6 设 435 科 是 一 个 狂 展 点，《T 和 是 <S 4 的 末代 数 ， 
且 单 位 元 ceET， 则 称 《rrwy 是 《9S3s> 的 子 独 异 点 。 

与 子 半 群 一 拌 ， 子 独 异 点 由 是 一 个 独 虹 点 。 

例 11 对 兴 群 <N}*，> 其 中 :是 通常 的 葬 法 }, 设 N,= 281 
EN 由 于 《Ni; 是 Ni :的 于 代数 ,因而 是 <N;*》 的 于 兴 群 。 

例 12 设 有 独 愉 点 《33#*), 其 中 5S= {e,98,1}, 运算 * 由 下 骨 
定义 。 
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《3 的 子 代数 《10 1 是 《94 #7》 的 子 半 群 ， 明 然 它 是 一 
个 独 窜 点 (1 是 其 单位 元 )， 但 它 不 是 《53*) 的 子 独 蜡 点 。 因 为 单 
位 元 e140,1}. 

<{e, 0js#> 是 《5S3#*》 的 于 独 异 点 。 

例 13 xR} +》 是 一 独 异 点 , 数 0 是 其 单位 元 (其 中 + 是 通常 
的 加 法 运算 ;1。 显 然 ， 《1 +》 和 (2Z; +》 都 是 <R; + 》 的 子 独 异 点 。 

定理 5-3 设 《5;*》 是 一 个 可 交换 的 独 寞 点 ， 则 S$ 的 所 有 稳 
等 元 的 集合 形成 《swy 的 一 个 子 独 异 点 ， 

证 明 设 T 是 5 中 所 有 短 等 元 的 集合 。 因 为 单位 泡 。 是 蹇 冬 
的 ， 所 以 e 蕊 TT， 又 设 0,8ET， 则 有 ax*a= 4a，bw*6b = 了 b， 因 而 由 * 的 
可 交 挽 人 性 ， | 

{Oxb) wb) = Ob = DD, 
即 espE&T。 故 《Ti 是 《<5;*) 的 一 个 子 独 异 点 ， 证 完 。 

代数 系统 的 同 杰 《包括 单一 同 态 、 簧 周 态 ) 、 同 构 和 积 代 至 
的 概念 以 及 一 些 有 有关 的 结论 , 对 于 半 群 和 独 腊 点 来 说 都 是 适用 航 ， 
而 且 ， 由 寺 六 群 和 独 党 点 都 是 十 分 简单 的 代数 系统 ， 关 此 把 这 些 
概念 和 结论 应 用 于 半 群 和 狸 异 点 是 一 和 件 很 客 易 的 事 ， 这 里 不 再 费 
述 。 需 要 指出 的 是 利用 满 崩 态 的 关系 可 以 判定 苦 些 代数 系统 是 半 

定 允 $-& 没 k 是 从 代数 系统 Y= 《39 到 了 = 452} o> 的 
满 间 态 。 其 中 运算 * 和 。 都 是 二 元 运算 ， 则 

(1) 车 VY 是 羊 群 ， 则 Y: 也 是 半 群 ; 

(2) 若 了 ,是 狼 潮 点， 则 Y 也 是 狐 异 点 ， 


= 49 = 


证 上 明 《1 因为 V,= 《Sis*) 是 六 涪 ， 所 以 运算 # 居 可 结合 的 ， 
而 基 是 从 Y :到 :的 着 固态， 出 定理 4-5 可 江 ， 运 算 。 也 是 可 结合 
的 。 所 以 ,= 《9535 也 是 一 个 半 群 。 

(2) 的 让 昭 可 类 售 地 给 出 。 证 完 。 


85.2 群 的 定义 


定义 5-7 设 4G; 估 是 一 个 代数 系统 ， 如 果品 上 的 二 元 运算 * 
满足 下 列 三 个 条 件 ， 风 称 <G;#*? 是 一 个 群 、 
《1) 对 任意 的 8,b, CEG， 
0 Chacey = Ca#by) we, 
(2) 存在 一 元 尖 cE€G， 使 得 对 所 有 的 5EG， 
人 带好 一 口音 EE 二 世 。 


(3) 对 每 一 个 acEG， 存 在 一 个 元 素 0-1EG， 使 得 ， 


l=. . 

定义 5-8 ”如 具 群 人 4G 和 的 运算 * 是 可 交换 的 ， 则 称 该 群 为 
交换 群 或 阿 贝尔 群 (N. 昌 . Abel，1802 一 1829 掀 威 数学 家 ). 

例 1 二 元 代数 人; + ?是 一 个 群 ,这 里 运算 + 是 通常 的 加 法 ， 
其 单位 元 是 0， 每 一 个 整数 i 的 逆 元 是 - i。 由 于 加 法 运算 是 可 
交换 的 ， 因 此 《J; + > 是 一 个 阿 贝 尔 群 。 

例 2 二 元 代数 《9 ~ 10} ">》, 其 中 .是 通常 的 冬 法 ,是 一 个 
河 贝 尔 八 。 其 单位 元 是 1， 每 一 个 有 再 数 9 的 递 元 是 专 ， 

例 3” 独 异 点 ‘2Z; +》 和 《6 都 不 是 群 。 因 为 在 《2Z; + > 中 
每 一 个 正 束 数 痢 没有 逆 元 ， 在 《1; > 中 除 土 1 以 外 ， 每 一 元 宕 都 
没有 朔 元。 

例 4 ”集合 4= {ayb,c} 上 的 所 有 置换 的 集合 P= {lyey8,y， 

9,ej， 共 中 


1 人 (0 
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qbe rgbe ube 
?= 人 2 9)， s- (soo ’ :=( b °). 


上 周 于 集合 站 上 置换 的 人 寄 合 对 于 置换 的 复合 运算 是 封闭 的 ， 因 
此 我 们 可 已 定 久 代数 系统 i:P; 中 ,其 路 运算。 表示 集合 4 上 置换 的 
有 合 运 算 ， 卫 和 旨 光 复合 Pe4(P,9EP) 是 表示 置 扫 了 后 机 接着 竹 
换 9 记 产生 的 -一 和 置换 。 

pi el OD- 

运算 。 的 运算 吉 列 在 表 5-2 中 ， | 

血 措 护 复 合 就 是 明 数 的 复合 ， 因 此 。 是 可 结合 的 。 界 然 ， 恒 
等 姥 换 1 是 打 单 位 元 ,每 一 个 置换 都 有 逆 置 摸 ， 到 逆 元 (1 '= |， 
Qi B13 因此 《Pyo》 二 -…- 个 
群 ， 由 运算 琉 尖 于 主 对 基线 不 是 对 称 的 这 一 事实 可 知 ，《Pin> 不 
是 阿 贝 尔 群 ， 上 

事实 上 ， 任 一 4 = htnEN) 的 集合 A 上 的 所 有 (nl 个) 于 次 
置换 的 集合 ， 对 丁 广 换 的 复合 运算 总 是 构成 一 个 群 。 这 种 群 叫 做 
x 次 对 称 群 ，n 次 对 称 群 的 任何 子 群 叫做 《8 次) 重 换 格 。 例 各， 
<P; 中 是 一 个 3 次 置换 群 , DY 075 《18 tt 有 is>。 
<{1,5};。> 也 者 是 3 次 置换 群 。 由 于 每 一 有 限 群 与 一 个 奔 换 侈 同 
构 ， 因 此 抽象 群 的 研究 可 以 转化 为 置换 群 的 研究 。 

洪 5-3 


1 |1«8 Be 
"| iYRBeS 
BB | EQ Y 
Y|Y EG 1 
slipe 1 Ye 
ejeY ea1 
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例 5 图 5-1 给 出 了 -个 用 四 元 组 (4,B, C, D) 表 东 其 角 的 下 
方形 ， 可 以 用 各 种 方法 使 广 正 方形 转动 ， 作 变 成 它 自 己 的 岂 性 过 
动 ， 而 这 些 贡 表示 四 元 组 (4,B, C, D) 的 各 种 重新 排列 


这 样 的 刚性 疾 动 共有 8 个 ， 每 一 个 者 可 以 用 时 个 顶点 的 置换 


表示 出 来 ， 


“#52* 


1=(ABCD 
“ABCD 


_{ABCD 
«=(AaBe 
_fABCD 
ai 人 (全 六 和 有 
-(ABCD 
BCDA 
_/ABCD 
a.=(ApCB, 


_rABCD 
oo (BBAD 

ABCD 
er=( be BA 


《 固 一 变换 )， 

〈 须 时 针 方 向 旋转 90"》， 
《 顺 对 针 方 向 旋转 180”)， 
( 央 时 针 方 向 旋转 270”)， 
〈 绕 直线 a 翻转 180")， 
‘ 绕 直 线 b 翻转 180 )， 


“【( 绕 直 线 c 翻转 180”)， 


( 绕 直 线 4 向 特 180")。 


虽然 集合 {4,8B,C,D} 上 可 能 的 置换 的 数目 是 41 = 24， 然 而 
异 助 于 正方 形 的 刚性 运动 ， 可 能 得 到 的 所 有 置换 仅 上 面 的 8 种。 
袁 5-3 定 兴 了 集合 P= {4,0 0 Css Hsp ss Cay Yi 上 的 二 元 运算 "yy 
例如 ee"g: 就 是 置换 es 将 《A,B,C,DD) 变换 成 为 (C, B;A, DP)， 继 
而 用 ea 将 4,B,A4， Dy 变换 成 为 ‘DC, BA), EE ani = 


疾 5-3 


Gy Ce -Cs 1 阅 好 uy 2 谍 1 


由 表 5-3 可 看 出 ，P 对 于 运算 .是 堵 闭 的 。 而 运算 .是 可 结 
合 的 ， 有 单位 元 1 ， 了 中 每 一 个 元 素 都 可 北 ， 这 些 也 是 显而易见 
的 ， 因 此 《Pi > 是 一 个 群 ( 该 群 称 为 这 正方 形 的 对 称 性 群 )， 

在 独 异 点 中 ， 我 们 定义 了 元 素 的 非 负 整数 次 乔 ， 即 

d=e, "tl fa, (R= 0, L120), 
现在 我 们 再 定义 a =) (n= 1,2,3,."). 
容易 验证 ， 对 于 任意 的 整数 避 和 nn ( 正 、 负 或 堆 )， 下 面 二 式 仍 然 
成 立 : gwG ”一 CT (0 "= a™, 
因此 又 有 a-"= (a")-!, 

定义 5-9 在 群 <G;*) 中 ， 如果 存在 一 个 元 察 8 EC， 使 得 每 
一 元 素 4EG 者 能 写成 8 (ED 的 形式 ， 则 称 群 493 全 为 镍 环 群 。 
而 8 称 为 该 贡生 群 的 生成 元 ， 并 说 群 (G3#》 由 8 生成 ， 
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例 6 群 人 +》 是 一 个 循环 群 ， 其 生成 元 是 1。 因 为 由 定义 
单位 元 0= 1 ， 又 任 一 正 束 数 0 = 1 + 1 全 二] 任 一 仙 束 数 一 ? 
(一 了 4-Dt -+(- 卫 ， ”全 

2 个 

由 定理 5-1， 每 一 循环 群 必 是 阿 贝尔 群 

定义 5-10。 设 4G;*) 是 一 个 群 ， 如 果 避 是 有 限 集 , 则 称 《G; 
#3 是 一 有 限 群 。 避 中 元 才 的 个 数 称 海 着 <《G4 的 的 阶 ， 洲 G 是 无 限 
集 ， 则 称 《G; *》 为 无 限 群 ， 

定义 5-11 允 于 群 4Gie> 的 元 素 9， 若 在 柱 一 正 浆 数 1， 使 
得 ma =e， 则 称 元 尝 4 其 有 有 限 周 期 ， 而 使 站 = 成立 的 最 小 的 正 
整数 称 为 4 的 周期 ， 如 果 对 于 任何 正 整 数 r+， 总 有 类 e， 则 称 a 
的 周期 为 无 限 。 

显然 ， 单 位 元 的 周期 是 上 : 

定理 ss 惕 《43s2》 是 一 由 元 素 弛 生成 的 循环 群 ， 

(1) 车 8 的 周期 为 #， 则 《G;*》 是 一 个 # 阶 的 有 限 循环 群 ;， 

《2) 著 中 的 周期 为 无 限 ， 则 《Gs * 是 一 个 无 限 难 的 循 扒 群 。 

证 明 61) 设 8 的 周期 为 4 , 则 g"=e. 对 于 任 一 元 素 鱼 三 G， 
坊 KK=Ng+r CODEr<RY， 则 

BIB t= (Bg) #8 = eB =8', 
即 <G;*》 中 任 一 元 素 都 可 写成 8 ， 而 0srca， 这 说 明 人 中 至 多 
只 有 nn 个 不 同 的 元 素 外 gog (Ee)。 

今 假设 n 个 元 素 8,8*,…, 8" 中 有 某 两 个 元 素 相间 , 8 = 8' (1 所 
i<j<<n), 则 8g 二 "=e, 由 于 0 之 j -im 这 与 8 的 周期 为 t 巴 盾 。 
因此 8 gg 是 侣 中 个 互 不 相同 的 元 素 ， 

由 上 所 证 可 知 ，<Gy*W 是 一 个 nn 阶 和 的 有 限 竹 环 群 . 

(2) 设 的 周期 为 无 有限 ， 计 般 运 《Gy*》 是 一 个 共 阶 的 有 限 循 
了 环 群 作为 正 整数 )， 则 在 8,87，-…,8",8”*! 中 人 至少 有 两 个 元 素 是 祖 
网 的 , 设 汶 8'=g1(l 志 [人 jn+t+， 则 g'se， 而 Oj~1。 这 
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说 明 8 具有 有 限 忆 期， 与 假设 矛盾 ， 贸 此 ，《〈Gi *y 是 一 个 无 限 阶 
的 循环 群 。 证 完 ， 

因为 群 中 每 一 个 元 圳 都 是 可 遂 的 ， 所 以 在 阶 大 于 1 的 群 中 没 
有 霍 元 。 男 外 ， 除 了 单位 元 以 外 ， 群 没有 任何 痪 等 元 。 为 了 说 明 
这 点 ， 我 们 假定 4€G 是 麦 等 元 ， 于 是 有 0w2=2， 则 


本 二 
8$5.3 群 的 基本 性 质 


在 这 节 里 ， 我 们 讨论 群 的 一 些 重 要 狂 质 。 

定理 5-6 如 果 《Gs*) 是 一 个 活 ， 则 对 于 任意 的 PEG, 

《2) 在 在 歇 一 的 元 素 xSG，、 使 得 oxx =b， 

心 ) 存在 唯一 的 元 案 XY SEG， 使 得 ?ro =b。 

证 明 (4》 因为 a#(a :sb) = 《9s6- 中 b=e#b=b。 丘 丹 至 少 
存在 一 个 元 素 X=a- wb, 满足 axx=b, 现 设 X' EG 也 使 得 awx' =P 
成 空 ， 则 

X= eX 二 
因此 ，x*=aitb 是 满足 a#x=b 的 唯一 元 寄 。 

2) 用 类 仇 的 方法 可 以 证 朋 》= bsar'! 是 如 中 满足 Y#44=4b 的 
唯 一 元 素 ， 证 完 ， 

定理 5-7 如果 《Gyxy 是 一 个 群 ， 则 对 于 任意 的 a,b,c&G， 

{8) 车 axb=a#c， 则 有 b=cs 

(5b) 若 baa=ex#2， 则 有 b=c。 

该 定理 是 定理 5-6 的 一 个 直接 推论 它 说 明 群 满足 消去 律 。 
由 上 述 定 理 可 知 ， 在 群 <Gs3*》 的 运算 表 中 ， 任 一 给 出 的 行 和 尾 一 
给 出 的 列 内 ，G 的 每 一 元 吉 都 必然 出 现 一 次 且 愉 能 四 现 一 次 。 央 
此 群 <G; *》 的 运算 表 的 每 一 行 和 每 一 询 都 是 的 元 素 的 一 个 排列 
或 置换 ， 
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定理 5-8 ”如果 《G3*) 是 一 个 群 ， 则 对 于 任意 的 2bEC， 
Ca#b)}- ! = b- Tea !, 
证 明 ”因为 tasb)#taxb)~!1=e， 而 
(awb)a (hb ia YY =a#(bab- 1) a = an = 2, 

故 由 定理 5-7， 有 (a4b)-1=b-wa*!。 证 完 

用 归 鲍 法 很 容易 将 定理 5-8 的 结论 推广 到 性 意 工 个 元 素 的 情 
形 ， 扼 对 于 任意 Gy Hay ry dn EQ, 
有 


(asdse Gy -1 三 
特别 ， 当 《G3*? 是 阿 贝尔 群 时 ， 上 式 又 可 写成 
《回音 各 2 毕 ， "要 一 工 一 加 T EE 
定理 5-9 若 群 <G;*》 的 元 素 a 具有 有 限 周期 r， 则 当 且 仅 
当 X 是 > 的 倍数 时 ，of = e。 
证 明 设 k= mr Cm 为 一 整数 )， 则 
| 从 = 和 = 一 有 一 上 
上 反之， 假定 0=e， 并 设 K=mr 了 0017)， 则 有 ai = ~" 
= 6， 因为 0<si<r， 而 由 假设 ，r 是 使 = 
e 的 最 小 正 整 数 ， 记 以 必 有 i=0， 因 此 =mr， 证 完 。 
于 是 ， 车 =e， 并 且 对 于 ? 的 因子 4(1<d<Zr), 我 们 有 er 关 
e， 则 r 是 & 的 局 期 例如， 若 a*=e,， 且 Q? 关 Ee， 中 天 Ee， 则 8 必 
定 是 上 的 周期 ， . 
定理 5-10 和 群 中 任 一 元 紊 与 它 的 逆 元 具有 相向 的 局 期 ， 
证 明 若 o 是 一 具有 有 限 局 期 + 的 元 吉 ," 则 4 =e， 并 由 此 


有 

(C0)'= 《ae I= er!=e. 
因 雌 ，o7' 必 有 有 有限 周期 ， 设 为 r*， 则 有 <<r。 
及 G = (0 rN !=e"lne, 


所 以 又 有 rr'。 最 后 得 r=r'。 证 完 。 
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由 上 述 证 肖 可 知 ， 当 元 素 上 的 册 期 为 无 限时 ， 人 入 :的 髓 类 也 
为 无 限 ， 1 
定理 5-11 在 有 限 群 <G;*》 中 , 每 个 元 素 丰 一 有 限 同 期 ， 折 
县 每 个 元 素 的 周期 不 超过 # 安 。 

证 上 明 设 e 是 台中 的 任 一 元 素 . 因为 4《G3s 是 有 让 搓 ， 所 殿 
在 序列 ae: ,29 "1 中， 至 少 有 两 个 元 素 进 相同 欧 ， 设 于 = 人 
《TSDP<TY<s (i + 1}, 

a Pa #d rma Wd ?t= d=, (Or 一 了 二 HG) 

因此 ，a 的 周期 至 多 是 1- 也 #4G。 证 完 . 

然而 当 <G; #2? 是 无 限 群 时 , G 中 的 范 业 的 周期 不 一 定 是 有 限 ， 
例如 在 群 <I; + > 中, 除 单位 元 0 外， 其它 下 这 的 周期 都 为 无 限 . 


8$5.。4 子 群 及 其 陪 集 


类 人 岂 于 子平 群 和 子 狂 寞 点 ， 我 们 有 子 群 的 概念 ， 

定 党 5-12 设 4G5s? 是 一 个 群 ，《Bzw#>》 是 <G3*) 的 于 代数 ， 
如 果 

《1》 单位 元 6 EH; 

(2) 对 于 性 意 的 aE ,有 0 ?EH， 
则 称 《Hy*> 是 <G;*》 的 子 群 ， 站 果 互 是 G 的 实 子 集 ， 则 称 子 群 
《Hi*y》 是 《Gy 的 真子 群 。 

由 定 尽 ， 群 4G3i*#? 的 任 一 子 群 本 身 也 是 一 个 群 ， 

对 于 任意 群 4《G#9>?，《Gir> 和 Ce}3#》 部 是 《Gy#》 的 于 群 。 
我 们 称 它们 小 群 <G;*? 的 平凡 子 群 ， 

例 1 对 于 群 4P + ), 定 又 集 台 No= {2,4,6;…}， 显然 (N, 
+》 基 《<I; 二》 的 子 代数 ,但 单位 元 0 仿 N,， 且 对 于 任意 的 元 过 
0EN.， 4 的 道 元 -4 在 N.， 因 此 kw + 不 是 +》 的 子 群 。 

《ZZ + > 是 《HT +》 的 子 代数， 晤 单位 元 0EZ， 但 对 于 之 中 人 性 
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一 元 素 关中，6 的 逆 范 一 0 久 2， 因 此 这; +》 也 不 是 ;+ > 的 
子 群 , 1 

定 尽 集合 ra = {671iEN， 显 然 <14; + 是 4 + > 的 予 代数 ， 
且 0E1s。， 又 对 于 任 一 元 素 6i E16， 有 6 一 让 = -61€16o， 所 以 
《Tos +》 是 <I; + ) 的 于 群 。 一 般 地 ， 对 于 任意 整数 呈 ，《Jn} 二 +》 
是 tI; + > 的 于 和 群 ， . 

事实 上 上， 定义 5-12 中 关于 单位 元 的 要 求 是 多 余 的 ,因为 由 
4a， 根据 (2) 有 9"' 依 ， 因 而 有 are- :=eEH， 这 样 我 们 就 证 
上 朋 了 下 面 的 结论 ， 

定理 5-12 设 <1;*#) 蚌 烙 <G;*》 的 子 代数 ， 则 当 和 县 权 当 对 
寺 尾 意 的 8EH， 有 全 日 了 时，<H;*) 证 《G3;*》 的 子 群 ， 

于 是 ， 车 给 定 一 人 群 <G;*》， 为 了 确定 6 的 尾 一 非 空 子 集 囊 是 
否 构成 《G3 wy 的 一 个 子 群 ， 只 人 须 检 验 以 下 两 条 是 否 成 立 ， 

C1) 封 河 姓 ; 对 二 任意 的 8, 了 EH， 有 a *b 世 Hs 

{2》 可 道 性 ， 对 村 性 意 的 49fH， 有 全 ' EH., 

我 们 还 可 以 把 卡 述 两 个 条 件 合 并 成 为 一 个 条 件 . 即 有 

定理 5-13 没 《<G;*) 是 一 个 群 , H 是 6G 的 一 非 空 子 集 ， 划 当 
且 仅 当 由 a.8E， 可 得 05 生 瑟 时 ，《P ea》 是 《Gy 的 子 群 。 

证 明 设 4H;* 呈 糙 4Gy*》 的 子 焙 , 由 定 尺 5-12, 车 4,bEH， 
则 bp-: 和 万， 因而 ge3 人 有 : 

友之 ， 设 由 汇 素 0,bE 有 HH， 可 得 ayp GE 有 之 条 件 成 立 ， 则 由 
aE 有 ， 可 知 art = eCH， 上 上 ea 1=q"! 世 昌 ， 这 就 证 明了 下 道 
性 。 靶 次， 如 果 ,PEF， 则 由 .上 所 证 b7!€EH， 因 此 askD- "= 
.9a#b ED， 这 了 诚 证 明了 村 闭 注 ， 表 由 定理 5 12 可 知 ，《H;*》 是 群 
《<G}#》 的 于 群 。 征 完 ， . 

特别 ， 如 果 《G##》 是 有 限 群 ， 那 么 定理 5-12 中 可 道 性 的 要 
求 了 世 是 多 余 的 。 即 有 

定理 5-14 设 4G3*) 是 一 个 有 限 群 ， 车 1D 是 <Gs*) 的 了 
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代数 ， 风 《5B5*#》 足 《G3Y#》 的 子 辞 。 

证 明 设 dfH， 肖 福 更 3- 11，m 有 一 他 了 归 周 期 ， 没 为 r。 又 
鸯 为 HH 对 运算 * 是 料 站 的， 所 以 让 汪 4) 个, …;4' “1!，4" 均 在 号 四 ， 
其 中 . 


dl =a Wa := ed i al, 

因此 有 对 E 昌 。 坟 55*#> 是 《Gy 信子 群 ， 证 完 。 

于 是 ， 若 给 定 一 有 限 群 Gy， 为 了 确定 G 的 某 一 非 空子 党 
昌 能 区 构成 <G;#) 的 一 个 子 许 ， 只 带 检 验 旦 对 运算 是 可 封闭 即 
可 ， 
定理 5-14 的 条 件 还 可 以 削弱 ， 即 只 要 五 是 怠 的 有 限 子 集 侣 ， 
而 并 不 一 定 要 求 《Gy*) 是 有 限 群 ， 于 代数 《Hi;*》 也 能 成 为 《Giey》 
的 子 群 。 

定理 5-15 没 <G;*) 是 一 个 群 。《H;#) 是 <G;#} 的 有 限于 代 
数 ， 则 <H3; 是 《G3 的 子 群 ， 

对 害 理 3- 14 和 的 迹 册 上 略 如 修改 , 便 可 类 似 地 结 而 本 定理 的 证 明 . 

最 然 ， 任 一 阿 风 尔 群 的 于 姓 也 必 为 陪 岁 尔 烙 . 

例 2 在 85,2 例 41 中 11,81 对 运算 。 是 封闭 的 ( 见 表 5-2)。 因 
此 <{1,0); 0) 是 D0 9.76,8}; 路 的 子 群 ,类 伺 地 ,因为 {1, 7,56} 
对 于 渗 算 。 人 也 是 封闭 的 ; 所 以 性 ls7,6); o》 也 是 《ls0 ,ByY, GE 
*》 的 于 群 ， 

表 5-4 和 家 353-35 分别 给 出 了 这 两 个 子 群 的 运算 ， 的 定义 (请 入 
己 识 别 男 一 些 子 涪 )。 


起 5~4 吉 5-5 
oi 1 ° 1 YY 8 
了 ! tx 1! 1 了 和 
1 
让 1 了 a] 1 
b a i 学 


于 上 计 人 一 《Gy*， 着 《Gy#》 的 子 伐 数 《H3*y 也 
是 一 个 嵌 ， 风 NH #7 一 定 是 iG; 雪 的 子 碍 。 因 为 ， 如 时 我 们 假设 
es 是 群 <H; 交 的 站 仔 施 ， 则 有 ee = 因而 ， 群 4G5wy 的 前 位 
元 Ee= (eise = (ey) lis{e se) = (CE) #0 )*e' = 6se se 即 
eEH， 叉 敬 4EH， 并 设 a’ 是 4 在 日 内 的 首 苑 ， 于是 有 oxa’=e。 
另 一 六 面 到 有 0x0*!1=e， 由 消 走 律 有 有 (= 1 即 有 47! EH, 

这 样 一 来 , 对 企 一 税 XG; ?7 来 说 ， 冰 太 是 的 一 个 非 空 子 集 ， 
且 <# 成 群 ， 则 《Bt 是 《Gy# 了 的 子 雁 ， 友之 , 车 是 (OG 
的 子 赫 ， 则 5 有 *) 也 一 定 是 一 个 群 ， 本 显 ，《E > 是 《G5#y? 的 
守 人 群 的 充 要 条 件 是 ，《 玉 3*》 是 一 个 群 。 因此 在 许多 数学 书 中 常 这 
样 来 定义 子 璋 ， 进 《G3 是 一 个 群 , 5 是 6 的 一 个 非 空 子 集 ， 若 
(8;#2 也是 一 个 撞 ， 则 称 XH;*#》 是 群 <Gs*#) 的 字 挫 ， 

下 面 我 们 著 患 寿 4G4 拉 中 与 地 群 * 的 有关 的 这 上 绊 一 些 子 储 。 

定义 5.13 设 人 入 ;*) 是 群 4Gs sy 的 于 群 .时 日 的 任意 :个 
元 党， 风 集 合 


#0 = {#0 | 下 人 在 厅 } 
称 为 子 余 <H;*? 在 人 群 <G;* 中 的 一 个 右 陪 集 。 集 合 
ax#D = {a¥h | EH)} 
称 为 子 群 “sy 在 群 4《GI*> 中 的 一 个 在 团 集 . 
如 时 8E 开 ， 则 月 *G= a# 晶 =， 这 就 是 谤 ，': 自身 是 一 个 右 
说 集 且 也 是 一 个 左 陪 集 ， 
全 3 等 下 85.2 人 14 的 3 交 对 第 :内 <P;0> = 《ilt,B,Y, 6 


em 


el}s EE ] 呈 六 >。 在 《Pi -> 该 于 群 的 右 陪 集 是 ， 
{lm .els 1a), {la or = ,3}, 
{le al lyg- 一 Ge， 
{lr .1, 《Two 


于 全 《1 0}s 0> 在 《P30》 市 有 三 个 相 界 的 右 陪 染 ，{1,0},，{8， 
YY} 
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在 Pio 中 《fileygey 的 堪 陪 沁 是 ， 


letly& = {1,8}, ?eflyey= {7,2}, 
Bettya] 二 【ay ly gc{flial= 16,8}, 
Beil,a}= {8B, 6}, Eo {1, oe} 三 ey}, 


于 是 《<{1,4};°> 在 <P;*》 中 有 三 个 相 异 的 左 陆 集 : {1,&)， 
{8B,6}, EY, 有。 

考 虚 群 <P;o。 的 子 群 《fl 0} “>， 在 《Ps 由 该 子 群 的 右 
陪 集 是 : 

{1,Y,6}°1= {1, rt， {1 Ys0}0o7 = {Y,6,1}, 
{lsY Sor= ia, 5,B}, {1 Ys50}06= {6,1,7}, 
{1,Y,6} 8= {8, 0, 2}, {i YG}°e= {8, 8,0}, 

于 是 《<{1,7,6};。) 在 tP;。》 中 有 两 个 相 异 的 右 辽 集 ; {1,7,6}， 
人 fc B,£}, 

容易 验证 ， 对 于 每 一 个 aE{tla.p.y,9e， 我 们 有 fts61 
eg 一 和 ofiypy gj。 

定 湾 5-14 设 《<H;*》 是 玫 《Gy 的 子 群 ， 如 果 对 于 每 一 个 
aftG， 有 ssH = Hrd， 则 称 《<;*》 是 群 <G;*》 的 正规 子 峰 。 此 时 
右 陪 集 和 左 陪 集 简 称 为 陪 集 ， 

上 例 中 ,《{1,7,0); 中 是 群 <P;。》 的 正规 子 群 。 但 《{1,0};0》 
不 是 《Pi sy 的 正规 子 群 。 下 面 给 出 判别 一 个 子 群 为 正规 子 群 的 条 - 
人 忻 。 为 此 我 们 先 引 进 下 面 的 符号 。 

设 互 是 群 4Gixy》 中 电 的 一 个 子 集 。 对 于 任 一 元 嵌 0EG， 我 
们 用 符号 ce#H*a-! 表示 下 面 的 集合 

QH#G 1! = {a#hwa™ 1 [hEH}, 
一 般 好 ， 著 A、B 是 6 的 于 集 ， 我 们 定义 
A#B= {a#b|laEA, bEDB}., 

定 运 5-16 设 《4Hi*) 是 群 4Gy*》 的 一 个 子 群 ， 当 且 仅 当 对 于 

任意 的 aEG， 有 aeHwa-:= 互 有 时， 《He> 是 《Gy#): 的 正规 子 群 。 
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证 明 设 《<H;*#7 是 LG;# 的 正规 子 竹 ， 风 对 十 侍 意 训 4 EG， 
有 a#H=H#a。 因 此 ,出 运 鼻 * 的 可 结合 性 和 符号 Hra! 的 定义 
可 知 

a¥H*a -i= COs) a#a- := (H#d) #0-1= 再 本 (Qt = H#e= HH, 

反之 ， 假 设 对 任意 的 9EG， 有 o*H*a = H， 了 DH*a== (ux# 生 
站 二》 的 
正规 子 群 。 证 完 ， 

上 人 述 <H;*》 为 正 需 子 群 的 充 要 条 件 壕 可 以 削弱 ， 即 有 

定理 5-17 设 ( 下 人 是 群 4G3 的 一 个 子 群 ， 当 扎 妈 当 对 于 
任 痪 的 EC， 疹 aaBa- 二 旦 时 ， 《2 是 《G3 和 的 正规 子 群 ， 

证 明 必要 性 显然 威 立 ， 

设 对 尾音 的 EG，a0#sH#a-1 生 HH， Cy 
由 于 9 EG, 因此 蓉 q! 代 4g 仍 有 a HW4 宇 HH 成 了 江 , 以 a 堪 小 ， 
以 a! 右 乘 得 

科举 【和 【 琅 于 举 习 ) 来 习 -! 人 20 来 月 半 0”1y 
六 HEaHeo- 。 《2) 
由 (1) 和 (2) 得 asH#a™'=H,。 . 
因而 由 定理 5-16，《H;w) 是 正规 子 群 。 证 完 . 

在 上 秽 中 我 们 发 现 , 子 群 <{1,0}; "> 在 ‘P;*。》 中 所 有 相 导 的 
右 陆 集 和 所 有 相 异 的 左 陪 案 分 别 组 成 P 的 一 个 分 划 , 子 群 <i1,Y， 
60}3。> 在 《<P}*》 中 的 所 有 相 异 的 陪 集 也 组 成 了 的 一 个 分 划 。 这 一 
结论 是 否 具有 一般 住 呢 ? 邯 群 的 子 群 在 该 群 中 的 所 有 相 异 右 ( 左 ) 
陪 售 是否 一 定 组 成 该 群 之 域 的 分 划 昵 ? 回答 是 肯定 的 ， 为 此 ， 我 
们 先 证 骨 下 面 的 定理 ， 

定理 5-18 设 4H;#》 是 群 (G1*2 的 子 群 ， 则 

(1》 当 且 仅 当 bra 1€EH 时 ， bEH*a 

{2》 当 且 仅 当 0-16bEH 时 ，b EoeH, 

证 上 明 (1》 当 且 仪 当 存 在 某 一 EH， 使 得 50=hwa 时 ， 有 


s 162* 


bE H#4， 和 四 此 ， 当 月 仅 当 在 在 某 -一 hEH, 使 得 bwa- := 严 时 ， 有 
be H#a。 这 闭 | 赴 当月 仅 妆 pa 下 时 ， 有 BE Ha。 

(2) 的 证 消 与 5 的 证 明 类 倍 。 证 完 。 

定理 5- 19 这 Hy*>》 是 和 群 <G;*》 的 一 个 子 群 ,a 和 旦 是 对 的 
任意 而 个 元 索 ， 旭 奇 

Ci) H#a= Hb 翅 才 CH#0) (FH#b) = $} 

C2) du# 打 二 bx 或 者 (awH) 了 i (BH = 中 

证 明 (1 这 (ax {| (CH#b) 汉中， 半 设 XE (CH#q) 站 (HD)， 
四 
还 ，a 和 二 hi 类， 由 定理 5-18，0C Hr*b， 因 此 4=hab 
CRE HY WH Hse 有 = 者 
bee EH 类似 昌 有 = X= 日 一 1 六 1 玉 及 | 种 器， 
baa-! = zh, HH， 于 三 bE Hra， 国 上 已 双 和 有 H#bGH#0。 故 Hs#*a 
= Hi*b, 

《22 的 注 用 与 (1 移 证 朋 类 似 ， 证 宠 . 

对 了 本 样 xG;#> 中 的 任意 赐 全 元 素 4 和 Pb， 在 什么 情形 下 有 
pwa=xb， 村人 和 什 笃 和 情形 下 有 (Hs) 由 CH#b) = 申 昵 ?9 关于 这 ， 我 
们 有 尺 直 的 定 至 ，、 . 

定理 5-20 设 《4H}*>? 是 料 <G3*> 的 一 个 于 群 ， 则 

1》 梁 和 且 公 当 DE HwoHF， Hs*b = H*ds 

C2 当 且 仪 当 8BEq#H 对 ， 和 月 b#H = #9。 | 

证 明 《1) 议 bH#a， 六 因为 cECH, 所 以 b=esbEH#b。 于 
是 (Hwa) 个 (H#6) 大 BW， 志 定理 5-193,，H#6b = Hwa。 

友之 ， 设 HH#p= #9， 则 出 B= gb 他 #6b 癌 讽 | bE 有 H#a, 

《2) 的 证 朋 与 413 的 证 明 类 做 。 还 完 。 

定理 15 2 说 明 、 由 元 迷 5 所 确定 移 《9;#) 的 有 ( 正 ) 陪 集 与 
访 右 5 谋 祭 中 全 一 起 达 b5 所 确 定 有 的 各 ( 诺 ) 出 信和 相 犁 ， 由 元 素 
中 所 关 定 量 5# 到 在 《在 财 妮 与 访 在 《在 )》 说 集 了 以 外 的 任 一 无 
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素 所 所 入 定 的 石 《 无 》 说 集 相交 为 空 。 

定理 5-21 设 《H;*》 是 群 <G;*》 的 子 群 ， 则 

《1 《Gs*7 11 《RH;#> 的 所 有 由 绊 的 右 隘 集 组 成 各 的 一 个 分 
划 |; 

(22 《Ge 的 石和 有 有 相 恒 的 堪 陀 集 组 成 和 的 一 个 分 划 ， 

证 明 《1) 因为 《Ha#> 是 群 (GG; 的 于 群 ， 有 eEH， 用 以 
对 任 一 dEG， 有 《= exa EH#a, 妈 HH#6 非 室 ， 必 由 定理 3-19(1)， 
《Gs 夫 》 中 《得 #》 的 任 疮 两 个 相 缉 的 右 陪 集 相 次 为 由 而 且 每 一 元 
素 9EG 必 在 右 陪 集 1a 中 ， 因 此 瑟 的 所 有 相 姑 的 右 陪 集 组 焉 G 
的 一 个 分 划 。 

《237 的 证 明 与 C1) 的 证 明 荣 侯 ， 证 完 ， 

定理 5-31 中 的 分 划 称 为 群 4Gi*> 中 与 《Hi*》 相关 的 石 〈 左 ) 
陪 集 分 划 。 这 型 分 划 可 百 作 是 由 富 上 单一 等 价 关 系 靖 所 导 致 的 等 
价 分 划 ， 这 剖 了 是 当 引 仅 涩 和 4b 丁 在 《<H;*》 的 相同 的 右 (大 》 
陪 焦 中 有 时， 有 G58， 当日;#*》 蚌 <;*#》 的 正规 子 帮 时 , 这 种 分 划 
简单 地 称 为 《Gy#》 中 与 《1 证 相关 的 陪 集 分 划 . 

上 述 这 些 定 理 还 给 出 了 和 冤 造 右 ( 左 ) 陪 集 分 划 的 方法 车 
《Hi;#》 开 《G5x#>》 的 下 于 群 ， 则 必 有 一 开 喜 甸 和 人 而 包 冬 是, 宁 是 作 
互 的 右 陪 焦 总 sa 《或 左 陪 集 941#*H)}， 如 果 忆 的 子 集 EUHEeII 《或 
日 JasH) 述 趟 能 包含 写 的 全 部 元 吉 ， 则 博取 一 不 属于 HUH*9 
(或 HJa#H) 的 已 之 一 元 9 ， 并 作 右 隘 集 吕 #az (或 42# 昌 )， 若 她 
还 有 汇 深 不 局 十 守 集合 UH*a J 有 i*a, (或 HUasHUa,*H)， 
设 &; 是 这 样 的 一 个 正 胡 ， 几 与 上 人 徊 同样 ， 可 作 右 陪 集 Haas (或 
Qa# 朝 ), 继 绕 这 样 作 下 汤 ， 有 可 能 把 集合 避 分 划 成 有 限 多 个 右 ! 左 》 
陪 集 的 并 ， 划 I 

:= Fst ) H#G, Ll [THRE,, 


或 和 Ca EH kl Ha = H), 


侍 名 训 可 记 丰 宦 全 区 太 有 开 茵 全 在 全 说 证 于 本 于 ， 议 划 ， 当 
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《Hw》 = 《fei 有 风 而 《G1%》 是 无 限 群 时 ， 就 会 发 生 这 种 现象 ， 

对 于 任 一 4EG， 定 必 -- 以 H 到 Hi#a 的 函数 了 HH->H*4。 使 
得 对 于 短 一 个 REFH， 有 了) = 了 wo。 由 定理 5-? 可 知 ， 这 是 一 个 
由 瑞 到 Hxa 的 双 射 ， 因 北 ，Hawa 与 日 具 有 相同 的 基数 。 同 样 a*8 
与 下 也 具有 相 膏 的 基数 ， 不 促 如 此 ， 我 们 还 有 下 面 的 结论 ， 那 
《Hi;#>》 的 所 有 相 绰 右 路 集 的 个 数 和 所 有 相 异 左 陪 集 的 个 数 是 相同 
的 ， 


事实 上 ， 节 《8;*> 的 所 有 相 寞 右 陪 集 的 个 数 为 有 限 数 + 个 ， 
设 沟 Hag， 日 #5 HA， 则 7 ， 031 内 日, 05 泗 采 以 为 
《<H;*> 移 所 有 相 异 的 左 陪 集 ， 为 此 要 证 朋 世 下 两 点 ， 外 任意 两 个 
左 陪 集 274#H 二 的 和 用 让 闪闪 @ 避 中 任 一 元 素 8 必 在 某 个 左 暗 集 
araH 中 Clin), 

假设 在 ii 时 《ij 所 ， 有 ait = 7 圭 和 是， 则 由 定理 
5-20， 有 条! 全 4Q7# 有 HH ， 叉 由 定理 5-18， 有 oraeTE 日 ， 从 而 有 
ai€ 0 于 是 由 定理 5-20， 有 Heai = H*4aj。 这 与 假设 矛盾 ， 反 
lari#H TiwH Ci 

-对 任 一 元 素 gESG, 有 g :EG， 因 起 8-! 必 在 某 个 右 陪 集 Hwa; 

中 ， 肥 gg-!=h*a,; (hEH)， 于 是 8= (RsGiD) -1 二 071#h-1C Gr! 万 
Cl TD) 

用 同样 的 廊 式 迹 可 证 明 ， 当 《6;*》 的 所 有 相 异 的 左 陪 集 为 
4 个 时 ，《< 玉 )*》 的 所 有 相 剧 右 障 祝 也 是 4 全。 因此 当 一 方 为 无 限 
了 时， 男 一 方 也 为 无 限 ， 

定义 5-15 设 fi*) 是 群 (G;*> 的 子 群 ， 群 4G5ey 中 <H; 
*》 的 所 有 相 蜡 右 〈 左 ) 陪 集 的 个 数 称 为 《397 在 《Gy 中 的 指 
数 ， 

例 3 中 《fei 在 《Poy 中 陶 指 数 是 3，《{ft 74 在 
“Pi 中 的 过 数 是 2 . 
由 上 曾 的 过 论 ， 我 们 可 忆 得 到 如 下 的 定理 。 
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定理 5-22 ( 垃 烙 朗 日 定理 》 

设 <G;*)》 是 一 具有 子 群 <H;*) 的 有 限 群 ， 且 <H}*) 在 {G3*》 
中 的 指数 为 4， 风 fG = a (4#H)， 

此 定理 的 结论 是 显然 的 。 而 吕 由 此 可 知 有 限 群 <Gy*? 的 任 一 
子 群 的 阶 必 为 该 群 的 阶 的 因子 ， 因 此 任何 素数 阶 的 群 只 有 平凡 子 
群 。 在 此 我们 还 可 得 到 比 定理 5-11 更 进一步 的 结果 。 

定理 5-23 在 有 限 群 <G;*》 中 , 每 个 元 崇 的 周期 是 #G 的 因 
子 ， 
-证明 设 eEG， 且 4 的 周期 为 7， 则 《feyeyez a 1}; >》 
是 <G3*》 的 一 个 子 群 ， 直 定理 5-22，r 是 #G 的 因子 。 证 完 ， 

由 上 可 知 , 车 (G3;*》 是 一 nn 阶 和 的 有 限 群 , 那么 对 任何 的 ecE G， 
有 a"=e， 若 《G3*》 是 一 素数 阶 的 群 ， 则 G 中 任何 非 单位 元 案 的 
周期 愉 好 是 #G。 


35,5 正规 子 群 与 清 同 态 


应 用 代数 系统 的 同 态 概念 于 群 ， 可 得 到 群 之 赂 的 同 态 头 系 ， 

设 《Gi 4 和 《5 > 是 两 个 群 , 了 是 由 已 到 G" 的 一 个 匡 数 。 我 
们 知道 ， 若 对 于 所 有 的 as,pEG， 有 

amb) = 了 [Gy ef Cb), 

则 了 是 由 改 5Gsw> 到 群 <G/ 3 只 的 同 恋 ， 

根据 了 是 内 射 ， 满 射 或 双 射 ， 上 述 群 之 闻 的 同 态 也 可 区 分 为 
单一 间 态 、 满 周 态 或 同 构 ， 

.定理 5-24 设 《Gy 是 一 个 群 ，{G 和， 是 一 个 二 元 代数 ， 

若是 由 <G}*》 到 《G3 o>》 的 满 同 态 ， 则 《Ge 也 是 一 个 群 。 
这 个 定理 用 不 善 证 明 ， 因为 根据 定理 4-5， 该 定理 的 结论 是 
显然 的 。 

定 兴 5-16 设 了 是 由 群 4G3 的 到 群 <G'; 。》 的 满 网 态 ， 则 称 
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《G2 sy 的 单位 元 外 在 所 中 所 有 象 源 的 集合 
= {olatE CG, fa) = 人 

为 满 同 态 于 的 核 。 

定理 5-25 设 KK 是 由 群 <G;*) 到 群 4G'。》 的 满 问 志 了 的 核 ， 
则 <K;#> 是 群 <G;*》 的 正规 子 群 。 

证 明 首 先 证 朋 《<K;*} 是 <;*) 的 子 群 ， 显 然 (Gy) 的 单位 
元 ESRK， 因 此 下 非 宅 。 若 0,8EK， 则 19) = 了 (vb) = e/， 扫 下 

Jasb = f(a) of (6-1) = f(a) oCf (hb) 1!= eeLed!=e’, 
于 是 arb- CK， 央 此 《<K;*) 是 Ge? 的 子 群 。 

其 次 ， 对 任意 的 aEG 和 任意 的 EK， 

fCaskaq 1) = 了 (skE) ef ta 1) = 了 09) of (Kk) os Lf Ca}! 
= f(a oe otf 0 = 1 eC) = 

所 以 ， 对 任意 的 aE G， 0xkK#q"' 生 KK。 
于 是 ，《Ki*>》 是 《Giy> 的 正规 子 群 ， 故 定理 成 立 。 

定理 s-26 设 j 是 由 改 (G3*) 到 群 《G';*，》 的 满 向 本， 了 的 
核 为 KK， 若 G 中 元 若 8 在 G’ 中 的 象 是 94， 则 a 在 如 中 所 有 银 源 的 
集合 是 障 集 axK， 

证 明 对 任 一 元 案 a#kE awKk (KE XK)， 

fonky = (a) ef (Kk) = Qioer = a, 

所 以 陪 集 axK 中 所 有 泡 寄 都 是 a’ 的 象 源 . 

肯 你 设 58 基 a’ 的 得 源 ， 我 们 从 

ja- by = f(a tyof Cb) = To] io = (qa) -lo0/ = ef 
就 得 到 a-!#bE XK。 由 定理 5-18，bE a# 玉 ， 即 上 在 陪 集 a#K 中。 
因此 a 的 所 有 象 源 欧 集合 是 ox* 坟 ， 定 理 得 证 。 

于 是 ， 由 群 4Gi wy 到 群 <G'*) 的 一 个 满 同 态 j， 人 
土 共 了 于 群 ‘Kiw) 。 该 正规 子 向 的 所 有 陪 集 构成 忆 的 一 个 分 划 ， 故 
这 个 分 划 可 省 作 是 由 尼 上 的 某 个 等 价 鞠 系 所 导致 的 。 这 个 关系 
Pp 是， 当 且 仅 当 a 和 5 是 在 <K}*》 的 同一 陪 集 中 时 ， 有 apb。 由 于 
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当 且 权 当 元 素 在 同一 陪 集 中 上 时， 在 作用 卡 的 函数 值 相 等 ， 因 此 
该 等 份 基 系 就 是 Pj。 
友之， 假设 《Ki#> 是 群 了 = 《G3;#》 的 任意 一 个 正规 了 于 和 群 ， 册 
导致 <G3*) 中 与 《KK; 李 相 关 的 陪 集 分 划 的 等 价 美 系 P 是 《G3#7. 上 
的 一 个 同 余 关 系 《 见 习题 第 31 题 ) 。 因 而 由 定理 4 9， 存在 一 个 由 
到 YAp 的 满 辣 态 ， 这 里 YAP= 《Gy 人 认 ?。 其 中 
G/P= few 天 1QE G}, 
(a) (Da KY = Ca#b) WE 《5-1) 
由 定理 5- 24，V/P 也 是 一 个 群 。 于 是 ， 我 们 给 出 下 面 的 定义 ， 
定义 5-17 群 V =《G;*) 的 正规 子 群 《KX;*) 的 所 有 陪 集 对 于 
(5-1) 式 所 规定 的 运算 构成 的 和 群 ， 称 为 群 <G;*》 关 于 《< 区 ;*》 的 商 
群 ， 常 用 记号 Y/K 表示 ( 丽 不 用 VP)， 
定理 5-27 设 《<Kyw) 是 群 V = ;4 的 一 个 正规 子 群 , 则 看 
在 一 个 由 群 Y 到 VV 关于 <K;*) 的 商 群 V/K 的 满 同 楚 , 这 个 满 同 杰 
的 核 就 是 下 ， 
根据 定理 4-9(3)， 我 们 又 直接 可 得 下 述 结论 。 
定理 5S-28 设 1 是 由 群 V= 《<G}*) 到 群 V = 《Go o> 的 一 个 满 
同 态 ， 其 核 是 天 ， 则 群 Y" = 《G+ 与 群 六 关于 《EK;*) 的 商 属 VY/K 
局 构 。 


RaT 


习 是 


1， 妇 出 一 个 半 群 ， 使 其 具有 疡 浊 位 元 和 右 寒 元 ， 但 又 不 是 独 
异 点 。 

2。 独 异 点 人 2B 2 Re 
o9 具有 鹤 元 吗 ? 如果 有 ， 它 们 是 什么 ? 

3， 说 有 二 元 绕 数 了 = (iasb, ca)s")， 其 中 运算 ， 由 下 表 定 
叉 。 


A 


C1) 证 明 W 是 一 禧 环 独 红 点 ， 并 剂 出 它 的 生成 元 ， 
C2) 2 果 虽 是 生成 元 ， 清 人 的 每 一 元 素 表 示 成 号 的 笨 ; 
《3) 列 出 四 的 所 有 紧 等 元 3 

《4) 证 明史 中 每 一 个 元 素 的 某 次 乘 方 是 宫 千 的 ， 

4。 证 阴 自 然 数 集 人 对 于 运算 xyy = maxftx yy 相 成 一 个 半 群 . 
它 有 是 独 异 点 吗 ? 

5。 设 S= {4B}， 试 证 半 群 S530) 是 不 可 况 换 的 ， 这 里 。 是 函 
娄 的 复合 运算 。 

6。 试 证 ， 每 一 个 有 梁 半 群 都 有 一 个 委 车 元 。 

了。 证 明 在 一 个 独 民 点 中 直 可 这 元 (在 可 这 元 ) 的 集合 形成 一 修 
子 独 上 由 点 。 

8， 设 (9;#) 是 一 个 上 群 ， 如 票 对 于 所 育 的 z? 和 83， 由 89X = 
043 地 区 一 3 则 元 素 9ES 和 标 为 在 可 约 的 ， 证 明 ， 苇 0 和 日 是 在 可 
药 的 ， 则 96D 也 是 此 可 拧 的。 
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9。 旋 证 明 一 独 异 点 的 所 有 可 这 元 素 前 集合 ， 对 村 该 独 异 点 所 
具有 的 运算 ， 能 坊 粘 成 更 。 
10。 下 列 的 二 元 代数 13 和 中 哪 一 个 构成 群 ? 在 4 时 是 群 的 
情况 下 ， 指 出 其 单位 元 六 确定 每 个 元 于 前 壕 。 
CI G= {1,10:;，# 是 按 模 11 的 来 法 ， 
C2) G= {1, 3, 4 5.9}); * 是 槟 模 11 的 来 法 ， 
《3) 全 = 二，# 是 通常 的 加 法 ， 
(C4) G= 0, 去 是 通常 的 乘法 ) 
(C5) G= 六 是 通常 的 减法 
C6) 加 = io, Bt6，。 有 是 下 面 定义 的 运算 


如 | a BB 了 上 
a er 人 
有 BY pa 
YY [je 8 8 
:ry a dg 8 


11. 如 林 (1 直 是 一 个 阿 风 东 群 ， 则 对 于 所 有 的 ap 和 合 ， 证明 
(awb)" =a"#b" CE NY), 

12。 试 证 明 在 一 个 群 (G1 中 ， 如 果 对 于 任意 的 中 bEG， 有 
(web 则 《Gy 必定 是 一 个 阿 贝 泵 群 。 

13. 十 证 明 如 果 一 个 群 的 每 一 外 元 束 都 是 它 自己 的 这 元 则 这 
群 必 是 阿 贝尔 群 。 

14。 坡 证 明 《f115 > 和 《fl ~ 1)3*) 是 非 索 实数 在 来 法 运算 下 
会 有 的 有 限 群 。 - . 

15, 试 证 明 X% 的 所 有 多 项 式 的 集合 在 加 法 运算 下 是 一 个 群 。 

16. 试 证 明 《Zs 四) 是 一 个 群 ， 其 中 Z，= 10,1,2}]， 引 ;是 控 


模 3 的 加 法 ， 
17。 试 证 明 在 一 个 有 限 群 里 ， 膨 期 大 于 2 的 元 素 的 个 数 一 定 是 
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情 数 。 

18。 设 (G1 寺 是 一 个 阶 为 俩 数 的 有 限 群 ， 试 证 明 在 仔 黑 周 期 等 
于 2 的 元 素 的 个 数 一 定 是 奇数 。 

19。 设 《G3 让 是 箱 环 娠 ， 了 是 内 (3 内 到 (0 的 满 同 态 (s 是 
二 元 运 兽 )， 斌 证 明 4G 和 也 是 搞 球 群 。 

20。 设 《G3 村 是 无 限 阶 的 御 环 群 ，(G5 是 任意 箱 环 群 ， 坡 证 
明 在 在 自 人 3*) 到 {G3 0) 的 同 态 ， 

21. 设 (GI) 是 一 个 由 名 生成 的 阶 汰 有 的 有 限 捕 各 群 ， 证 明 @g 
下 生成 {人 G4#)( 这 里 1 与 I 瑟 素 )。 

22, 试 证 明 所 有 无 限 阶 的 粮 环 属 都 相 至 同 构 。 又 几 阶 等 于 加 扔 
有 有 限 柱 环 终 也 都 相互 同 构 。 

23。 设 《 有 HW) 和 和 (日 i#) 是 姓 《G3) 的 子 群 ， 加 的 子 集 五 ,se 石 ， 
是 否 能 构成 {加 的 子 群 了 

24. 试 证 明 群 (GG;# 的 两 个 子 群 的 交集 世相 成 {二 ;#9) 的 子 群 。 

25.。 斌 证 明 循 环 群 的 子 群 电 建 循环 群 。 

26.。 试 证 明 阶 为 素数 的 群 一 定 是 箱 环 群 ， 

27. 人 访 证 明 两 个 正规 于 群 的 交集 还 是 构成 正规 子 群 。 

28。 设 <5; 是 一 有 限 可 交 撞 的 独 弄 点 ， 并 生 对 于 主语 的 qb， 
ES， 册 64b=nscC 可 得 日 =e 证明 {S93#) 是 一 交接 群 。 

29。 设 (GG; 半 ) 是 一 个 群 。《〈 安 1) 是 《G 的 的 一 个 子 群 ， 定 义 加 
的 子 集 日 为 

H= /ia = G*a), 
证 明 : (1) {日 } 相 是 (如 ;办 的 子 群 ， 
(2) 《各 ;时 是 (HH 和 的 正规 子 群 。 
80. 设 (G3; 六 是 一 个 尝 ， 定 义 避 的 子 集 盯 为 
条 = la#xX 二 X90 对 于 任 半 的 XG)， 

征明 (于; 关 是 《器 ; 和 的 呈 绊 。 

31, 设 《3 站 共 一 个 到， 科 是 4 办 前 一 个 正规 子 群 ,证 
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明 蛙 到 {GG} 和) 中 与 He#)》 扯 关 的 陪 集 分 划 的 等 价 闫 系 了 是 (可 ;区 
上 的 一 个 同 余 甘 系 。 
32.。 设 外 是 自 群 4G; 科 到 群 {G 人 9) 的 满月 坊 。 斌 证明 ， 
C1) 落 但 ;和 ) 是 群 (G34) 的 子 群 ， 则 月 的 象 HH' 对 于 运 舞 。 
也 ,要 成 4Go) 的 子 群 。 
£2) 沙拉 是 群 1G1 相 的 正规 也 群 ， 则 的 象 N” 对 于 运 
算 。 也 构成 《G'3 。) 的 正规 子 群 。、 
33。 设 6 且 由 群 《G5 人 到 群 人 G ;0) 的 满 同 态 ， 该 证明， 
(1) 若 (有 3 路 是 群 (G6) 的 子 群 ， 则 台 “ 的 象 源 旦 对 于 运 
算 直 证 构 成 《<G;#*) 芍 子 群 ， 
C2) 若 (No 是 群 tG 的 正规 子 群 ， 则 晴 * 的 得 源 和 对 
于 运算 # 也 构成 (G;*) 的 正规 子 群 ， 
34, 设 六 = (G34) 是 一 个 稍 环 群 ，《 刘 科 是 4G; 稚 前 子 群 ， 证明 
VN 也 是 往 环 妊 。 
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第 六 章 环 和 域 


在 这 一 章 果 我 们 继续 讨论 代数 系统 ， 研 究 具 有 两 个 二 元 运算 
的 代数 系统 一 - 环 和 域 ， 在 高 等 代数 里 我 们 已 经 看 到 ， 对 于 通常 
的 加 法 和 本 尘 运算 ， 金 体 整 数 构 成 一 个 环 ， 金 体 有 理 数 ， 全 体 实 
数 或 全 体 复数 都 构成 一 个 域 。 由 此 可 见 ， 环 和 域 这 了 个 概念 的 午 
要 性 。 和 对 于 群 的 讨论 一 样 ， 我 们 这 里 只 是 对 环 和 域 作 某 些 最 基 
本 的 介绍 。 

环 和 域 的 知识 在 研究 错误 检测 、 代 码 校正 及 其 物理 实现 上 是 
必 不 可 少 的 。 


86.1 环 


定义 6-1 代数 系统 《Ri +，*， 》[ 注 ] 如 果 对 于 二 元 运算 + 和 
“* 满足 以 下 三 个 条 件 ， 则 称 为 是 一 个 球 ， 
(1) 《Ri > 是 阿 风 尔 群 。 
(2) 《Ri 。》 是 半 群 。 
(3) 运算 。 对 于 + 是 可 分 配 的 ， 即 对 于 任 章 的 0, bcER， 
tbh+c} =abtarrc, (Chto a=bratcro, 
用 归纳 法 很 容易 证 明 ， 在 环 《 及 } +，* 》 中 ， 对 于 任意 的 a， 
Bs bs, «bs ER, 
0 (b+ bo tr tb) =ab +arb,y te +ab,, 
(bir bt Fh Ycbh G+thAt + ho, 
习 概 上 把 环 《<R: + ，*》 中 的 送 算 + 叫 徐 加 法 ， 把 运 第 :出 


Cr 


[ 注 3 在 这 里 。R 表示 一 个 侨 空 集合 ， 不 拍 示 实数 入， 
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做 乘法 ， 有 虽然 这 些 运 筑 不 一 定 就 是 通常 的 加 东 和 乘法 ， 在 群 中 ， 
如 果 一 个 群 的 运算 叫做 加 法 ， 并 用 符号 + 表示 ， 那 么 我 们 就 把 这 
个 群 称 为 加 法 群 ， 而 且 我 们 总 届 定 一 个 加 法 群 是 一 个 交换 群 。 环 
《RS +，， > 中 ， 丸 对 于 加 法 构成 如 靶 套 。 

在 环 《R; + :中 ， 加 法 运算 的 单位 元 用 0 小 示 ， 称 为 堆 
元 。 如 果 乘 法 运算 有 单位 元 ， 则 用 ! 表示 ， 并 称 它 为 单位 元 。 环 
中 元 索 a 对 加 法 的 着 元 用 -a 表示 ， 称 它 为 上 的 负 元 。a+( 一 引 
通常 写成 4- b， 而 莱 法 逆 元 如 果 存 在 的 话 ， 用 o-! 表示 ， 称 它 为 
a 的 北 元 ， 积 4.5 通 第 写成 ch， 对 于 运算 + ，a 的 n 次 密 表 示威 
nao， 即 na=a+a+.…+4， 而 对 于 运算 ，0 的 n 次 第 表示 成 a 


红 


车 af = asgwo。 在 没有 括号 时 ， 我 们 约定 指数 优先 二 乘法 ， 而 委 


着 个 
蔡 优 先 于 加 法 ， 
I 环 的 定义 可 以 着 出 ， 一 个 环 《 玉 ; + ,，》 中 的 运算 可 以 满 
是 也 可 以 不 满足 以 下 条 件 : 
《1) 变换 律 : 对 于 任意 的 4,bER，ab= ba. 
(2》 浊 位 元 : 存在 -个 元 素 1 ER， 使 得 对 于 所 有 的 4ER， 
"d=0+ |=Q, 
(3》 消 去 律 ， 若 oz0， 则 对 于 任意 的 b,cER， 
由 吕 =ac， 可 推 得 pp=fe， 
由 ba=eca， 可 推 得 =ce。 
定义 6-2 如 果 环 《Ri+，，》 对 于 运算 .满足 交换 律 , 则 称 
坏 《< 及; +;* 》 居 变 换 玩 。 
例 1 代数 系统 d+，" ;是 一 个 环 ， 其 中 + 和 。 都 是 通常 
的 加 英和 乘法 。 忆 是 具有 单位 元 上 且 满足 消去 律 的 变换 环 。 
例 2 :at+'， :也 丰 -个 环 ， 这 里 1= {2iliE, + 种 ， 
的 意 久 同上。 这 个 所 不 其 有 单位 元 ,是 一 个 满足 消去 律 的 交换 环 ，。 
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例 3 《2Z, 由 ,加 ,》 是 一 个 环 ， 其 中 币 , 与 全 是 按 模 3 的 
i =E 
Bb=resstat+b), dvb=Ies., (aby., 
其 运算 : 红 贞 | 下; 


他 :日 t SH 日 1 

0 ;0 0 | 0 0 0 
1|1 2 4 to 1 
”7 | :1 9 1 | 8 2 t+ 


孩 环 的 单位 元 是 1 而且 从 全 的 运算 表 中 可 着 出 ， 对 于 任 
窗 的 dH ， 当 CC 轩 ， 有 9 人 0b 记 MCIa6 ， 且 了 O50 和 CY.0。 局 
此 该 环 满足 消 友 律 入 是 一 个 记 换 坏 。 

类 似 地 ，:Z4 且 2 也 是 一 个 环 ， 这 里 全, 和 怠 , 是 按 模 
4 的 加 与 手 。 其 运算 小 如 小 ， 


人 Oo 
| :0 0 040 
1!1 2 9 5 和 Df 1 2 3 
,| ,sol 2 1 和 2 0 2 
3 30 1 3 03 2 1 


它 是 具有 单位 元 1 的 交换 苹 。 但 它 不 满足 这 去 律 ， 铺 旭 21 
2 心 ,3。 

一 般 米 疯 ， 对 于 作 意 的 正 整数 诊 ， 《Za 四 Gy 是 一 个 具有 
单位 元 的 交换 和 处。 数 4 是 零 元 ， 对 任 一 4( 关 0 EZ% ， 记 = 村 一 0 
是 其 负 元 ，10 的 负 元 是 人 自身。 

比 辊 环 和 整 环 的 定义 (参见 结 ,2)， 我 们 发 现 ， 到 环 是 一 个 暴 
有 单位 元 ， 满 足 消 去 律 的 交换 环 。 
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定理 6-1 没 Ri +，。) 是 一 个 下， 刚 对 于 和 任意 的 
《12 9。0=0。0=0。 
《23 《~ bar 一 B = - tab), 
证 明 (1) 因为 0.a+0-a=(+0) aa=0oa， 
所 认 O°a tO 一 (00 =0.40— (000), 
有 得 Ga =0， 
同样 地 有 有 ao:0=0， 
因此 0:0=0-4= 0， 
2) 《一 个 省 = 二 (0 b- (aby 
= (0+ {- MIP- (oh 
=0:b- (ab) 
= - (CaP). 
同样 地 有 a: -了 = ~ (aby， 
所 局 《一 中 =a《 一 外 = -ab)。 汪 完 
(1》 说 明 环 中 册 法 的 单位 光 对 于 鞠 法 来 说 是 者 元 ， 


Uy b: 有 


出 就 是 说 


丙 个 元 素 相 梯 ， 当 至 少 有 -- 个 因子 是 零 时 ， 乘 积 -一 定 等 于 于 有 


1 将 看 到 ， 这 个 结论 的 道 休 成 立 。 即 可 能 有 ab=0， 
b 关 0， 例 如 在 上 述 例 3 环 《Z0 由 后 中 2 人 42 一 0。 


但 4 大 


定义 6-3 若 在 环 <R; + ,*》 里, 9 才 0 b 冯 0, 但 有 ab=0, 虽 
我 们 称 上 是 这 个 还 的 一 个 在 村 因 子 。b 是 这 个 环 的 一 个 右 妓 因子 。 


土 例 守 的 2 赋 是 环 《Z4 BD,, Cy 的 一 个 让 零 因 子 ， 


也 是 一 个 


右 零 因子 ， 显 然 ， 一 个 环 若是 交换 环 ， 则 它 的 左 零 因子 当然 也 是 


右 零 因子。 但 在 非 交 换 环 中 ， 一 个 左 零 因子 不 一 定 辕 时 
友子 。 


也 是 右 夫 


如 果 一 个 环 激 有 零 因 子 ， 也 就 是 说 ， 由 ebp =0 必然 推出 a=0 


或 者 b=0， 那么 这 个 环 就 称 为 是 无 零 因 和子 环 ， 


”定理 6- -2 环 4RI+，。>》 成 为 无 零 因 子 环 的 充 融 条 件 是 它 满 
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证 明 设 *RI+，，> 浊 元 零 因 子 环 ， 且 设 bcER， 其 中 
0 六 0 使 得 B=ac，Bba=cqa， 因 此 一 (acy =0 ba- (ea =0， 从 
市 at- 人 0)=0 也 -ca=0， 因为 《Ri +，，》 是 无 零 因子 环 ， 
县 a0， 所 以 必 有 b-cx0 即 0=c。 天 《RR}+，。) 满足 消去 
律 。 

反之 ， 设 《R$ 二，*》 满 足 消去 律 、， 且 设 0,bER 和 局 ab=0。 
如 果 4 天 0， 我 们 有 弛 =a0， 由 消去 律 得 b=0、 因 此 ，《R3 + > 
是 无 霉 因 子 环 。 证 完 。 


$6。2 子 环 、 理想 子 环 


类 似 于 子 群 ， 环 中 也 有 有 子 环 的 概念， 

定名 -4 部 困 环 《<R; +，，》 的 子 代数 《六 +，，》 也 是 一 
个 环 ， 则 称 《下 ; + ，*，》 是 评 <R; + ，*) 的 学 环 ， 如 果 外 是 民 的 惧 
子 集 ， 则 称 58Rr +,，， 是 Ri+，， > 的 离子 环 。 

环 《 有 Ry +，，》 的 子 代数 < 喘 ; + ，，》 在 什么 条 件 下 构成 《RR; 
+ ，*》 的 子 评 昵 ? 由 定义 ， 人 高 ; + >》 必须 成 群 ，{ 襄 ;，) 必 须 成 半 
群 ， 且 渍 足 " 对 + 的 分 配 秆 和 记 算 + 的 可 交换 狂 ， 因 为 后 三 条 显 
然 是 成 立 的 ， 因此 《 虽 +，，》 成 为 《Ri + >》 的 子 环 的 充 要 条 
件 是 “总 ; +》 成 群 ， 即 < 下 ; + 》 是 《Ri +》 的 子 群 。 因此 我 们 有 
下 面 的 定理 。 . 

定理 6-3 设 《Ri +，*》 是 一 个 环 ，《〈 疡 +， > 是 《Ri +， 
*。 >》 的 子 代数 ， 当 且 仅 当 (让; + ，，》， 对 于 运算 + 满足 可 闭 性 上 时， 
《总 +， 》 是 《R t+， >》 的 了 环 。 

证 明 ” 田 定 理 5-12， 当 县 公 当 《总 + ， +》 关于 运算 + 满足 
可 道 律 时 ，《 训 , +》 成 群 。! 雍 外 ，{ 丰 ;+ +》 从 《Ry+，*》 自 动 
保持 了 关于 运算 + 的 可 变 痪 性 ， 关 于 运算 * 的 可 结 台 性 以 及 “* 对 
+ 的 可 分 配 性 ， 证 完 ， 
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于 是 ， 若 给 定 一 环 《<R; +，。)， 为 了 确定 只 的 某 一 非 空子 
氏 能 否 构成 《Ri +，- 》 的 子 环 ， 只 需 检 验 以 下 条 件 是 否 成 


上 败 六 


对 于 任意 的 0bE,， 尖 a-bERKR 和 obER, 

显然 ， 如 果 《Ri+: -> 是 交换 环 ， 则 其 子 环 也 是 变换 环 。 

例 1 《Ri + 和 (fo+， >》 都 是 《Ri +，， > 的 子 
环 ， 

例 2 《+ 证 中 和 =TiiED 是 《TI +> 的 一 
个 可 换 子 环 《 开 是 任 一 路 数 ) 

例 3 《0 2 打 四 全 人 是 《Zu 引 Ow 的 可 换 子 环 ， 

定 祥 6-5 设 VY=《RR; 二 ，*》 怀 一 个 环 ， “D;+，*》 是 Y 
的 子 环 ， 如 有 果 对 于 押 有 的 caER 和 4EDp， 吧 和 da 都 属于 石 ， 则 
称 <D; +，。》 为 了 的 理想 子 环 ， 简称 为 还 想 。 若 呈 是 民 的 真子 
棠 ， 贴 称 理想 《Di + ，* 》 是 V 的 真理 想 ， 

显然 ， 若 DD=R 或 D={0}， 则 《<D; +,，*"? 是 <*R;+，，》 的 
理想 。 在 这 种 情形 下 ， 丈 《Di 二，*，》 为 军 尺 理想 . 

例 4 对 于 任意 整数 mm， 评 《T+，*，》 的 子 环 《ln +，*》 
是 理想 子 环 。 


86. 3 理想 与 满 同 态 


理想 在 环 论 里 所 出 的 地 位 完 正 规 子 群 在 群 论 里 所 池 的 地 位 类 
似 ， 下 面 我 们 来 说 组 这 一 点 

设 5R 3+， 》 和 CR + '》 是 两 个 环 ，E 是 由 妨 到 R! 的 
一 个 函数 。 我 们 知道 ， 敬 对 于 所 有 的 hER， 有 

gtatb)=g(a) + gb, gearb) =gta) .gb), 

则 8 是 由 环 《R; 寺 ，*》 到 《<R' 十 '，,*'》 的 同 坊 。 

定理 和 4 设 《R;+,，*》 是 一 个 所 ，《R'; + ，"'》 是 一 个 
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具有 了 黄 个 二 元 运算 的 代数 系统 ， 著 5 是 由 《Rs +，， ?到 《R 十 
“>》 的 满 则 态 ， 则 5“R2T7 ) 世 是 一 个 环 ， i 

该 定理 的 结论 由 定理 4-5 直接 可 得 ， 

设 &8 是 由 球 《<R;+，*，》 到 环 《<R'; +》 的 满 同 配 ， 下 面 
我 们 证 月 8 的 核 ， 即 《R 和 +， 的 堆 元 0' 在 民 中 的 所 有 象 源 
的 集合 ， 对 运算 + 和， 构成 <R; +，*，》 的 一 个 理想 ， 

定理 6-5 设 玉 是 由 环 《Ri 十 ，*》 到 环 《R/; + ，* ?的 满 
. 同 态 8 的 核 ， 则 《<K;+，*，} 是 <R;+，*)》 的 一 个 理想 ， 

证 明 因为 8 是 由 加 法 群 <Rr+〉》 到 加 法 群 <R'}3 + >》 的 满 
同 态 ， 所 以 8 的 核 六 对 运算 二 构成 及 + 》 的 子 群 KKK; +>。 又 若 
dKK， DER， 加 

g{g*B) = ga) gb) =0 e/g(b) = 0 ， 所 以 obEK, 
同样 地 g(b'a) = gb) g(a) = gC}0 =0， 所 以 bra EK。 出 上 
可 知 《<; 二 ，，》 是 《Ry+，*》 的 一 个 理 租 、 证 完 、 : 

于 是 ， 由 环 《RR} +， > 到 环 《R ;+ ，"') 的 一 个 浇 同 访 ， 
就 得 到 环 《Rs + ,。》 的 一 个 理想 。 

反之 ， 候 设 《Di + ,*》 是 环 Y =《Ri +，，)》 的 任 一 个 理想 ， 
根据 理想 的 定义 可 知 ，《 了 ;+> 是 Y 的 一 个 正规 加法 》 子 群 ， 
三 些 ， 在 立 中 导致 与 《pi; +》 相 关 的 陪 集 分 划 的 等 价 关 系 8 对 于 
运算 + 满足 代 挤 性 压 (参见 第 五 章 习 题 第 31 题 )， 现 在 我 们 证 明 
PP 对 于 运算 ， 也 满足 代 换 性 质 。 

事实 上 上 ， 若 4.Pa, bpb,， 则 a) 与 4; 属于 同一 个 陪 举 ， 设 为 
ci 二 D，Di 与 5b, 属于 同一 个 障 集 , 设 为 c;+ DD， 因此 看 在 元 素 4，， 
dED, 使 d=c+d ,d= C+d,， 同 样 也 存在 元 素 da dc Ps 
使 = es+aes Bi=es+d， 因而 

qb= tc +d) (ec, + doy = Cies tT (des + od, + dd,), 
Qsbs 一 《el tH) (es td) = Cc, 4 (dts + Cd + dd,), 
因为 《DD; +，*，》 是 一 个 理想 ， 所 以 dc,，598s，99, 都 在 也 中 ， 
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从 而 csc + ED， 两 此 4b tec) +D， 同 样 地 ， a;b, 
E (cic) #4D， 放 有 (qb F(asb,)， 凤 Pp 对 于 运算 ， 也 满足 代 换 
性 质 。 于 是 ，P 是 《R; +,-》 上 的 同 余 关系 。 

因为 是 环 《R3 + 。》 上 的 疝 余 关系 ， 所 以 由 定时 二 -9(2) 
可 知 ， 此 时 必 存 在 一 个 由 VV 到 Vv/P 的 满 同 坊 ， 这 插 Y/P 是 V 美 
于 2 的 商 代数 


VipP= <R/py TF, TY, 
其 中 RiP= {a+ DlaE Rl 是 《<D; + 的 所 有 陪 集 的 集合 ， 
《ai + DF (a + 及) = (a+0,) +D, 
ta + DY (a +D) = (0 0) +D. 
由 于 V=《R;+，。》 是 一 个 环 ， 由 定理 6-4，V/P 也 是 一 个 环 ， 
我 们 称 它 为 WV 关 于 (DD; + ,。》 的 商 环 ,常用 记号 V/D 表示 (而 
不 用 Yi/P)。 . 
定理 6-6 若 :D;+，，》 是 环 Y=《 及 ; + 的 一 个 理想 ， 
则 存在 一 个 由 环 站 到 站 关于 《Di +，，》 的 南环 Y/D 的 潢 同志 ， 
这 一 定理 说 明 由 环 V =< 尺 : + ，*，)》 的 任 一 理想 <D; +，。， 
可 以 确定 一 个 由 站 到 YY 关于 《Di +， +》 的 商 环 的 满 同 态 ， 这 个 
福 再 态 的 核 是 五。 
根据 定理 4-91)， 我 们 又 可 直接 得 到 下 述 结 论 .。 
寂 理 6-7 若 引 是 由 环 = 《Ri ') 到 了 环 V= 《Riy + 
“> 的 一 个 满 同 态 ， 其 核 是 KK ， 则 环 Y; 与 环 Y, 关 二 《K;+,:》 
的 商 环 Yi/K 同 构 。 
例 i1 考虑 环 Y= (TI + 和 和 它 的 理想 5 + ，*》， 胃 为 
sl +> 是 Y 的 正规 《加 靶 ) 子 群 ， 所 以 《1s，; +>》 的 所 有 陪 先 均 
成 工 的 分 划 


D= {ss Is + 1,Ts+2,1s + 9, 二 1) CL) 
于 是 ， VY 关 于 “Ts 十 ， ，》 的 商 环 Vis= <D) 地， 》。 闪 帆 口 由 
《1 式 所 定义 ， 运 算 生 和 守 定 义 如 下 ， | 
ss 0 « 


《二 (十 1 = 1 +res ti +i), 
(CTs) Cs+id = tIco (tii,), 
其 运算 表 由 表 6-1 给 出 . 
起 6-1 


于 i, ls+!1 I 十 2 

站 
1 I i ] 

ltl Ts ls + 天 Ist2 Ils+s Ils+d 


1+ 21s +2l1s+3 1+ Is rillis tol list2l ls td + 


1 ! 
Js+ glls+3llst+dl Ts llst1lls +2lls + 3l Ts Fe+ ;Tst+1 Fist ITs+e 


由 运算 素 可 看 出 Is 是 商 环 VY/Is 的 鱼 元 。 

根据 定理 6-6， 此 肘 必 存在 一 个 由 Y 到 Yy/r 的 满 同 态 ， 该 
满 同 态 由 函数 

8 Tf lt +2 14+3 +4) 给 出 在 这 里 g(= 
Is + regr (i), 

显然 ，V /1; 的 零 元 天 在 工 中 所 有 象 狐 的 集 人 台 是 六， 因此 水 
同 态 8 的 核 是 严 。 | 

我 们 知道 ， 环 《Zs; 名 ss 品 ) 是 环 V=《<1; +,，*，》 的 满 同 杰 
象 ， 这 一 满 同 态 可 由 Ph，[IZs 给 三 ， 这 里 h(i) = ress(i) .显然 ， 
h 的 核 是 Is oO 是 <“Z55 Dss Os 的 零 元 )， 因此 由 定理 6-?。 环 
《zs 四 收口 :> 与 商 环 /5 同 构 。 

事实 上 ， 我 们 可 定 又 函数 1; Z,-*D, 使 得 1(2) = 了, +z(2= 0， 
1，2， 3，4)。 显 然 ， 了 是 一 个 双 射 


又 fz Dz) = fress tz +2)) = Ts + EBs C2, + 2,), 
T2002) = Cs + 2) F(T +2) = Ts + TeSe gz + 22), 
所 已 fg Bers) = Fz) Ff 
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而 了 (is7a) = fress (ZeZ2)) 二 了 + TESS (ZI Zs 

jy fr = (Ts te (hs + es) = I, + Tess (F122)y 
所 以 fz) = 了 2) 人 了 (zy。 
因此 ， 硝 有 环 《Z3 中 :sy 到 次 环 Y77s 的 同 构 ， 

重复 上 过 的 论证 可 知 ， 对 任意 的 正 整 数 凡 ， 都 存在 一 中环 
Y=《Ti+y > 到 商 环 YA]。 的 满 同 态 。 而 县 环 Yj 必 与 环 《Zn3 
国 » 中 rn) 同 构 。 | 

定义 6-6 设 《D;+，*，》 是 环 V= 《Rs +，*》 的 一 个 理想 ， 
如 果 对 于 任意 的 9,bER， 车 obED， 便 有 0oED 或 ED ， 则 称 
《DD; + ，*，》 是 一 个 襄 理 想 . . 

例 2 环 《I; +,*》 的 理想 《Is +，。》 是 一 个 素 理想 。 因 
为 ， 如 果 ab= 5if1:， 则 由 于 5 是 素数 ， 因 此 或 者 0 是 5 的 信和 数 ， 
或 者 b 是 5 的 信 数 ， 即 有 0Els 或 bE5。， 但 理想 《To +，*》 不 
有 是 素 理 想 ， 俩 如 2.3=56*c1Ely 但 2¢ 1 3¢¥Io, 

定理 6-8 设 <D; +，。*> 是 具有 单位 元 的 交换 环 Y = 《R; 
+，*》 的 理想 ， 则 当 且 仪 当 <D; +，*，》 蚌 一 个 素 理 想 时 ，V/D 
是 一 个 整 环 ， | 

证 明 ”因为 ‘*D; +，*，》 是 环 V 的 理想 ， 所 以 由 定理 6-6， 
PD 是 VY 的 一 个 满 同 态 象 。 又 由 定理 4-5， V/AD 必 有 是 用 有 单位 
元 的 交换 环 。 | | 

设 《D; + ，*，) 是 一 个 素 理 想 ，C, 和 CGC, 是 YAD 的 任意 两 个 元 
素 ， 我 们 可 以 写成 CI/= D+a, C= 了 DD+b 《obER)， 从 击 

CTC= D+DT D+b)= D+ a), 
车 CYCs=DD， 则 abED, 由 ;+ +》 是 束 理 想 ， 因 此 有 4ED 
或 bED, 即 有 Cu=DD 或 Co= 了 D。 放 Y/PD 是 一 匹夫 因子 环 ， 从 而 
VID 是 一 个 整 环 。 

反之 ， 设 VID 是 一 无 零 因 于 环 ， 对 任意 的 abER 令 Ci= 
D+a, C=~D+b, 
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CC DIO D+ = D+ (an, 
着 则 GD, 则 CiYCs= D 因为 了 各 是 无 零 因 子 环 , 因此 有 C1=D 
或 C=D, 网 qEDD 或 bp6EP, 故 《Di+， 是 一 束 理 想 ， 证 充 。 


定理 6-》$ 当 且 仅 当 训 是 一 个 案 数 时 ， 环 {Zij 狂 加 必 是 


一 个 整 环 ， | 

证明” 著 谍 环 V=《Ti+， >》 和 它 的 理 杷 人 fs+，>。 当 
罗 是 素数 上 时， 对 任意 的 ap 后 mm ， 可 以 写成 中 =Hi， 以 至 g 和 9 
市 圣 少 有 一 个 是 着 的 倍数 。 因 才 对 任 春 的 apET， 有 acp 或 
bE ， 邯 当 m 是 素数 时 ，<1ss +，。，》 是 一 纲 理 想 。 由 定理 0-3， 
Yi 是 一 整 环 ， 因 为 V/s 与 《2 名 mw, 说 w>》 间 构 ， 所 以 《Zi 图， 
On) 也 是 一 个 整 环 ， 

当 凡 不 是 吉 数 时 , 疾 可 以 写成 让 = 吊 忆 二 二 mm 1 二 < 是 
然 @ETEi 但 9b= mE Ts 国 此 4 + > 林 是 吉 理 想 , 由 定 
理 6-8, VY 不 是 整 环 , 因此 《Zi 全 名。 也 不 是 整 环 。 证 完 。 

定理 6-9 的 结论 也 可 直接 由 整 环 的 定义 推出 ,这 将 作为 涩 
题 ， 请 读者 自己 证明 。 
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我 们 已 经 在 环 里 绍 出 了 逆 元 蝎 定 尽 ， 并 且 知 道 环 的 任 韦 一 个 
元 束 不 一 定 有 亲 元 。 现 在 我 们 问 ， 在 一 个 环 里 会 不 会 每 一 个 元 素 
都 有 道 元 呢 ? 在 极 特 殊 的 铺 形 下 这 是 可 能 的 . | 

例如 ， 尺 只 含有 一 个 元 素 a， 加 苇 积 莱 靶 态 

站 十 = 二， dd = . 

《Rs +，*，》 显 然 是 一 个 环 ， 这 个 环 的 唯一 的 元 宕 4 有 一 个 递 元 ， 
就 是 4 本身。 | 

但 当 环 《<R; + ，，》 至 少 有 画 个 元 案 的 时 懂 情 形 就 不 同 了 . 
这 有 时，《 有 R; + ，*，》 室 少 有 一 个 不 等 于 零 的 元 索 4 ， 因 此 84= 0 去 
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4a， 这 就 是 说 ，0 不 会 是 单位 元 ， 而 臣 不 沦 4 是 民 中 的 哪 一 个 元 
束 ， 总 有 089=0， 因 此 环 《 卫 二; "> 中 的 0 不 会 有 道 元 ， 

只 合 有 一 个 元 素 的 环 没 有 多 太 的 意思 ， 我 们 不 考 借 它 。 我 们 
考虑 至 少 有 两 个 元 这 的 环 。 这 种 环 的 瞧 元 不 会 有 道 苑 我 们 已 经 知 
道 , 那么 ,除了 零 苑 外 ， 其 它 的 元 会 从 会 都 有 道 元 她 ? 这 是 可 能 的 。 

例 1 全 体 有 有 理 数 的 集合 对 于 通常 的 加 法 和 并 鞭 来 说 显然 是 
一 个 环 ， 这 个 环 的 任 一 元 素 4 产 9， 有 送 元 坟 ， 

定 光 6-7 加 果 环 《<R; +，*，》 是 一 个 含有 非 零 元 案 《 基 区 
人 少 全 有 两 个 元 素 )， 具有 单位 元 ，: 并 且 每 一 个 非 零 元 素 都 有 逆 元 
的 交换 环 ， 蓝 称 〈 愉 ;+， >》 是 一 个 域 。 

例 2 “Ri+:， :>( 这 里 及 是 实数 集 ) 是 一 个 域 。 它 的 单位 
元 是 数 1 ， 每 一 元 素 rERCrr0) 的 北 元 是 十 。，《R1+，，》 也 是 
一 个 整 环 ， . 

例 3 《Zs Ds Og) 是 一 个 域 . 它 的 意 位 元 是 1, 且 1 = 1, 
2"1 二 2。《Z31 时 ;; Os} 也 是 一 个 整 环 。 

《Z4 困 届 加 不 是 一 个 域 。 它 的 单位 元 是 1，1-! = 1 3 -= 
3， 但 3 没有 道 元 ，《Z 虫口 ,》 也 不 是 整 环 ， 

例 4 《1343+，， 不 是 一 个 域 。 它 昌 有 单位 元 1 ， 但 除了 1 
和 一 1 外， 其 它 非 零 元 素 均 无 道光。 但 《1 + ，*，》 是 一 个 整 环 。 

定理 6-10 每 一 个 域 都 洲 足 消去 律 (因而 是 无 零 因 子 环 }， 

证 明 设 《R;+，"》 是 一 个 域 ， 且 2( 寺 中，b, 5 是 及 中 的 
元 率 ， 若 abp=ac， 则 ao9-:ob=aiac， 因此 5b=c。 证 完 。 

由 定理 6-10 立即 可 得 

定理 6-11 每 一 个 域 都 是 整 环 。 

这 个 定理 的 道 定理 不 成 立 , .例如 整 环 <I， +，。》 就 不 是 一 
个 域 。 但 当 整 环 是 有 限 的 时 蛋 ， 上 述 定 理 的 逆 定 型 是 成 妆 的 。 

定理 6-12 每 一 个 有 限 整 环 都 是 一 个 域 。 

证 明 设 《R; +，*》 是 一 有 限 整 环 ， 对 于 任 一 非 零 元素 
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eaE 有 R， 踢 消去 律 可 知 ， 如 最 人 关 a ， 则 有 aa, 关 aa;,， 因 此 a:R= 
有 只。 因而 必 存 在 类 一 元 素 9, ， 使 得 aas=oia=l。 这 就 是 说 ， 
做 一 非 零 元 囊 和 在 《Ri 十 ，*》 中 都 有 一 个 逆 元 ， 故 《RR， 
+ ，.》 是 一 个 场 ， 证 实 

要 扣 吉 的 定义 志 CR +s*》 是 一 个 域 ; 则 <R; +》 是 一 个 加 
法 群 ， 又 因为 域 由 没有 福 因 子 ， 因 此 , 对 于 所 有 非 霉 元素 4,bPER， 
ob 天 0. 于是, R -10;} 对 于 乘法 适 算 是 封闭 的 ， 和 以 法 满足 结合 律 ， 
有 单位 元 1ER 一 {0}，RR- {0} 中 每 一 元 素 部 有 道 元 ， 因 此 《R- 
fj > 构成 一 乘法 烙 。 这 样 , 一 个 域 基 由 了 于 个 群 , 加 法 群 和 屠 革 
群 ， 联 合 蚀 成 的 ， 分 瑟 律 好 象 是 一 座 桥 将 这 两 个 群 联系 起 来 。 

在 域 CR; +, "> 中， 每 一 个 非 零 元 素 e 都 具有 两 个 与 之 相 
联系 的 忆 期， 一 个 是 在 可 法 群 中 的 加 法 周期 ， 一 个 是 在 科 法 群 中 

例 5 在 域 (Ri+,，)》 中 【R 是 实数 集 )， 每 一 非 霍 实 数 的 
加 法 周期 为 光 限 ，1 的 葬 法 周期 是 1 ，- !1 的 乘 基 周期 是 2， 此 
外 ， 其 它 非 零 元 素 的 秀 靶 届 期 为 无 限 ， 

便 6 在 域 《Za BD, 人 3》 中 ， 和 2 的 如 臣 周期 均 是 吕 。 1 
的 乘法 周期 是 1 ，2 的 乘法 周期 是 2 。 

定理 6-13 设 《R;+,，*》 是 一 个 城 ， 则 R 中 所 有 非 零 元 于 
者 有 相 辣 的 加 法 局 期 ， 

证 明 设 4a,4b 是 尺 中 任意 两 个 非 堆 元 窒 ， 且 a 有 有 限 的 加 
沪 周 期 4， 即 ra=0， 则 

nb=n(aa pb) = (Ha (BT Da =0。 
因此 ， 电 也 有 有 限 的 其 汗 局 期 ， 设 为 由 ， 则 有 n/n。 类 似 地 
Ma=n" (bhi = (bY) cho) = 0 中 

因此 及 有 nn， 

由 了 可知 , 4 = 1 这 说 明 R 中 所 有 非 埃 元 束 都 有 相同 的 加 法 
周期 。 证 完 。 
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中 中 所 有 非 叭 元 素 所 具有 的 同一 加 法 周期 ， 称 为 威 ‘及; +， 
* > 的 转 征 ， 

例如 ， 实数 域 《Ri + > 的 特征 汶 无 限 ， 域 Zs! 时 Cs 
的 转 征 是 3，。 

定理 6-14 每 一 个 有 限 域 的 特征 是 一 个 雪 数 ， 

证 明 设 《Ri+， >》 是 特征 为 了 的 有 艰 城 ， 电 宝 理 5-11，* 

是 一 有 限 数 ,假设 + 不 是 于 数 ， 则 了 = mh 其 中 详 民 <r， 因此 
C=r1= mn = mn, 

因为 n1€ R 的 加 法 周期 也 流 + ， 认 以 应 有 !r 守 Mm， 这 与 m<rf 巴 
盾 ， 六 此 > 必 为 素数 ,证 完 ， 


可 题 


1。 设 民 媳 实数 集 ， 加 法 十 是 普通 的 加 法 ， 但 圳 法 x 总 
. axb=|alb, 
(Ry 十，X》 有 是 否 成 环 ? 
2， 设 《Ri + 是 环 ， 叉 设 a 和 上 是 民 中 的 尾 襄 元吉， 斌 
证 明 ， 
<1》 党 b=ba,， 出 和 一 由 二 (一 DC， QtHpb)y = CHbyg in 为 
整数 )〗 以 到 a0- ?=b-as 
2) 藻 ab=baj 和 dc=ca Motb+cy = (b+)a athc) = 
thoy a. 
8。 设 《3 + 是 一 有 单位 元 的 环 ， 定 浆 民 前 一 个 子 集 总 为 
及 = {5ala-! 世 站 RR 中 }， | 
该 证 4 本》 是 一 个 群 。 
和 设 民 是 所 有 有 有理数 对 (alsgs) 前 和 集合， 它们 的 结合 法 是 
{a 2) 十 【Bi Ps》 = {01+ bo,+ bys 
《ay Ga » (bs be) = (Ab,, Geb,)s 
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那么 (有 +， "是 否 成 环 ? 它 是 否 有 零 因 于 ? 是 否 有 单位 元 ? 哪些 
元 素 有 并 元? 
5。 设 ( 民 j 十 ，"》 是 一 个 于。 且 对 于 所 有 的 dR， 闪 02=0 
“这 样 的 和 环 称 为 布尔 球 )， 
《1》 证 明 对 所 有 的 aER， 有 ata=0s 
{2) 证 明 (Ri 二 ,+*) 是 个 交换 环 ; 
《3) 证 明 ， 车 3RD>2， 则 人; + 不 可 能 是 下 和 环 。 
6. 证 朝 人 四 ,总 ) 是 一 具有 单位 元 的 交换 环 。 这 里 运算 四 和 
人 定义 4 如下: 
unmb=at+tb—1l, amb=4+b— ab, 
7， 给 定 环 《Ri 十 ,*》。 试 证 其， 对 于 性 意 移 bER， 有 
(tab =a +abt+ba+b’, 
8， 找 出 球 (2Z5 辐 t; Oe 前 所 有 子 环 和 理想 ， 
9， 试 证 朋 : 如果 {Di 十, 让 和 (Day 十; 中 是 环 六 = 《RdTt 
的 理想 ， 则 
{1) 《十 万 十 也 是 8 的 理想 ， 
《Di+D:={eu+aaijeiceDoedsiED:ys 
《2 DNDs + 吵 也 是 的 理想 。 
10。 设 四 是 由 中 Vi= (Ri +，，)》 到 环 Win 仿生 + 和 :个 的 满 同 
起 。 试 证 明 , 当 且 仅 当 5 的 核发 = {10} 时 ,g 是 由 环 了 到 本 :的 同 构 。 
11, 板 迁 一 个 县 有 三 个 元 素 芍 域 。 
12, 代数 系统 (Ri +，*) 定 义 为 


.| sea 


卫生 7 二 


《1)》 证明 {RR} +， 是 一 个 更 
《2》 求解 《Ri + 中 的 方程 组 
{7 
c+ 二 bb. 
13。 斌 证 明 ， 当 且 仅 当日 为 素数 时 ， 铸 (Za 四 四) 是 一 个 
域 。 并 求 出 该 域 的 特征 。 
14, 试 证 明 两 个 域 的 积 代 数 一 定 不 是 域 。 
15。 设 《Ri 十，,*) 有 是 一 个 具有 中 个 元 素 的 域 。 斌 证明 ， 
CT) 《Ri t+ 的 特征 是 也 
(2) 及 中 不 为 0 和 1 的 两 个 元 素 都 二 合 方 程 x? =X 二 1], 
16， 假设 环 {R; 二 ,*) 对 于 加 法 成 为 一 个 禧 环 群 ,证 明 {R}; +，*》 
是 交接 环 。 
17. 证 明 由 所 有 实数 a+5bw23 (ab 是 整数 ) 组 成 的 集合 对 于 通 
常 的 加 法 和 乘法 指 成 一 个 整 环 ， 
18. 证 8 是 由 环 慌 : + 和 》 到 环 《R + 7) 的 注 同 态 。 斌 证 
明 ， _ 
(1)》 若 《 总 +， 是 环 人 RS 二 ,中 的 耶 环 ， 则 中 的 参 记 “对 
于 运 茎 十 和， 志 构 成 (RR 二“ -个 的 于 环 ， 
{2》 若 《Ky 十; "是 环 { 及 ;十 ,*"》 的 理想， 则 KK 的 其 对 于 
这 莹 + 人 加， 也 枸 成 {R 十 和 "人 ) 的 理想 
(3》 车 (中 + ' 作 是 环 二 '5 + 和" 个 的 于 环 ， 则 宽 的 章 源 
站 对 于 运算 + 和 :也 构成 (Ri+i 小 的 子 环 : 
《4》 党 CRK+ 是 环 人 和 + 人 的 理想 ， 则 乓 "的 象 源 
攻 对 于 运算 十 和 “也 构 成 (有 + "的 理想 。 
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第 攻 章 ” 格 和 布尔 代数 


本 章 介绍 代数 系统 略 ， 其 结构 是 以 第 二 章 所 介绍 的 偏 序 关 系 
为 基础 . 我 们 将 推导 格 和 更 性 质 , 并 给 出 格 的 各 种 实例 ,附加 一 些 条 
性 后 , 格 就 变 成 布尔 代数 . 我 们 将 证 明 , 每 一 个 有 限 布 尔 代 数 部 问 
构 于 某 一 个 个 合 代数 ， 亿 而 ， 每 一 个 有 限 布尔 代数 的 茶 数 都 是 2 
揭 靠 。 我 们 还 将 证 明 , 每 一 个 基教 为 2 的 布尔 代数 与 个 基数 为 
2 的 布尔 代数 的 积 代 瘾 同 构 。 最 后 讨论 布尔 函数 及 其 标准 形式 ， 

格 的 概念 在 有 限 自 动机 的 很 多 方面 都 是 重要 的 。 布 尔 代数 订 
直接 用 于 开关 理论 和 还 辑 设计 。 因 此 ， 对 于 计算 机 科学 来 说 ， 格 
与 布尔 代数 是 两 个 很 局 要 的 代数 系统 ，。 


87.1 信和 序 集 


在 第 二 章 里 我 们 兽 将 集合 工 上 的 自 反 、 反 对 称 且 可 传递 的 关 
系 称 为 集合 工 上 的 编 序 关系 ， 并 用 记号 “ 专 ” 来 表示 , 今 将 集合 
荆 和 工 上 的 仿 序 关系 志 一 起 称 为 一 个 凡 序 集 ， 用 ‘L; 反 > 突 表示 ， 
由 于 志和 它 的 道 宇 者 是 上 的 偏 序 关 系 ， 拓 此 ， 对 于 偏 序 染 : 工 
号 ) 中 所 有 的 元 素 i ,1,, 1 EL， 有 


1 «1, 《7-1) 
若 i ai,, 和 则 有 l=i, 《7 -2 
着 Tl llss 则 有 1, 志 。 (7-3) 
el,. {7-1’) 
著 Lil, lil, 贡 有 1 =1,, {7-2) 
车 ll [lss 则 有 局 守 1,。 《7-37) 
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符号 “< 通常 让 作 “ 小 工 或 者 宕 于 ”我 们 说 革 小 二 或 者 等 
于 1,.， 意 思 就 是 上 二。 我 们 说 二 之 意 息 基于 志 但 
志 玉 。 符 号 "党 ” 通常 恋 作 “大于 或 省 等 于 "4,[ 等 价 于 二 吉 ， 

定义 ?1 设 t 和 1 是 偏 序 集 代 ; 所 > 中 的 两 个 元 坟 ， 元 素 
CL， 志江 眉 83 攻 8， 则 称 吕 为 1 和 了 工 的 下 界 。 刘 沫 汇 
素 & 是 站 和 1 的 下 床 ， 朋 对 于 作 写 的 2 人 IL， 车 a 是 革 鸭 11 的 
下 界 ， 便 有 a 过 ac， 弄 称 避 于 了 和 下 的 最 大 下 界 ， 简 记 为 g1b。 

定 多 7-2 设 1 和 1 是 仿 序 党 《Li 太 》 中 的 两 个 元 素 ， 元 站 
b EL， 如 果 注 证 性 b ,Lsb， 则 称 思 为 [和 的 .上 界 。 六 | 果 元 
察 b 是 1 和 上 的 上 界 ， 月 对 于 任 窜 的 Pp' EL 着 b' 是 1 和 4 的 
土 界 ， 便 有 8sp ， 则 徐 b 昨 1 和 和 4 的 最 小 上 界 ， 简 记 为 tub。 

定理 7-1 证 上 和 电 是 全 亩 集 《 安 》 的 两 个 光 案 ， 如果 工 
和 1 有 glb， 则 gib 时 只 -的 。 和 如 业 二 和 蕊 有 iub， 则 lub 是 瞧 
一 的 。 

证 明 没 6; a, 邮 是 1 和 1 的 glb， 由 定义 7Y-1， 有 


< 一 < . < 
al ll, da, ls Ga EL)y as EL,, 


是 人 1 dp 
出 反 的 芭 对 称 性 得 9, =0,, 

类 必 的 方法 可 让 明 Iub 的 唯一 性 。 证 完 。 

在 4 sy》 的 次 序 几 由 , 和 上 有 最 大 下 界 这 … 宙 宁 反 也 为 ， 
从 于 点 上 和 1 由 发， 各 过 向 下 的 路 答 玛 少 可 以 盯 冲 到达 次 序 图 
的 一 个 箔 占 ， 这 些 辣 点 中 天 汪 而 的 那 一 个 就 代 骨 了 工 和 二 的 最 太 
下 界 。 棋 笠 , 1 用 11 有 最 小 上 界 这 一 事实 反映 为 ; 从 结 点 二 和 也 
出 发 ， 经 过 向 上 的 由 私 至 少 可 以 共同 到 达 次 序 图 的 一 个 结 点 ， 这 
些 结 点 中 瑟 下 面 的 虞 一 个 就 代 至 避 和 1 的 最 小 上 界 ， 

例 1 设 有 集合 = 44 8c}, 口 的 粮 集 2” 上 的 包含 关系 三 
是 一 储 序 类 节 。 
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图 ?了 .1 涪 刘 了 了 区 :的 二 部 赂 。 出 几 7- 上 可 在 末 {0,b,c} 
是 让利 的 下 室 ， 时 三 有 有 [0 的 映 小 上 界 。4B} 和 
中 证 10 bbB,cy 的 
界 ， 其 山 fb; 证 它们 的 瑟 
大 下 卉 。 a bycj RR] ab} 
是 1eb 和 98) 欧 十 罕 ， 
其 中 {a;b1 总 最 小 上 上 界 ，。 

定名 7-3 设 {; 志 》 
想 一 偏 序 集 ， 

《]》 如 果 对 小 所有 的 
元 际 1EL， 有 ?所 1， 则 称 
元 素 EL 是 最 小 元 窜 ， 

(2) 如果 对 于 所 有 的 
元 素 1E€L， 有 1 志 6， 则 称 
元 桂 5E 工 是 量 大 元 过 

定理 ?7-2 如 果 镶 序 党 《1; 罕有 最 小 元 素 ， 刚 最 小 元 案 是 唯 
一 的 。 如 果 < 工 ; < 拔 ) 有 最 大 元 宫 ， 则 最 天 元 到 是 唯一 的 . 

证 明 设 a, 和 a: 都 是 《L; 所 > 的 最 小 元 素 !: bi 和 pb: 都 是 
《I 地》 的 最 凑 元 索 。 则 由 定 交 7-3， 有 入 ty 49 所 9 bi<b:， 
b,<b,。 由 反对 称 注 ， 得 4, = 0,，4, = 4b,。 证 完 。 

例 2 32.7 例 6 给 出 了 偏 序 集 <7; 1 及 其 次 序 图 (图 2-6), 由 图 
中 可 看 出 ， 它 没有 最 大 元 壹 ,也 没有 最 小 元 素 ，2 和 3 没有 下 界 ， 
因而 没有 最 大 下 界 : 8 和 12 没有 上 界 ， 冰 而 也 设 有 最 小 上 上 界 。 


fa 四， ey 


87.2 阁 及 其 性 质 


从 上 一 节 的 例 2 我 们 知道 ， 对 仔 意 一 个 偏 序 党 来 说 ， 其 中 的 
每 一 对 元 案 个 一 定 部 有 硫 大 下 弄 或 最 小 上 界 。 这 一 节 我 们 讨论 其 
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路 每 一 对 苑 素 邦 闻 最 太 下 办 各 最 .4 可 的 偏 序 集 ， 并 将 这 种 偏 序 
EU 

定 尺 ?7-4 栈 证 一 人 人 序 售 < Es 共和 中 每 一 对 元 震感 ，! 2 
EE 上 坟 在 不 隘 太 下 办 和 慨 下 上 大 

我 们 通 弟 将 光 素 二 和 i 的 最 太 焉 界 和 最 小 上 界 分 别 用 上 A 
和 和 [Vi 求 关 示 , BiAis =glb(! ,4), lVYi;=lub(l;!,}, 由 
了 每 一 对 元 毒 的 县 大 界 和 时 小 二 二 是 唯一 的 ， 因 此 和 和 YV 光 可 
在 作 直 保 会 工 上 的 二 让 运算 ,我 们 将 运 这 入 和 VY 分 别 狼 为 将 和 并 ， 

报 握 aib 和 lub 的 定义 ， 在 和 冤 < 这) 中 ， 对 于 所 有 的 元 崇 y 


bs EL, 4H lA AE, C7-4) 
茵 Lh ,Rb,, 别 | < Al,, (7-5) 
Lvl, Yl,lL,., (7-4") 

若 bl ll,, 则 fas lV 1,, (7-5’) 

例 1 人 的 往 集 2 和 证 习 在 其 上 的 包 令 关系 构成 偏 序 
泥 *22 三 2?， 对 于 任意 于 集 3 9 和 0， 有 有 5S,S5 US 5 ES LS， 


并 有 是 洛 :有 了 入 Sc L， 使 得 S 三 S，3 三 SS， 则 必 有 SS US ES、 因 
此 ， 宕 梨 2 中 任意 子 集 对 (SS 和 有 Jub, 且 lab(ss) = Si US 
风 样 ， 任 意 子 全 对 45:,9) 有 glb， 江 glib(siyS:) = S15: 
天 十 ，《2 台 ?三 一 个 格 。 
倒 2 正 糙 狐 社 六 上 的 整除 基 率 | 是 一 个 偏 序 关 系 .。 对 于 任 痪 
殉 个 正 整 数 2 和 #5:， 既 存在 jub， 又 存在 8Slhb。 
ibm ay = lem un) 2 和 六 的 最 小 公 倍 数 )， 
glib em) = ECUIR 的 最 大 公约 数 )， 
因 业 ，<Ns 懈 是 一 个 浅 。 
例 3 设 中 下 一 江 整 数 ，8S 是 车 的 所 有 正 因子 的 竺 含 ， 例 如 
若 7 MS = {1,2,3,6}s 
若 二 一 21， WS = 1 4 6 8，12,24}。 
油 [起 权 吐 关系， 主 浅 ， 对 于 任意 笠 坚 狼 0 | 是 5S. 上 的 偏 序 关系 ， 


= 492 。 


园 7-2 的 人 ay (De 和 全 天 


| 
A 


WH 由 ‘Ses | >》、 《385 1>。 
《S003 (和 <S0; 让 的 1 说 ，H 攻 昌 是 i 用 出 ， 宪 全 询 是 税 ， 


[i 


个 


2 
吕 
6 
12 \ # 
1 
吾 3 i 外 pl 
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3 内 
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1 
(a) 1 
(6) {cy 
度 ! 7-2 


显然 ， 并 不 是 每 一 个 价 座 集 带 是 格 。 例 如 圭一 节 侈 2 的 偏 序 
集 <12,3,4,6,8,12,36,607: 1 就 不 是 一 个 格 。 图 7-3 也 给 出 了 儿 
个 不 是 格 的 偏 序 集 的 例 了 于 . 1 


现在 我 们 来 看 茹 具有 什么 性 质 ， 
定理 7-3 ”如果 二 和 上 是 略 《0 去 > 的 元 素 ， 间 
《We 
证 明 证 有 1, 三 bi,, 由 Ci- ) 在 ll,, 六 赎 自 及 性 ll, 
于 是 由 (7-35), 有 i 所 1 六 六 而 由 弛 起 有 所 太志 和 受 司 ， 国 此， 出 
反对 称 姓 ， 得 Al = 
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设 志 大 坊 =， 下 是 [1 和， 有 大雪 革 ， 

设 上 三 归于 必 处 二 志和 因而 由 -5*)， 有 人 守 LiWl， 
素 生 (9-4) ， 有 WE 守 1l,， 礁 由 反对 种 站， 得 了 Vl =1. 

这 束 证 明了 (N=1D) > Alb=1) 坟 二 bs) ， 评 抑 。 

一 个 含有 格 的 元 去 和 和 符 写 = ,所 ,大 :YA 的 关系 式 的 对 侦 ， 
是 指 用 衬 , 所 ,VYV 和 六 分 别 代替 此 英 巴 式 中 的 所 ;人 空 , 入 和 YY 所 得 
的 英 系 式 , 关系 式 卫 的 对 偶 起 未 为 六 显然 , 若 P? 是 王 的 对 候 ， 
划 叶 也 是 P? 的 对 偶 ， 内 此 ，P 了 与 P? 瑟 为 对 所 。 

容 香 看 出 ， 前 面 列 出 的 人 到 格 的 定义 的 十 个 基本 关系 式 中 ， 
《7-1 (7-20， 7-30 07-4 人 (7-5 人 分别 是 6 1 (7-2) (7-3)， 
7- 人 如， (7-5) 的 对 偶 , 由 此 可 见 , 在 获 的 尾 一 由 这些 盐 本 关系 式 志 
导出 的 美 系 式 中 ， 耕 时 交换 志和 其 以 及 Y 和 六 所 得 到 的 关系 式 
也 可 以 从 这 些 基本 关系 式 的 对 侦 导 出 。 因 因此， 为 了 证 明 交 和 换 后 所 
得 到 的 美 系 式 ， 我 们 从 需要 在 原 关 系 式 的 证 明 中 作 上 述 代 换 就 行 
了 。 于 是 ， 对 于 格 中 的 每 一 条 定理 都 存在 车 一 条 相对 候 的 定理 
也 就 是 说 ， 在 格 中 我 们 有 对 偶 藉 尾 :,， 对 于 属 CL; 三 》 上 的 性 一 真 
命题 ， 其 对 偶 亦 为 真 ， 

下 面 每 一 条 定 还 都 包含 一 对 相对 侦 的 慎 等 式 , 我 们 除 对 交换 律 
同时 给 出 扯 对 偶 的 证 明 过 程 外 ,其它 将 不 再 写 出 这 种 成 对 的 证 明 ， 

定理 7-4 (交换 律 ) 

对 于 和 任意 的 ,1, EI， 有 

a) YE (WW) TAb = A 

证 明 《9) 由 (7-4) 有 LVL, LV hl, 由 由 《?-52) 有 
LVb>l Vi， 类似 地 ， 由 (7-4') 有 IV LL 守 l,1 Wh 全 则 由 
(7-5 人 站 有 Vl>lVY1,。 于 基 由 反对 称 性 ， 得 V1,= LV， 

tb) 由 中 -人 有 工人 lb 牙科 则 由 人 -5) 有 下 太太 扫 
1 大 hh， 类 似 地 ， 由 (7- 人 有 .天 <T 1 太志,， 则 由 (7 了-5) 有 
RAT A 人 Ais。 于 是 由 反对 称 性 ， 得 1 信和 = 1s AT 下 完 。 


» da» 


定 表 7-5 (结合 律 ) 

对 于 任意 的 了 ,i,sls EL， 有 

OLN Co Ea) = COV) Vi 

《by 六 (Aba = C1 Al Mls, 

证 明 (四 设 a=1V GV a= VB)Vi 由 (7-4 人 有 
dl, 0l,y ts， 振幅 (7-4 ) 和 传递 性 ， 有 有 0 宕 1,,42>1，， 了 于 是 有 
gl,01,， 永 (7-5 有 2DV1， 又 因为 9 宇 1;， 所 以 由 (7-5 小 
有 ass (Vi) YI,, 如 a 。 

业 亿 地 可 证 阴 a a。 

了 最 后 由 反对 称 性 ， 得 a=a 。 证 完 。 
| 二 有 结合 律 ， 因 记 我 们 稼 将 下 YY = CIVi VB 写 
成 NLNVIE 将 dA = Al) Ab 写成 AlAl,， 利 

用 了 归 稍 法 可 以 证 朋 ， 沐 于 任意 站 个 元 素 玉 了 绪 侣 各 
也 是 成 立 的 ， 邯 不 师 括 号 的 表达 式 

VEN VY fa( 简 记 成 V 和 A A Al,( 简 记 成 A ;分别 
唯一 地 吉 示 工 中 的 .个 郊 索 ， 

我 们 推广 培 太 下 盎 和 最 小 上 剧 和 到 集合 工 的 任意 一 个 子 集 莫 ， 

设 人 Ls 之 ?> 赴 一 篇 认 亿 ， 旧 是 工 的 一 个 子 集 ， 如 果 元 于 aL， 
对 耻 近 有 的 日 ， 有 4 去 h， 则 称 4 是 子 集 号 的 下界 。 著 na 是 殖 
的 证 界 ，H. 对 于 在 谷 的 2 CE， 车 & 是 二 的 下 界 ， 恒 有 a 专 a， 
风水 4 运 吾 的 和 最 大 下 界 。 各 提 元 率 bi， 对 于 所 有 的 有 EH， 有 
hb， 则 称 5 是 十 的 上 恒 ， 如 末 b 是 五 的 上 界 ， 且 对 于 任意 的 闻 
E&I， 落 b' 时 瑟 的 上 上 红 ， 倘 :有 也 ， 则 称 5 是 理 的 最 小 上 界 ， 

容 抒 让 有 明 , 在 格 < 工 : 竺 > 中, Al" 人 "入 是 元 素 Ul es 
1, 的 最 太 下 界 ， [VEN VI, 就 是 了 ,1 … ,1 的 最 小 上 界 ， 即 

医 令 a=tAls A Al Mach,ael, Hel, (7-6) 


了 ‘sa DM. 《了 -7 
车 仿 让 二 于 出 到 bul pel bl,. f7- 避 人 
御 昌 汪 克 : a b’ =b, (7-7") 
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下 二 用 对 元 率 个 数 7 进行 归纳 的 方 祷 给 出 (7-6) 和 (7-7) 式 
的 证 明 ， 

当 #=1 和 =2 时 ，(7-6 和 (7-7) 显然 成 立 。 
假设 Al 人 人 … Al 是 1 了 i,… yb 的 最 大 下 界 。 由 结合 律 可 
知 器 Ab ALAL = (ADA AID sa { 令 其 为 外， 
由 (7- 有 GE AL A 人 21,,:， 由 归纳 假设 1 AVA 信 … 和 
l= 1 2 8， 因 有 此 出 传递 竹 ， 有 At.,al ls 
灵 因 为 a 委 不 后 局 A A ADAlir, 是 六 Ls "sy Vir 的 下 
界 。 了 又 若 有 有 人 La 寺 届 0 和 br 则 由 归纳 假设 
有 和 DAA 人 ly， 及 因为 a 所 tyw4，， 则 由 (7- 有 a 所 
A A ALD Abr 所 世 Als A AL 是 ,144iy! 的 
最 太 下 界 。 以 上 即 说 明 (7- 匀 和 《7-7) 式 成 立 ， 证 完 。 
根据 对 偶 原 型 (7-6) 和 (7-7 亦 成 立 。 
定理 7-6 (等 曙 律 ) 
对 于 任意 的 1EI， 有 
{oa IVT=1, Ch TAI 
证 明 0) 由 (7-4/) 有 [Vil>1， 


而 由 (97-1’) 有 11, 
因此 又 由 (7-5'》 有 lIV 1, 
于 是 由 (7~2) 得 IVTI= 1， 证 完 。 


定理 7-7 (吸收 律 ) 

对 于 性 意 的 ,1; SEL， 站 

a) YY HA) = 1,, ‘iA (LV i,) = 了 ii。 

证 明 (由 位: 有 AQYt)l。 但 由 自 反 性 1 才 1,， 
由 0-4 分 五 Yl， 因 时 由 (75 有 三 委 二 AGVI。 由 反对 
称 诈 ， 得 上 六 让 泥 。 

婚 < 入》 际 且 右上 述 主 线性 后 外 , 格 中 的 元 迷 还 和 有 如 下 … 


[a 
中 


定理 7-8 ”对 于 性 意 的 了 1s 1EL， 车 也 1， 则 Ale 
A lV <IhVL,, 
证 明 因为 于 过 改 ， 根 据 定 理 7-3， 醒 有 1A1s=1,, 于 是 (1 
ADY 六 人 大 = 人 大 和 天 人 AD = AC Als) =1 Al. I 上 
i A A 人 4, 
类 役 古 可 证 四 Ni 过 LV， 证 完 。 
定理 79 对 于 任 癌 的 ,1 1 ELK, 有 下 列 分 配 不 等 式 成 立 ; 
a) DV Os A EN LID GDVD 
fb AV AI) YY tA, 


$7。.3 党 是 一 种 代数 系统 


由 上 一 节 我 们 已 知道 ， 如 果 < 工 ; 筷 ) 是 一 个 格 ， 则 工 中 任 一 
元 赤 对 4 和 于 部 在 唯一 的 gjib 和 1ub， 若 我 们 分 别 采 用 4 信 L 和 
LN1, 来 吉 示 它们 ， 册 "A” 和 “VY” 可 看 作 是 集合 L 上 的 两 个 二 
元 运算 ， 宙 人 沽 足 次 换 律 、 沾 台 律 、 等 党 律 和 吸收 律 。 现 在 我 们 
要 说 明 这 …- 结 论 的 省 也 是 成 衬 的 ， 即 著 查 集合 工 上 定 光 了 两 个 二 
苞 运 算 ， 玫 这 两 个 产 算 清 串 以 上 站 条 定律 ， 则 工 上 必 存 在 一 个 偏 
序 闪 未 三， 使 得 全 1 237 成 为 一 个 将 。 

定理 7-10 法 了 是 -- 完 必 了 两 个 二 元 运算 Y 和 六 的 人 系 合 , 这 
丙 个 运算 都 满足 交 欣 入 、 结 任 钟 和 号 收 律 ， 则 必 存 在 一 工 上 的 偏 
床 洋 夭 ， 泌 得 A 对 于 每 一 对 元 素 l,l, EL, 和 Vi 
就 是 7 利 二 的 Iub， 三 就 是 1 入 的 引 b。 

人 在 定 击 中 没有 列 出 等 村 律 。 这 是 罗 为 在 定理 的 条 件 下 ， 等 展 
律 是 自然 满足 的 。 于 实 奢 ， 由 嗓 收 竺 可 推出 等 冬 律 ， 邑 对 于 任意 
的 TE 上 : 


IVI=IV LAUYVDI=L, 


-197 » 


用 同样 的 方法 或 由 对 倩 原 理 可 以 证 明 1Atst 因此 在 下 曾 的 证 
明 中 ， 我 们 可 以 认为 等 等 律 也 是 成 立 的 。 

证 明 定义 工 上 的 关系 所 ， 对 于 任意 的 i, EL， 

当 且 仅 当 Vi,=1 时 ， 有 i, 专 ， 《7-8) 

由 等 罕 律 对 于 任 一 1EL, 有 TYVI=T 所 以 1 因此 声 是 
自 反 的 ， 

， 设 了 且 了 二 i， 则 由 (7-8 有 ll=l Vi,=1, 
出 交换 律 可 得 1 =i,， 因 此 委 是 反对 称 的 ， 
设 世 bi 且 贡 寺 t， 则 用 (07-8 Yl,=lslyVils=1s， 出 结 
合 律 可 得 
lVi= (ViDVi=ilsy GN) =TRVE= is 
于 是 又 由 (7?-8) 有 上 所:， 即 专 是 可 传递 的 . 
由 以 上 可 知 ， 守 是 民 上 的 一 个 偏 序 关 系 。 
对 于 任意 的 局 ,ELE， 由 交换 律 、 结 合 律 和 等 乔 律 ， 有 
(VIDVI = UV) = QVIDNYIi,=1lY 1,, 
因此 ， 由 (7 -8) 有 [Nb 守 i 类 似 地 可 证 明 ， 对 于 任意 的 ,1， 
EL, 有 是 VD 也 由 (7 -3)， 车 is 宇 4， i>1,， 则 layi,= 
lol V1,=is,， 因 此 
TV CNID = (VID Vl = iV,=L,, 
即 s 字 LVI 夏 LV TI,= lubti, to。 

荐 N= 则 A OVE) =14y 入 hi。 于 是 ， 由 吸收 律 硼 
b=， 反之， 荐 l= 有 则 NY (i 和 4) = 1 Yl。 于 是 ， 
由 暖 收 律 有 上 思 Vi5u = 二。 因此 

Vi 

于 是 关系 所 只 可 定 尺 为 ， 对 于 所 有 的 1,1, EL， 

当 生 仅 当 如 Al = 有 时， 有 1&1.. (7-9) 

运用 上 面 论证 过 程 的 对 侦 及 借助 (7-9) 可 得 Al = 8lb 1, 
i)。 证 完 ，、 
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综合 本 节 利 上 节 的 结论 ， 我 们 可 以 给 出 与 定义 ?-4 等 价 的 格 
的 另 -~ 种 定 多 ， 副 将 格 定 义 为 一 种 代数 系统 。 

定义 7-5 设 人 YA 是 一 个 代数 系统 ，V 和 A 是 工 上 的 
随 个 二 元 运算 ， 敬 刁 这 两 个 运算 满足 交换 律 、 结 合 律 和 吸收 律 ， 
则 称 《LY ,六 > 是 一 个 嫉 。 


87 .4 分 素 格 和 有 补 格 


由 定理 7-9， 我 们 告 道 格 满足 分 配 不 等 式 , 但 任 给 一 个 格 《DP 


定义 2-6 证 <Ls Vv , 六 > 是 一 -个 烙 ， 车 对 于 任意 的 Ls Ts is 所 
L, 有 LAU NI = (AIDY th Al), 


tv Cs 六 1 = (YL,) NY I, 
则 称 <L; VY , A 人 > 为 分 配 格 。 
例 1 全 集合 口 的 短 集 2" 与 其 上 所 定义 的 并 和 交 运 算 所 组 
成 移 格 <25; J, 个》 是 一 个 分 配 格 ， 
图 7-4 序 给 出 的 两 个 衬 都 不 是 分 配 格 。 油 为 在 疼 7- 4《9) 中 


0 扩 Ca 47 = 0 NG = Oy 


但 《ai AQ CQ M2 = a Va = a, 
. 三 上 
痊 
3 
pb da 
全 了 ; 
存 4 
‘¥ 
fs 
《ay 图 7-4 (by 
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图 7-4(b) 中 
bh eyd)=bAa=b 
但 四 AQY BAD =eye=t 应 该 替 出 ， 在 分 配 格 的 定义 中 有 些 
条 件 是 多 俯 的 。 
定理 ?-11 在 格 人 ;VY ,和 六) 站 ， 如 时 交 运 算 对 并 运算 是 可 分 
衣 的 ， 则 兰 运 生计 变 运 苯 也 右 可 分 肥 的 如 景 并 运算 对 交 运 算是 
可 分 本 的 ， 则 这 运算 对 并 运算 也 是 可 分 配 的 ， 
证 明 设 在 档 ;YAY 中 ， 对 任意 的 ,1,1sEL， 
有 BA Nl) = (AL YY (Al), 
UE Nl) A VI) = EH.NI) ALIVIO NT) AR 
= VEC Yi Alsd=1I. YEG A YY ts AT)) 
= LEY I AID (i AT = th, Al), 
由 对 侦 民 台 ， 如 此 亲 运 算 对 交 运 算 建 可 分 配 的 ， 划 交 运 算 对 
并 运算 也 是 可 分 了 的 证 完 ， 
如 果 ({L; WY， 入) 是 分 配 格 ， 则 对 尾音 的 1,91,92,…,0,EL, 育 


IV CAaN) = 人 GVanD， 


IACV eaD=Y (Aa). 
更 一 般 地 ， 河 于 和 伍 疙 的 1,1，… 1 ln 0 1 "p01 七 工 ,有 
CADDYCAaD= ACA (Va), 


(VACY oD = VY CY CsAan), 
定理 7-12” 设 4,ls,1s 是 分 配 格 (L; Y，A》 中 的 任 赢 三 个 学 
到 ， 则 
Nb=iNa DAs=T A > (=1), 
证 明 ”从 右 到 左 的 推断 是 明显 的 ,为 了 证 肖 从 左 到 右 的 推 昕 ， 
我 们 利用 交换 律 、 吸 收 律 和 分 配 律 ， 
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和 = VEC) 
= VE A Y= (dvi) Ad, YL) 
= ALY = bY (Al) 
= 上 
加 时 一 人 件 有 有 氟 小 二 去 和 野 大 元 索 ， 则 瑟 它 们 为 该 质 的 
界 ， 和 4 六 仆 涉 ， 由 最 小 元 圳 和 最 大 元 志和 鬼 守 六 ， 引 
果 一 个 将 好 LAE 元 于 证 科 H， 则 对 下 所 有 的 1€L， 1=;1， 
Vl, | 由 定 焉 了 -3， 于 所 条 的 [二 J.， 肖 
IVI=1 TIA!=1. (7- 10) 
TA = Vou=t, (7-11) 
. 出 ] 和 0 的 时 一 性 可 秆 ， 信 有 元 案 1 各 0 的 格 的 资 序 图 趾 ， 
必 有 上 肉 一 个 称 鸭 于 的 站 点 ， 它 位于 图 的 最 上 E 层 。 有 玲 … 个 舟 为 
“ 半 的 结 点 ， 洛 入 于 疼 的 又 下 大 。 半 且 愉 生 其它 缚 点 出 发 至 工 
向 上 的 有 路径 表 可 以 到 法 结 点 了 荆 ，I 而 以 任 一 -其 它 结 点 出 发 经过 | 各 下 
的 路 答 孝 可 以 到 达 结 点 0 。 
例如 ， 在 图 7-1 所 给 出 的 格 (25 吕 , 丰 》 的 次 序 轩 中 。， 竺 点 
{a, bc} 代 玉 元 染 1， 贝 代 赤 元 素 由 。 ， 
又 如 ， {R; 妥 ) ( 共 中 民 十 实数 集 ， 志 是 通常 的 “小 于 或 给 士 ” 
关系 ) 显然 是 一 个 许 。 六 于 任意 的 六 庆生 及 


glbfriyra) = mintg,r,)}, 


lubeor ry) = max(tr, rs), 

但 这 个 格 婚 没有 总 天 元 索 也 浸 有 最 小 元 素 。 

定义 了 7 ?7 设 QV ,A 是 一 个 含有 元 素 1 和 0 的 烙 ， 对 于 
工 中 的 一 个 元 素 1， 澳 有 元 业 斌 使 得 TY Y= 1 TAFE=0， 出 称 元 湛 

是 二 的 补 ， ， 

显 热 ， 工 和 和 上 是 吾 补 的 ， 即 车 了 是 1 的 一 个 补 ， 则 工 也 是 下 
的 一 个 补 ， | 
例如 图 7-5 中 的 格 ，a 是 。 的 一 个 补 ， 局 时 e 也 是 # 的 一 个 
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神 。 一 个 元 这 可 以 有 多 于 一个 萄 种 。 撞 如 图 7 了 .5 中 ，5 有 有 le 能 尖 
和 的 补 。 但 是 男 一 方面 ，e 没有 补 。 

内 《7-10) 和 (7-11) 5 和 锡 [，。0 和 
1 互补 。 

定 突 7-8& 过 人 VY , 入) 最 一 个 
含有 元 素 1 和 0 的 和 局， 如 时 工 中 每 
一 个 元 素 邵 有 补 ， 则 称 人 YY ， 六》 
为 有 衬 格 。 

例如 ， 硅 图 7 4+(o 所 给 出 的 柄 。 。 7 
申 ， 每 一 个 元 索 半 在 征 .。 下 的 外 元 
是 a 和 yds 和 9 的 补 无 疮 是 9， 
oa 和 os 耳 为 补 元 , 因此 这 是 一 个 有 
补 格 .又 如 图 7-46 所 获 出 的 格 中 ， 于 7-5 
b 的 着 范 是 c 有 利 9, 的 补 元 是 匡 和 和 
qd, 的 福元 古训 和 [cya 7 e 如 为 补 元 。 因 此, 它 也 是 一 个 有 补 格 ， 

有 尼 训 ， 格 (21. 一 个 有 补 格 。 其 中 全 集合 U 是 元 琳 1， 
罕 入 外 是 元 未 0 UU 的 a 地 集 < .的 补 元 玄 是 $1( 划 5, 的 社 人 染 }. 

如 果 一 个 格 妇 是 EE 有 补 阁 及 是 分 配属 ， 则 称 它 为 有 补 分 醒 想 ， 
例如 ， 格 :22 ， 1 就 是 一 个 有 六 分 配 局 。 

下 闸 我 们 来 痢 久 有 补 分 配属 的 一 些 狂 质 ， 

定理 7 13 在 有 补 分 配 格 人 3 WV, 入) 中 ， 任 一 元 素 1EL 的 
福元 素 基 是 叭 … 的 。 

证 蜗 ”假设 有 上 其 个 元 素 1 和 1:， 使 得 


如 


ly1 =], IAl= 0 
iV 1,= 1, {AL,= 0, 
出 有 IVIT =IVL, IAL=IAL,, 


出 定理 7-12 有 请 = 扣 。 因 此 工 的 补 元 吉 瞧 一 ， 证 完 。 
定 于 1-14 (对 合 律 ) 
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在 有 补 分 配 格 1LV,，A)> 中 ， 对 于 任 一 元 素 IEFE， 有 了 = 站 
证 明 六 为 1VI= j,iA7T= 0， 由 交换 律 有 iVi=1,7AIl=0。 
所 以 1 是 于 的 补 ， 葡 由 定理 ?7-13, 7 的 补 是 唯一 的 , 疏 得 1=1, 和 证 
定 建 7-15 ”i{ 德 : 摩根 定律 
在 存 补 分 韶 格 43V， 和) 中 ， 对 于 任意 的 妨 GE 有 
to ty 有 = 天 
证 明 (4) 出 分 总 律 可 知 ; 
VEY VA = VVINAG VI NiN = |A|=1; 
(NMIDA CALID) = (DALAL VG ALAL) = 0V0=0, 
由 补 的 唯一 性 便 有 天 1 = 天 太志。 
(可 由 对 但 原理 推出 。 证 完 。 
定理 7-16 在 有 补 分 配 格 红 ; Y， 和信 ) 中 ， 对 于 生意 的 4， 
EL， 汉 
lA = 人 DYV1l,= i) 
证 明 由 定理 7-3 有 
全 TD) > TN l= 1,) €> (Al=1), 
双 由 德 " 摩根 定律 有 
(Tl) (Ni) eV 
因此 ， 若 二 过 1,， 则 | 
- 和 六 有 = 二 六 《大 入) = 0, 
县 lvls= CO VI) VI,=1, 
反之 ， 若 1 入 i, = 0， 则 
t= (A) = (VID NM HVE) =1, Vi, 
因而 有 Ll, 
Nl, 二， 好 : 
t= bi Vl = (AL) Vv Qh = Nl 
办 型 有 [Ll, 
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出 上 可 知 |， 
Y= 1) ,证 完 。 


387.5 布尔 代数 


定 迪 ?了 -9? 加 果 一 个 霹 师 是 分 配 格 又 是 有 补 粮 ， 则 称 鞭 为 一 
个 布尔 代数 ， 

因为 在 有 有 补 分 筷 开 中， 每 一 元 素 的 补 都 是 唯一 的 ， 因 此 求 补 
运 哲 能够 作为 这 年 格 的 城 上 的 一 元 运算 。 于 是 ， 具 有 域 卫 的 布尔 
代数 可 表示 为 485 一 ,Y，A 八 ) (这 里 VY 和 A 是 原 有 的 并 与 交 运 算 ， 
一 证 求 补 运算 ) 。 四 

用 前 画 的 讨论 可 各， 个 布尔 代数 人; -，V ， A》 具 有 下 列 的 
基本 人 性 岳 ; 

对 于 了 中 的 代 剖 区 到 x， 3 2， 有 : 

《17 交换 律 XVY=YVX，xAy= yAxy 

(2 ) 绪 合 律 XV VX) = (VD YW 2 

YA yA = {XAY) Az, 

{3) 每 幕 律 xwx= x YAX=X, 

{4 吸 旷 德 xV i AyY) =x， XA (XYY) = 

《5 分 瑟 律 XV = XAT (XA 

XW PAZ) = (XV YY) A (XY 2)s 

6) 同一 律 xXV i=Xx， X11=X; 

《7 ) 各 一 律 XW 1l= 1 XA0=0，; 

(3 ) 互补 律 xYVz= 1 x 人 3= 0 

(9 ) 对 合 律 X= xi 

(10) 管 - 访 要 定律 x > Xp= Vy, 

以 上 六 三 多 许昌 下 全 EE 独立 的 。 事 实 上 ， 所 有 其 它 的 性 质 

全 可 外 总 中 jn 蛮 往 ,分 配 律 , 问 一 律 和 杞 补 律 推 导出 米 。 
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生 千 我 (全 意 和 ， 变 雪 人 分配 律 、 司 一 律 和 互补 律 这 四 条 
基 木 定律， 其- 一 第 融 包 含 了 瑞 为 对 偶 的 两 个 关系 党 。 也 就 必 说 ， 
如 果 在 每 一 菏 基 术 定 律 由 ， 将 第 一 个 关系 式 中 的 YY、 AAA、0、1 
分 别 改 为 A、Y 、1、， 册 第 一 个 关系 式 就 变 成 了 第 一 个 关系 
试 ， 因 此 与 格 一 村 ,有 汞 代数 的 仔 一 自 这 些 基本 关系 式 所 导出 由 
关系 式 的 对 优 ， 兴 可 出 这 些 若 本 关系 式 的 对 侦 导 出 。 上 上述 布尔 代 
数 的 性 质 C2) 3、(4、(77 (0) 中 ,每 ~… 条 性 质 都 包含 了 两 个 豆 
为 对 偶 的 关系 武 ， 根 据 对 全 原理 ， 我 们 只 要 证 明 其 中 之 一 即 可 。 

普 先 项 们 证 县 0 和 1 二 者 都 是 唯一 的、 为 此 ， 我 们 假设 有 上 耻 
个 元 党 0 和 ea 对 所 有 的 GE5 者 满足 4 中 的 第 一 个 甘 系 式 ， 则 根 
据 交 换 律 ， 有 


4=ew0=0mVva=1。 

站 梯 地 ， 若 元 囊 1 和 日 对 所 有 的 xE 下 部 满足 56) 中 的 第 二 
个 关系 式 ， 则 又 有 
- b=bAi=1Ab=s1, 
国 此 和 1 都 是 唯一 的 ， 

下 面 我 们 证 时 互补 健 和 “是 且 上 的 运算 两 者 是 至 的 。 

定理 7-1; 对 每 一 个 xE 日 , 车 有 3EB8 使 得 XV y= 1 xx 人 2 
二 站 网 Y=。 


证 明 y=y 信 1 《局 一 律 》 
=y A (xY F) {互补 律 ) 
= (人 YD)Y OGA 了 (分 配 律 ) 
= OV (yA) (交换 律 , 假 设 ) 


s (XAIIY (AT) (三 补 德 ) 
= OY (AY) (交换 律 》 


cE XY 3 (分配 律 ) 
=xhl (假设 ， 
到 Xe 《| 语 一 - 律 } 证 完 ， 
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定理 7-18 〈 对 合 律 ? 
对 每 -- 个 XB， 半 =x 


证 明 出 三 补 律 ， XVX=1,XAx=0。 叉 由 交换 律 ，*VY X= 1， 
将 AX=， 于 是 由 洽 理 ?7-17， 各 =X。 证 。 


定理 7-19 :和 江 才 人 律 ) 
对 任意 的 和 人 日 ， 行 
(a AV XX (Cb) xXAX=X, 


证 明 人 XVX= CRVN AL . 《 同 -- 律 ) 
= XY XA XY#) (互补 律 》 
= XY (XAx) 《分配 律 》 
=XWU 《 豆 补 律 ? 
=X。 《同一 律 ?证 完 ， 


定理 7-20 (加 一 -很 ) 
对 任意 的 XCB， 有 
ray x I=1, (by xAV=0, 


证 明 CD XV1= (VD) AI 《同一 律 》- 
= (XW DD ACXYE) (互补 律 ) 
= XV Cl A 《分配 律 ? 
XV 《变换 律 ,同一 律 ) 


= ]。 ( 玉 补 律 》 证 完 。 
定理 ?7-21 (i 钠 收 价 ) : 
对 和 定 意 的 x7 世 B， 有 

(0) WA Cb) XA XY 二 Xe 
证 明 (0) XV (XAY) . 
人 VC 区 同一 律 )》 


I 


=xAYY {分 本 律 》-: 
= NAl (交换 律 .定理 六 20) 


a206， 


站 更 对 任意 的 7B， 个 XAy=XAZ 三 内 = 闪 2， 虹 
y=7z, 
证明 ”因为 
(XAT YEAY = VI =yA1=Y, 
KAZIY Ce Na) 7A XY EE) =2A =, 
所 以 Y=z， 证 完 ， 
定理 7-22 “【 括 合 笠 ) 
对 枉 启 的 xX, 了 ,zB， 有 
CD) XVIYYI) = XVYI Vz {DD) xXAYA2 = (XAYI NT, 
证 上 明 (QD) 仿 =xXV UV 人， 了 = 人 WO 2, 


由 | XAL=XATXYV (yY 1= Xx 

且 X 关机 = 二 AEGV I VI = LAANY I IY WA) 
= XY (XM) = 

因此 XAL=XAM, 


又 因 FALENLAYN (V2 i= (FAX VEXA (yD 
OW LaA CV R= (ADD YY FARY, 
而 月. FAM=EALCXVYI Ve = [人 YY] 六 起 
= 工 人 AD V GAY ¥ EAD = (xAY) YYV (rN), 
因此 xAL=£AM. . 
于 是 午 中西， 我们 上 了 = 好 ;这 恕 证 明 了 并 的 结合 律 。. 
定理 7-23  ( 德 : 淋 出 定律 ) 
对 作 意 的 xy 你 了 有 
(a) x RAP, (WD x y= XVY, 
定 刚 | 方 让 与 定理 7.45 相 问 。 
以 上 浇 昌 ,三 格 -= 样 布 汰 代数 (B83 一 ,Vs 和 六》 也 是 一 个 代数 系 
毕 ， 访 f 红 数 系统 可 取 父 换 律 、 分 卫 律 . 同一 律 和 互补 律 作为 公理 
显然 ， 混 台 代 数 25 7 ，U [1》 是 一 个 布尔 人 代数， 二 汶 它 洲 足 布 
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汞 代数 的 四 条 公 到 ,次 让 ,对 主 布 二 代 歼 5 -JY A 推 尽 届 米 
的 所 有 引 论 ， 对 于 集合 代数 都 是 成 产 的 。 
三 面 两 个 定理 前 壕 了 一 个 有 趣 的 班 第 ， 即 布尔 代数 的 子 代 数 
以 及 在 条 仿 数 的 汝 阿 态 和 象 个 是 布尔 代数 。 
定理 ?-24 市 乐 代 浆 的 每 -- 了 代数 信和 是 市 尔 代 数 。 
证 上 明 设 请; 一 ,Vy 六 ) 是 有 让 代 种 iB4 一 站 的 于 代数 ， 
由 于 代数 的 定义 可 知 , 交换 律 和 分 卫 律 本 ( 惠 ; 一 ,Vs 六) 市 泉 淮 成 
亨 。 避 区 CB， 如 四 二 | 肝 性 有 EB， 因 此 xVx=]EB, XA 
= 0 请， 记忆 互补 律 和 加 一 律 也 成 这 。 放 定理 得 证 ，。 
定理 7-25 一 个 布 杀 伐 数 的 每 一 济 间 态 象 都 星 布 双 代数 。 
证 明 设 (Bo3 7 U nm 是 布 东 代数 48 -YA 在 吝 回 在 六 
平 的 问 态 象 ， 由 定理 4-5 知 交换 律 和 分 配 律 在 上 Bo 7 ,中 全 
然 成 立 。 出 布 红 代数 4B; -YA 满足 癌 一 律 ， 知 用 (1》 和 LO 
分 别 是 4 全 7 5 mm 的 工区 素 和 0 元 来 . 明 {B, 世人 门 ) 满 中 国 
一 律 。 双 因为 天 是 从 如 到 Bo 的 注射 . 内 此 旦 扑 任 汪 二 柠 xx 邵 可 
_ 袁 为 正人 的 形式 ， 这 里 xE8。 朵 此 对 于 任 一 zoEBo， 符 
天 站 = Hx A = NN Ri) = REx (RX) = x fxs 
hlY= FXV x) = hx) hz) = hx) UP = x U xso 
即 (Bo3 7，U， nm 满足 五 补 律 。 
出 上 可 知 ，?Bo5 7 ,站 是 一 个 布尔 做 数 。 证 完 。 
例 1 设 口 = {WH}。 布尔 代数 120557, 站， Uy 有 子 代数 ， 
更 ,Dr ,Ns 
{BD, (Hi}, {ss Us D 1, ,NN 
以 由， {4,}, {Ws Ha}, Us ry ,Ns 
《{ 宫 ， {Ha})s {ts HT rs [| ， 门 )。 
它们 都 是 尔 布 代数 。 
胡 7-1 和 闵 7- 2 定义 了 这 些 代数 的 运算 (为 了 方便 起 见 ， 后 三 
个 代数 的 域 者 用 {中 , 5, TD 表示) 。 
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下 7-1 《{ 时 ,337，U， 们 > 的 运算 表 
上 

Ea | x ul 中 Uv Ni iv 

-下 | U 负 ， 更 了 1 古 | 镍 儿 
;者 


XX 器 ui® 8§ TU 
多 |U $l ssTU 
s | 了 2 
了 | 8 rT|IT UTHU 
Uw viv UUU 


例 2 设 U= {Hs Us Hal, 定 交 集合 2 上 的 关系 ps 当 且 仅 
当 {mL 人 号 = tl! 门卫 和 有 SP, 显然 ， 这 是 一 个 等 价 关系 . 
币 且 如果 7S= ?NT， 风 有 {站 5 = 位 


其 由 SPT 可 得 S$’' pT7 。 

系 如 时 uyfSis WNT, 8 {tm} Ns,= {uh} NT,, 
则 有 fn US) = {WN (CTU TT 

且 . {uN SN SD) = {wm} NN (CT NT 
若虫 SpT!, SPT,, 

可 得 (SU SOPOTLU TD) SNSVPTINTD, 


于 总 ， 户 是 布 全 代数 全 三 二, 由, 介 ) 上 的 同 余 关 系 ， 这 一 同 余 关系 
迹 学 芍 2 下 一 等 价 分 则 . 
= CD, ds es as ay}, {Us {m1}, {ts Cj) 
= {LD,, TU}, 
由 定理 4-9， 相 应 大 在 一 个 由 阅 数 有 :24 下 {[ 科 py [Do 给 出 的 从 
2 03 U, 介 ) 的 满 同 态 , 这 里 对 于 每 
一 SE = S] J] UJp}3-"，U，, 由) 的 运算 规定 为 (在 
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箭 了 -3 有 ([5])7 = [S11,y 


[LSJ VU LSslo= LSU Ss 
[Se 站 LS [3 门 So。 


因为 (25 2, 介 ) 是 布尔 代数 ,由 定理 7-25, ({f$1,, [Us}3 
1 人) 扯 是 一 布 水 代 歼 ”过 一 宙 宗 也 本 田 比 较 表 六 1 和 表 7 二 3， 


素 ?-3 《4[ 罗 jp, [UD 7 7 ，U， 人 > 的 运算 才 


[gm EC7 了 ji; 了 J 了 国 和 了 了 人 人 Us ” U » 门 » 是 同 构 的 而 得 到 证 


x U 183, [UY, mn | ce。 CUD 
本 -. i 
-~ . | | 
[®], | ru [中 [是 [Uy [| [PJ [人 DJ- 
FDC]。 | i]; LU, | LU]。 [UYy [Je [中 jw Lu; 


87.6 布尔 代数 的 原子 表示 


定义 7-10 设 (B; ,WV ;y 八 ) 是 布尔 代数 , 如 果 元 过 4 上 的 旧 


对 于 每 一 个 xEB， 有 xAa=a 
或 xXAa=0, 则 称 & 是 原子 

由 原子 约定 必 ， 若 0 是 原 
了 ， 则 永 疗 在 任何 元 素 c， 使 
得 6c，: 达 4 央 原 子 & 荐 仅 
比 0 元吉 “ 天 ”的 元 素 . 在 8 的 
次 序 图 睹 ， 原 站 5 是 从 结 太 0 
出 发 经 过 一 条 边 就 能 到 达 的 那 
些 结 点 ， 

例 1 设 U= {ipotzynsj 
则 布尔 代数 (425 7 U ,nn 中 ， 
元 天 {6} fw) 14W3) 者 是 原子 (图 7- 扩 。 
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图 ?了 -6 


I 


定理 7-26 设 (B: 一 ,WY ,人 人) 是 一 有 限 布 尔 代 数 ， 则 对 于 每 
一 非 零 的 XE8，-- 定 存 竹 一 个 碌 子 4， 使 得 XAn=a( 或 4 所 。 

证 明 如果 是 一 个 原子 ， 则 定理 显然 成 也。 如 果木 是 原 
子 ， 则 必 丰 在 某 个 郊 圭 了 ， 使 得 关头 二 基 有 了 六 xD 念 了 闪 荆 一 
xi， 副 有 非 零 苑 周 x 拓 X， 满 足 % sx。 类 似 地 . 或 者 x 是 一 个 
原子 ， 或 者 存在 一 个 韭 地 郊 率 as 抵 XI， 请 足 X.<X: 或 者 xx 起 
一 个 原子 ， 或 省 短 在 一 个 卡 潜 元 素 xs 拓 x:， 请 中 xs 所 XX ， 等 等 。 
本 而 得 到 一 个 序列 


其 3 2 


由 于 了 是 月 限 的 ， 故 序列 必 终 正 于 “小 于 或 等 于 ” 半 的 基 个 原子 
4 。 证 完 ， 

人 建 理 7-27 各 果 4, 和 as 是 布尔 代数 (B83 一;V ,入 ) 的 原子 ， 
且 台 Ag 所 0， 则 二 93。 

证 明 因为 sa. 六 es 半 40， 所 以 由 定 兴 7 了 -10,， 有 有 4, A93=9, 且 
a1 Aaz =gz。， 改 有 9 =az， 证 完 。 

定理 7-28 设 《B83 -~-，V，A) 是 一 有 限 布 尔 代 数 。 又 x< 是 吾 
的 任意 一 个 非 堆 元 案 ，9; ad 是 (B; 一 ,WY ,A 入》 中 满足 所 
% 的 记 有 原 于 ， 则 


X= Va VN da,, 


证 上 明 设 y=alVasV…wvVa 由 (7-7) 和 有 ><x， 则 站 须 
证 x 拉 y。 由 定理 ?7-16 只 须 证 xAy=0， 王 假设 xAys0， 由 定 
理 7-26 知 必 存 在 一 原子 4， 使 得 as 所 xzAy， 面 用 《7-4》 有 xx 人 
sx 且 xAysy， 出 传递 性 可 得 asx 且 4 所 3。 同时 因为 和 < 扫 z 
则 存在 某 一 如 《1<ist， 使 得 42=a， 由 《7-67) 有 aa Voy 
V…Va=3y， 于 是 我 们 有 as<7 且 a 和 YY， 册 (97-5) 可 知 ，a 所 人 
二 0， 即 得 到 a=0. 这 与 8 是 原子 相 予 盾 , 因此 必须 有 xAY =0， 
即 x<y。 最 后 由 反对 称 性 ， 得 x=aiyasvVv…ya。 证 完 。 

“211 。 


定理 7 她 设 (B; -，V，,A) 是 一 有 限 布 条 代数 ，x 是 8 的 
任意 一 个 非 雷 元 宕 , al ;9,,… sq 是 (B; - .和 人 ,A) 中 满足 ma <x 的 
所 有 原子 ， 骨 X=alYV asY Va 是 将 x 表示 为 原子 的 状 的 唯一 
方式 。 

证 明 设 还 有 将 x 表 示 为 蛛 子 的 并 的 另 -- 种 表达 式 

YYs=bVbaV eVYDP 
显然 ， 凡 为 < 是 bp，Du 的 最 小 上 界 ， 记 以 有 


bx, b,x, bEX, 


这 就 意味 着 


TD 


对 于 尾 一 河 子 性 ， 《1] < 二 有 ) ， 因为 ti RX, 所 以 有 Ax=a, 


因此 
oA BVDV VB = (or AbOY (ADDY 
V Ca; Ab,) =0,, 
于 是 ， 必 月 某 一 个 BCL<sji sm)， 使 得 a bj 和 0， 由 定理 7-27， 
有 a=b， 妈 @iEfiD pep 因此 有 | 
{Gy sse dd Eb ba by, 


由 上 可 得 {ay mr dr = bi boaresh,', 
这 就 证 明子 X= Va,V eV 是 将 x 家 了 示 为 原子 的 并 的 雌 一 方 
式 ， 证 完 ， 1 


定理 7 了 -29 的 结论 使 得 在 一 个 有 限 布 汞 代数 (Bi ~-，V.A) 的 
元 案 与 它 的 斥 有 原子 的 集合 区 的 子 党 之 问 建 立 了 一 个 一 一 对 应 关 
系 . 这 种 一 一 对 应 甘 系 实 也 上 是 从 (Bi -YA 到 人 (27 Ds 门 》 
的 一 个 同 构 。 因 上 于 我 们 得 到 每 一 个 有 限 的 布尔 代数 必 与 某 一 集合 
代数 同 构 的 重要 结果 ， 

定理 7-430 设 4; -，V，A) 是 一 有 限 布 尔 代 数 ，M 夹 示 访 
代数 所 有 原子 的 集合 ， 风 《Bi - ,VY 六) 与 人 28 7 WU, 丰 ) 辐 构 。 
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证明 ”定义 函数 瑚 ，B2a， 
这 里 


oT X= 人 0 
nex) ={ ”| 
{alaEM,AEX} xs. 
出 定理 ?7-28 利 定理 7-20 各 上 是 一 个 双 射 。 
对 二 任意 非 零 沁 素 X11，X; EB， 设 
hx) = MM = {O9012 sr yO 
hx) = M, = {os13 O29 me st pe} 
因此 Xi OV AY Van Xo 一 DIVaaY eV Das. 
XV Xs = a Va se a VON dN en A 
于 是 hx VY x0) = Mi UM,. {7-12) 
其 次 ， 册 分 配 符 知 
x MX = aN GV eV an) A (GV a NY ta) 
Sy 
= VY (V Co Mon)) 
由 定理 ?-2? 


Qi=0s 若 Q ,= 0 
LE 总 1 三 
2 0 iS dsje 
因 焉 ，x， 大 xs 等 于 所 有 使 得 at = ea 的 4 《或 az 的 并 。 结果 
可 得 


h(x, Axs)y = Mi [iM,, 《7-13) 
后 ， 假设 x, = 瑞 ] 

XLV X=1, 因此 RX VX) =MUM,=M, 

a X1 X= 0 因此 Lx Ax) = Mf M, = 
结果 有 Ma = Mi, BE) = R(x) {7-14) 
当 x， 和 1 x。 是 非 夫 的 假设 去 站。 即 当 Xx) ==0 或 x, = 村 ， 漠 
Mi = 中 或 Ms = 四。 (72 (7-13》 和 《7 14》 立即 可 得 ， 出 此 
可 知 甩 是 成 (B38 一 ;NY 人) 到 《 2047 站 > 的 同 构 。 于 是 这 两 个 
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代数 系统 是 同 构 和 的 。 证 完 ， 
定理 7-30 很 重要 , 它 说 朋 我 们 可 以 用 集合 代数 2%; 1 ,由 
来 表示 每 一 个 有 限 布 尔 代数 (8; -，V ,入 } ,这 个 结论 的 一 个 直接 
推论 是 4B= 2**。 由 这 个 推论 又 可 推出 下 面 的 结果 ， 如 果 辣 个 有 
限 的 布尔 代数 (81; 一 ,VY ,A 和 但,; ~ ，V ,A 的 城 有 相同 的 基 
数 ， 则 它们 的 率 子 的 集合 也 一 定 有 相同 的 基数 FM. = Ms,, 于 是 ， 
集合 代 狼 (2 7 ,UU ;和 介 ) 与 2; 1， U , 们 》 同 构 , 因而 (B1; ~- ,VY ， 
人 与 (B,; 一 sv EE 入) 同 构 ， 总 之 ， 我 们 有 

定理 7-31 每 一 下 眼 布 尔 代数 的 域 的 基数 都 是 2 的 知 , 域 具 
有 相同 基数 的 布尔 代数 必 同 构 。 

例 2 设 a 4 A4:, 是 全 集合 局 的 子 集 ， 如 果 5 表示 所 有 
时 各 1 + 产生 的 集合 的 集 台 ， a 《总 9 U » Nn ;是 一 个 布尔 
代数 【参看 习题 第 17 题 )， 对 于 5S 的 每 一 个 元 素来 说 ， 由 A;， 
21ms A, 所 产生 的 最 小 集 或 被 包含 十 该 元 素 中 ， 或 与 该 元 深交 
为 空 集 , 因此 , 由 Ai As; 有 4, 产生 的 最 小 集 是 (5; 1 U ny 的 
原子 ， 出 室 理 7-30， 全 ;人 U 站 与 45 ,人 站) 同 构 ， 这 里 村 
是 所 有 由 A 及 ;; s 及 , 所 产生 的 最 小 集 的 集合 ， 
例如 ， 如 时 5S 是 由 羡 、Y 产生 的 所 有 集合 的 集合 ， 测 硕 尔 代 
数 《517, UU 几 ) 与 (29), U, 人 站) 局 构 。 这 时 M= {XNY, XNY'， 
XN YX 由 Y/Y 参见 图 7-7)， 


XNY 2 


《424; 站 的 次 序 图 如 图 7-8 所 示 ， 其 中 
A=XNY,B=XNY,C=X NY D=X NY’, 


387 .7 布尔 代数 Ws 


人 澡 有 nn 个 元 案 的 布尔 代数 用 WW, = {8,; - ,VY ,和信 ) 表 未。 由 定 
理 7-31 可 知 ，m 履 为 2 的 里 ， 于 是 ,最 小 的 ” 布尔 代数 就 是 证 ， 
= (3 一 ,VY 入)f 福 ], 其 域 B= {0,1}, 运用 同一 律 , 等 等 律 和 零 
一 律 可 得 W; 的 运算 太太 表 7-4， 表 7?-5 则 定义 了 W,= (Bi 一 ， 
V，A)} 的 运算 ， 这 时 B, = {0,&,8,1}，( 请 比较 表 7-1、 表 7-2 与 


表 7-4、 表 7 5)， 


表 ?-4 Wi 的 运算 表 


T ] 
多 上 苇 Yi 1 
0 | 1 Or I 
0 111 1 


一 .一 


[ 注 了 不 考虑 只 会 有 一 个 元 素 的 布尔 代数 。 


二 =” 
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囊 7-5 琴 , 的 运算 均 


x 1 A: el1 
0 | 1 ojna pl Onofn 
la | rr 1 1 rr D0 ae 0 g 
月 | 2 BIB 1 BI BB. 008 8 
118 1| 1 1 11 1 0 站 站 1 
现在 我 们 米 考 罕 ? 个 布 全 代数 弃 . 的 积 代 斑 定 -于 :xx 
x 《7 次 )。 这 个 基数 承 峙 用 La ep 二 钼 :了 二 


W, 相应 的 符号 一 样 。 效 WE= B51 一 ,VY 八 >， 其 中 
也: = B, x B, 2 wr Xx By = {Xs Xs tes X,) | 人 下 
Fr 次 
对 于 任意 的 《xx > (yyy) 它 Bi， 有 
CE ,xX 2 = (TR i), 
(Xe 
(Xi Xan OA A AY 4 A 1, 


WW :中 保持 有 效 QV! 的 生 和 分 别 是 0 0 0 A ) ) 。 
在 Wi 中 有 互补 律 成 立 也 是 窒 扬 证 胡 的 ， 寺 比 ， 我 们 得 到 结论 : 
WW:; 是 一 个 布 东 代数， 而且 由 定理 7- 31 有 

定理 7-32 市 水 代数 Ws 与 Ws 填 同 构 的 。 任 一 育 请 布尔 
伐 数 必 与 其 一 布尔 代数 WW5 同 构 ， 

例 1 坟 1 给 介 了 Wi= (Bi -~-，V,A) 的 运算 ， 与 表 7 5 比 
较 可 以 证 明 ，W3 与 评 。 是 同 构 的 。 

囊 7-6 人 2 的 返 莹 下 

x |z V OD OID CD 入 |o， 0) (0,1) (1,0) (1,1) 


(0, DIX1, 1) 0, OD,0) 0,19 C0 C1,1) (0, oo, 0) (0,0) (0， 0) (0,0) 
CD, DLs DY C9, ORO) OOTY CII Cl) {0 ORD,0Y (0, 1 (0,07 (0,1) 
(1, Oo, 1 a oki bd nda (1, OD 00 (1,07 C1,0) 
(1 DRDO Cs DOD OD CD DL ls DKOG C0,17 (1,0) (1,1) 
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在 代数 系统 1275，， 忆 站 《这 里 也 = Taay…4 1 和 | 布 
尔 代 数 Wi = (B53 Un) 之 间 存 在 着 一 个 同 构 关 系 ， 这 个 同 
构 关系 可 由 下 式 给 出 ， 
严 ，20 一 吾 ;3， 这 里 
和 人 SS》 = (XL Kas Hy 
eo { 1 车. 全 S 
0 否则 
例如 ， 当 上 = 4 时 ， hfwsy mwas) = 《1, 0,1,1)。{ 参 见 $3,1 
例 11?》。 关 于 站 是 局 构 的 证 明 ， 请 读者 自已 作为 练习 给 出 。 这 一 
同 移 关系 的 存在 证 实 守 每 一 有 限 布尔 代数 都 和 茶 一 集合 代数 同 攀 


{i= 1 2, “ns Ty 


87.8 布 水 表达 式 和 布尔 冰雪 


布尔 代数 (B; 一 ,VY ,入 ) 上 由 XX25 rp Xr 产生 的 市 泵 尘 夺 式 
可 昌 纳 地 定义 如 下 。 

“(>》 B 的 任意 元 索 和 任 一 符号 xt;%y "ryX%, 《不 能 与 也 的 元 
到 的 名 字 相 辣 ) 部 是 (Bs 一 ,VY , 人 ) 上 由。 %, 产生 的 布尔 
表达 式 。 - 

【中 和 如果 @， 和 es 是 《Bi 一, VA} 上 上 出 Xi 
的 布尔 表达 式 ， 则 {6)， 下 ，(Ce1 Nes)，(ei 人 6s) 也 是 《Bi 一 ， 
VN; 入) 上 由 Xp X, 产生 的 布尔 表达 式 {括号 在 入 优 先 于 VV 
的 约定 下 可 省 路 )， 

例如， 0AIT，1Y (AxXDY (FAX) 和 (BV XL VY xX) An 
都 是 布尔 代数 {0, tr, Psl}s —yV ,人 } 上 出 Nap a, 产生 的 
布尔 表达 式 ， 

如 果 x xy 3 被 解释 鸭 具 能 从 B 中 到 值 的 变量 ， 那 么 变 
量 x ,xs 2*, 的 每 一 组 取 值 对 应 车 集 合 B 上 的 一 个 有 序 元 


"LZ17* 


组 ， 而 4B; 一 ,VY ,入 ) 上 由 ,Xs yo,%, 产生 的 布 杀 表 这 式 可 认为 
是 表示 BB 中 的 苑 崇 。 于 是 ， 一 个 布尔 者 达 式 可 以 解释 为 形 如 ， 
B”*B 的 曾 数 。 这 里 ， 对 于 每 一 组 特定 的 自 变 量 《CT Noy es Hn)s 
FX Xs 芥 驶 由 (B3 一 ,VY ,和 八 ) 上 ~-、V.、A 运 算 的 定义 所 
确定 ， 因 此 ， 《了 一 ，YV，A) 上 由 XY 人 wey2h 产生 的 布尔 表达 式 
有 时 地 被 称 为 是 (B; ~， V，A) 上 个 变 景 的 布尔 函数 ， 

例 1 下 面 是 布尔 代数 10,2 记 13 -， YA) 上田 xy 产生 
的 布尔 表达 式 〔 或 一 个 两 资 量 的 布尔 通 数 )。 

Hx y) = (BAFAYYV (BAXACXYINY (a AlxY (¥ Ay))), 
运用 表 7-5 我 们 有 ， 例 如 
fo, OO)= (BABAOY (BAa AaVv DY AtYV (B ANY) 
= (BAoA (BAOD YYV (eho = a, 

表 7-7 列 出 了 对 于 所 有 变量 (x, 7) E 下， 表 7-7 
f(x%, 7) 的 值 。 

如 果 两 个 变量 的 布尔 表达 式 fi {Xs Nes 
对 于 个 变量 的 
性 意 一 组 赋值 ， 都 有 相同 的 值 ， 则 称 这 两 个 
布尔 表达 式 是 等 价 的 。 我 们 记 作 

四 {%| 区 ee 
= TeX Xs ey CA) 

例如 ， 可 以 验证 ， 布尔 表达 式 (x 入 x,) 
V(x, Axs) 和 Xx 人 (XoY xs) 是 等 价 的 。 因 
此 ， 我 们 推导 一 个 布尔 表达 式 或 化 简 一 个 布 
杀 表 达 式 ， 它 的 寄 思 就 是 将 其 推导 或 化 简 芒 
一 个 等 价 形式 ， 因 为 在 布尔 表达 式 中 变量 所 
取 的 值 是 3 中 的 元 素 ， 所 以 前 几 节 所 导出 的 
关于 布尔 代数 的 所 有 恒等式 都 可 以 用 来 处 理 
和 北 简 布尔 表达 式 ，。 
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只 
be 


fx,y) 


= 


和 
[| 
名 


你 如 Ky AX, = x, Xe)Al 
= xX Xe A (Xs VE) 
= (Xt AX ANA)Y (Xi AXs NFa), 
定义 7-141 布尔 代数 (By 一， VY A》 上 由 Xi xx 产生 
的 形 而 [ 交大 关 六 人 六 元 的 布尔 表达 式 称 汶 由 Xzs 呈 37 产生 的 
最 小 项 ， 计 :x; 束 为 x 或 汶 
EU A 
均 是 是 x， Nos Ng 产生 的 腾 小 项 . 
退 常 四 记 和 与 994192..6. 来 喜 示 最 小 项 ， 
基 中 


加 { 1 当 芭 = 
0 当 况 ; = Xi 
例 丫 、 上 述 三 个 由 Kl Nis Tas Ns 产生 的 最 小 项 可 分 别 表示 为 ， 
Nips Morns Plloyis 


定 久 7-12 布尔 代数 (B: 一 ,VM A 信 》 上 由 Xap, 产生 
的 形 如 %V RV Vz 的 布尔 表达 式 称 为 由 XXs，**,%, 产 生 的 
最 大 项 ， 其 由 X; 或 为 x 或 为 *;。 
从 各 XV XX VX RU VAY ES Xi XI VE YXaY Xe 
均 是 由 xy xz Xa, x, 产生 的 最 大 项 。 
通常 用 记号 砚 6 wa 来 表示 最 大 项 ， 
其 中 
6- 当 i 
1 雪 关 二 区 
例 四 ， 工 述 王 个 般 大 项 可 分 别 表示 沟 ， 讽 ,000; 寅 040 网 1040。 
定理 7-33 布尔 代数 4B; 一 ,， VA》 上 由 XsXss eyX%, 产生 
的 每 一 布 水 表达 式 多 能 吉水 成 如 下 形式 ， . 
FX Xs Xs) = Vc Am) , {7-15} 
TX Xs A = Ca) (7-18) 
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这 里 kK 取 所 有 2" 个 可 能 的 值 d 62ew6,t6;E {0,17), 由 c= cordz.0n 
= (10 6,), 
例如 ， 和 概 设 fx xi, Xs) 是 (Bi 一 ,VY 八 ) 上 由 Xi ,Xo xs 产 
生 的 一 个 布 永 凑 达 式 ， 枢 据 :7-15) 式 ， 它 可 以 表示 成 如 下 形式 : 
fms Kas Ks) = Econ Mooog)] Veo Moot dV ee VLto mo 
¥ [Le A 
fe0 0 0 Ar Axe Xs dV LION, DO 1 Ax MF Xa lV 
wi, 1 OA Axa radV [fll, 1,1) MAX AX: A Xs], 
正面 给 出 (7 15) 式 的 证 明 。(7-16) 式 的 证 明 完 全 类 局。 
证 明 (对 灾 量 的 个 数 进行 归纳 ) 
对 于 单 变 重 布尔 次 镇 了 (X)，{7-15) 式 是 成 立 的 。 
首先 ， 如 当 Xx) = x， 则 
X= {0A V (AN) = (F000) ARY VF OY) AX), 
中] (= 人 CO AZ YW (FY AXY, 
如 果 fx) = 天 【不 售 X% 的 式 子 )， 则 用 0) = 和 (HE = 
因而 fix) = (RAE VY EAR = (F000) ARYY (U1) Ax), 
”上 其次， 如果 (7-15)? 式 对 基 一 函数 fx) 成 立 ， 则 对 其 补 KX7 
也 成 立 ， 因 为 
J = CON A YY G0) AXD) 
= CFO0) Vx) A CFel) VF) 
= CFO AXY) VY CY AX), 
此 外 ， 和 如果 (7-15) 式 对 芒 数 了 (x)，g {xX)》 痢 成 立 ， 则 对 它们 
的 并 和 交 也 成 立 。 这 是 因为 
Hx gtx)} TO ACTV (OAR YL SO ARETVISCLTAx) 
= (0 V EO AzIVEUO) YVES) Ax], 
Fx) A gx) = LO AIYV (TD A XT ALIBO AxYYV (gl1) A XJ 
= (ft0) AgO AR)YYV CO) Ag) AX), 
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于 每 个 表达 式 部 是 由 补 、 并 、 交 构成 的 ， 因 此 对 于 性 何 单 
变量 的 布 从 东 数 了 tx)，(7-1 ) 式 成 立 。 
| 假设 (7-15) 式 对 了 个 变 和 七 的 布尔 函数 是 成 立 的 ， 我 们 证 明 
它 对 *+1 个 变量 的 布尔 函数 也 成 立 。 
了 (xi sass Kes Hern) = FX Kas ers Xs OF Ti) (fxs Xas 
we Krys 1) A Xs ) 
=[ CV e603 C0 Gd 0) A mo162..6,)) AF,:1] 
VECOYV go00.5, = Hh 6 Sas Bs 1 Ame G2 ) AX,+ 1 
二 MY DGa-errl-0g oCf Cd, | Ametawdr1) 
= VC Am.Y) , 
《这 里 K 取 0 一 2 一 1 的 所 有 十 - 进 制 数 的 二 进 制 表 示 1. 证 完 . 
上 述 定 理 说 朋 (B; 一 , V， 和 八 ; 目的 每 一 布尔 表达 式 都 能 表示 
汶 所 有 最 小 项 的 加 “* 权 ”并 或 有 所有 展 大 项 葛 加 “ 权 ” 交 。 这 里 的 
“ 权 ” 是 指 Caresw6nr 即 了 (601,62… 6) 万 是 吾 中 的 元 素 ， 这 两 种 形 
式 分 别 叫 黎 有 尔 表达 式 的 最 小 项 标准 形式 和 量 大 项 标准 形式 。 因 
为 * 权 ”是 唯一 的 ， 改 这 两 种 标准 形式 也 是 唯一 的 ， 
例 2 对 例 1 中 的 布尔 表达 式 
jx = (BAFAY YY (BAXACVY I YV (AxV (XA)) 
运用 有 表 7-7， 可 写 出 其 最 小 项 标 闪 形式 和 最 大 项 标准 形式 如 下 ; 
(xy 区 = (C00 AMoo) V Ceo A YY Conn A Ice AD 
= (FO, 0 ATATYIY C00, 1 AAA 条 YE 0 AXAY 
VV {f(y 1) Ax AY) 
= (OAFATIYV AA Y (oAXATYY (OAXxAN, 
Fx, VY) = (C00 Hic) A Ceo V Wo) A (cn 这 人 《crV 天 |) 
= 人 (007VYxXVY 拉 六 人 (0 DVxV AU, OVxVYy) 
天 人 (DYVYY 和 
= (OVXVY NOVXVD AIVEYO MeV AEVY), 
显然 ， 由 A ;入 ;有 产生 的 集合 ($1.4) 可 看 作 是 往 布 尔 
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py 


代数 寻 富 ,ULU mn 上 由 上,4Asee4 产 生 的 布尔 表达 式 。 
§1.9 导 抽 的 它们 的 最 小 集 标准 形式 和 最 大 集 标准 形式 不 过 是 定理 
-33 中 * 权 ”为 中 或 U 的 特性 情形 。 
布尔 表达 式 的 标 淮 形式 还 能 由 类 似 于 算法 1.3，1-4 的 方法 而 
得 天， 下 面 仪 誉 例如 以 说 明 . 
例 旭 ， 例 2 中 的 布尔 表达 式 1(x,Y) 的 最 小 项 标准 形式 和 最 
大 项 标准 形式 可 如 下 求 得 。 
Tx = (BARA VY BAXAXVIY (aA (xV (FAD)) 
= CHATAD VY BAXARAD YY aA YV (a hs Ay) 
= (x AY YY (a A x) 
= (XAWYV (oAxXADY (oAxAY) 
= OASATIV CO AZATY (a AXATY YY to AxAWD., 
jx = CARANYI VY (BAXAXVINY Can (x (FAY))) 
= (x AP) YY (0 A xX) 
= (aV a A OV A xy) 
= (aV aVI A VAV YY) Aa VxVy) AVYy) 
= 0VXVYII A CVEVY) A ta VV 7) 
= (OVxVI A VAV ED) AtaV eVy) 和 (ovVzV7)。 
国 为 4B; 一 , VY ,入 》. 上 的 布尔 范 数 了 x xx 是 由 它 的 
2 个 * 权 ”从 一 确 宗 的 ， 而 每 一 个 * 权 ”都 是 B 的 元 素 。 于 是 
4B 一 ,VY ,和 八 ) 上 存在 村 2) 个 不 同 的 布尔 硼 数 。 另 一 方面 ， 不 
同 的 形 如 ff，B" 一 B 的 函数 的 数 且 等 于 《#8B) 3” ， 因 此 ， 当 由 
>>2 了 时， 一 定 有 不 是 在 尔 函 煞 的 形 如 于，B" -8 的 函数 存在 。 
例如 ， 遂 数 了 ， 呈 一 B， 其 中 日 ={f10,cyB1，Ff00) = 由 
fo 1 =1 fl1 0) = 了 (1 1 =e, fe0,0) = B, 
了 不 是 一 个 布尔 函数 。 央 为 普 了 是 布尔 图 数 ， 则 
Tx Pp) = COATATIV ATAYTYV (CAXAFT YY (OAXAY) 
= (ENV YY (EAXATD YY (a AxAY), 
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往 x*=0，》=a 代 入 上 式 ， 得 ， 
Jin =aV OV0=aFB, 
所 以 ， 上 一 瑟 数 不 是 布尔 桩 数 。 


习 是 


1. 下 列 戎 集合 对 于 整除 关系 | 都 构成 含 序 全。 在 每 个 集合 中 
对 看 在 有 最 大 下 办 和 最 小 上 累 的 元 素 对 ， 找 出 它 科 的 最 大 下 界 和 
景 小 上 界 ， 指 出 各 集合 中 是 否 有 最 小 元 来 和 最 大 元 素 。 

{1) IL={],2,3,4,6,12}, 
(2) 了 二 人 1，2， 和 于 让。 8 12， 和 2 二 + 
(3) LL= {1,2,3,., 12}, 

2。 设 {I 所) 和 {Ly 祈 } 是 偏 证 集 ， 按 下 面 方式 定义 LX 工 ， 

上 的 关系 过 ,对 于 所 有 的 人 1), ti,1s) EL x 工 ,, 有 
CD 
试 证 明 (; XL;; 安 ) 是 仿 序 集 。 

3。 荆 证 明 在 格 中 如 果 有 a 所 Bb 和 cd， 则 有 

aAcebAd A ayeeby ad, 

4。 访 证 明 在 格 中 对 于 性 塌 元 素 9, 了 b,c,d,， 有 

(aADYV (AD Evo A mYd). 

5。 在 第 1 沽 中 ， 嘱 一 个 偏 序 集 构成 格 ? . 

6。 试 证 明基 (Li VY， 八 } 是 有 限 格 ， 则 工 一定 有 最 小 元 素 和 景 
大 元 素 。 
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7. 图 7?7-9 给 出 了 三 个 偏 序 集 的 次 序 图 ， 其 中 哪 坚 构成 烙 ? 


OY 


(bb) Ce) 
图 7-9 


3， 设 全 ; VY， 八 ) 是 格 ， 试 证 明 对 于 所 有 的 a,b, CEL 有 有 
(a> ay (Ac EbAtaY OY. 
9。 设 《Ly Vs 入) 是 一 个 格 ， 如 果 对 于 所 有 的 ,b,cEIL 有 
(a= tav tbAc) =b A CaYVo)), 
划 称 江 3 Vs, 八 ) 是 模式 柯 。 图 7-10 所 给 
出 的 格 有 是 模式 格 吗 ? 证 明 体 前 丫 论 。 
10。 试 证 明 将 一 个 分 配 梧 部 是 模式 
牛 ， 但 模式 格 却 不 一 定 是 分 配 楼 。 
11。 链 ( 工 ) 所 ) 是 一 个 偏 序 集 , 对 于 性 
证 的 了 ,tlEL， 或 者 万 委 和 或 者 在 委 革 。 
. 斌 证 明 每 一 个 链 前 形成 一 个 分 配 格 。 
12。 斌 证 明 在 具有 两 个 或 更 多 个 元 妆 图 7-i 
的 车 中 ， 不 会 有 元 素 是 它 自在 的 入。 
13。 试 证 明 具 有 三 个 式 轩 多 个 元 康 的 链 不 是 有 补 格 。 
14。 证 红 ; Vs 入} 是 一 个 格 ， 持 访 1， 试 证 明 如 果 代 3; YM, 入) 有 
元 素 1 和 元素 0， 则 这 两 个 元 素 必 定 是 不 相同 的 . 
15。 斌 举例 说 明 并 非 达 一 有 和 补 格 都 是 分 配 格 f; 并 非 每 一 分 配 格 
都 是 有 补 格 。 
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16。 考察 代数 系统 (4F; 一 ,Vs 入 )， 这 里 F={f|f: N 一 {0,1}))， 
对 于 任意 的 下 ,六 已 
考 且 仅 当 上 矿 (C = 0 时 ， 了 (0) = 下 
当 且 仅 当 六 人 ) = 上 或 所 (8 = 1 时，( 人 VCa) = 14 
当 且 仅 当 J Cm) = 1 了 (NR)= 1 时 (fAf) (0) = 1 
试 证 明 《F; -，V，A) 是 布尔 代数 ， 1 
7 设 启 jy 态 2s 9 A, 是 全 集合 UD 的 任 遍 子 集 。 晤 是 由 A Ass 
产生 的 所 商 集 双 的 集合 , 试 证 明 《917 UP 是 布尔 代数 ， 
18, 不 用 定理 7?-31j， 证 明 趟 存在 其 域 的 基数 为 8 的 布尔 懂 数 。 
19. 设 忆 Wy Wa Wa dalt 证 明代 数 系 统 WW= 人 由 {Wa} 
fusDir vi 是 宙 尔 代数。 由 的 原子 的 集合 村 是 什么 ? 
画 出 风 和 市 尔 代 教 人 233 Li, 个) 的 次 序 图 。 
20. 代数 系统 143 7 ， +， 中 几 = in 和 6j 其 运算 定义 如 下 : 


= + :apys BY 6 
ls 外 a leperg 
B | ? eljepy ae BIBAB8B 
7 | 8 ry |ryyry riaBrs 
6 la 人 和 | ?7 6 YY #8 6 88886 


这 个 系统 是 布尔 代数 吗 ? 证 明 休 的 结论 。 
21, 下 面 是 市 尔 忧 数 {0, 2, B, 1}s 一 Vs AAY 上 上 由 %,》 产 生前 市 
jx y) = XA VDIYV RAY), 
列 出 对 于 所 有 自在 量 (%,) 扎 BL 的 (xy) 之 合 的 末 。 
22。 利 用 第 21 题 建立 的 表 直 接 写 出 第 21 题 中 (xz 攻 的 最 小 项 
-和服 大 项 标准 形式 。 
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23. 下 面 是 布尔 民 数 人 00 B13 一， V，A)》 上 由 因 35z 产生 的 
布尔 表 法 式 
fx 9,2) = (AIV yA aV DY FA), 
用 类 似 于 算法 1-3 和 算法 1-4 的 方法 ， 求 此 表达 专 的 里 小 硕 和 里 
大 项 标准 形式 。 
?24。 设 《Is 守 ?是 一 个 插 ， 旗 证 明 对 于 任意 的 元 素 四 中 EELy 有 
下 列 命题 成 主 : 
(1) 若 qAb=avVvpb， 则 9=bis 
(2 若 aAPAc=aVbVec,， 齐 a=b=cs 
(3) aV TtaVv by A Cav ej= tay b) A tay oo. 
25, 设 0 和 是 格 红 } 记 ) 中 的 两 个 元 素 , 试 证 明 当 县 似 当 和 
是 不 可 比 时 ， 有 aAb<a 市 人 5D<b 
26.。 设 集合 4={fa, Bcl， 集 含 和 上 所 有 分 虽 所 构成 的 集合 为 
P(A)， 你 能 否 迄 淄 定 义 PtA) 上 一 个 偏 序 关 系 “ 志 ”使 得 (PLA)， 
过 ) 点 为 一 个 将? 
27, 斌 证 明 在 格 中 对 于 任意 元 素 外 加 c， 有 
人 大 WAeW CCADEtaVvbh ADYe) AICeVOD， 
28, 斌 证 明 当 再 仅 当 对 于 任意 元 素 QsbseETI， 有 (六 DYV Op 人 
oY IC 六 人 = (av 上 四 ApbYVol AcYVO 时 ， 格 红 ; 安 ) 肿 可 分 配 格 。 
{提示 ; 妥 证 明代 <S) 是 分 配 播 ， 可 考虑 元 六 (aaYVIp A (av 
cyBDWVPe 及 加 
29, 设 人 一 ,Vy 和 八 ) 是 一 市 东 代数 ， 试 证 明 4B; 中 ) 是 一 个 交 
搂 群 ， 这 里 国定 义 为 
amb= (GADY (a Aby, 
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第 八 章 图 论 


在 第 二 章 讨论 关系 图 时 ， 我 们 已 经 提 到 过 图 论 的 一 些 概念 ， 
在 那里 ， 儿 只 十 作为 点 达 一 个 集合 于 二 元 关系 的 一 种 手段 。 在 这 
一 章 ， 我 们 要 将 图 的 概念 一 般 化 ， 

图 论 是 建立 和 处 理 离 散 数 学 模型 的 一 个 重要 工具 ， 是 一 门 应 
用 性 很 强 的 学 科 ， 例如 在 社会 科学 、 语 言 学 、 计算 机 科学 、 物 理 
学 、 化 学 、 信 息 沦 、 控 制 论 以 及 经 济 管理 等 各 个 方面 都 有 着 广泛 
的 应 用 。 图 论 在 ; 计算 机 半 党 的 许多 领域 中 ， 俩 如 在 开关 理论 与 边 
辑 设 计 、 数 据 结 构 。 撒 式 语言 、 禄 作 系 统 、 编 译 程 序 的 编写 以 及 
信息 的 纸 织 与 检索 中 均 起 着 重要 的 作用 ， 

本 童 首先 介绍 岁 论 的 一 些 基本 概念 和 基本 性 质 ， 然 后 介绍 几 
种 在 实际 应 用 中 有 着重 要 意义 的 竺 殊 图 。 


38.1 基本 概念 


定义 8-1 一 个 辐 G 是 一 个 有 序 二 元 组 (VB)， 记 作 避 = 
(V,B)， 其 中 

{1) WV = {br 是 一 个 有 限 非 空 的 集合 ， Y 的 元 塞 称 
为 局 的 结 点 (或 顶点 )，Y 称 为 口 的 早点 集 

(2) 巨 是 VW 中 不 同 元 素 的 非 有 序 对 偶 ( 即 形 如 {2;;97}， 其 中 
v1; 去 DN) 的 集合 ， 这 些 对 偶 称 汐 G 的 边 (不 弧 )， 而 EE 称 为 妇 的 执 
集 ， 

一 个 图 襄 以 用 平面 上 的 一 个 疼 解 来 表示 ， 用 平面 上 的 一 些 点 
代表 图 的 结 点 ， 图 的 边 用 连接 相应 结 点 而 不 经 过 其 他 结 点 的 直线 
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《或 届 钱 ) 来 虑 点 。 由 于 结 点 位 置 的 选取 和 边 的 形状 的 任意 性 , 一 
个 图 可 以 棚 各 和 儿 丰 外形 二 在 起 来 差别 很 大 的 图 站 。 我 们 经 党 将 图 
的 一 个 欧 解 就 二 必 二 这 个 同 ， 

价 如 , 设 W= 1 Es {{wis Hs}, {wi vg}s {wa 
wa 图 局 一 (VE) 的 图 解 可 以 分 别 
画 成 如 图 8-1 的 {49})， (D) ，(0) 的 样 地 。 


[过 | bs 


图 3-1 

县 有 7 个 结 点 和 机 条 边 的 图 称 为 (%, 贡 ) 图 。 (4, 0) 图 称 为 等 
图 。 (0) 图 称 为 平凡 轿 。 

如 时 = {vis oi} 是 宫 的 边 ， 则 称 结 点 ww 和 VD; 是 邻接 的 e 
和 + 以 及 e 和 vi 均 称 为 是 美 联 移 。 没 有 边关 联 于 它 的 结 点 称 为 
是 又 立 点 ， 关 联 了 同一 结 点 的 相 异 边 称 为 是 都 搞 的 。 和 不 与 其 它 任 
何 边 相 邻 接 的 边 称 为 在 村 立 边 。 例 如 图 8-1 中 和 v2;、v, 和 wv 
分 别 是 相互 邻接 的 结 点 。 边 {olypal 关联 于 vs， 边 fpsyysj frssy 
os 也 关联 于 523， 因 此 边 {5.422}、{5ss59) 和 {vss 46} 是 相互 名 
接 的 ， . 1 
定义 8-2 在 图 台中, 如 果 任 意 两 个 不 同 的 结 点 都 是 邻接 的 ， 
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则 称 图 GG 是 完全 图 。 

例如 ， 图 8-2 就 是 一 个 具有 五 个 结 点 的 完全 图 。 在 一 个 完全 
的 《ma) 图 中 ，m=C8= ""， 

定 尽 8-3 图 的 太 图 尽 由 含 的 所 有 结 点 和 为 了 使 G 成 为 完 
全 图 所 害 要 添加 的 潮 旦 边 所 组 成 的 图 ， 用 去 表示。 

例如 ， 图 8-3 是 鱼 8-1 的 补 图 显然， 若 忆 是 忆 的 补 图 , 则 
忆 也 是 & 的 补 图 。 

图 避 中 关联 于 结 点 5 的 边 的 总 数 称 为 结 点 w 的 次 数 ， 用 deg 
(5 表示 。 例 如 ， 图 8-1 中 结 点 和 wi、BayD4 和 De 的 次 数 分 别 汶 
2.3.3.2 利 12， 

由 于 每 条 边关 联 于 两 个 结 点 ， 央 此 图 台 的 所 有 结 点 的 次 数 的 
总 和 为 边 数 的 二 倍 。 于 是 ， 若 殷 为 具有 结 点 集 {aty ta yo2nl 的 
(nm) 图 ， 则 | 


Sadeg tw,) = 21, 


站 二 


. 图 8-2 


定义 8-4 着 图 局 的 所 有 结 点 都 具有 同一 次 数 4， 则 称 图 G 为 
2 


图 8-4 是 一 个 3 次 正则 图 。 

定 尖 8-5 设 G 和 G’ 是 两 个 分 
别 上 县 有 结 点 梨 Y 和 YY" 的 图 ， 疾 存 
在 一 个 双 射 iY>V ， 合 得 当 上 且 . 羽 
当 {wis vi} 是 如 中 的 这 和 村，{h(vw,}， 
hewn)} 是 所 中 的 边 ， 则 称 台 ” 同 < 
物 于 9， 图 -4 

显然 ， 著 已” 同 梅 于 C， 则 C 
亦 同 构 于 局 *。 因 此 可 简单 地 称 亿 和 扎 ' 同 构 。 几 8a-5 络 册 了 琴 个 
同 构 的 图 ， 其 中 同 构 站 由 8 =210=1 2 6) 给 出 由 于 
同 构 的 图 加 了 它们 的 结 点 标记 可 能 不 一 样 外 ， 其 他 是 完 全 家 同 
的 ， 因 此 ， 竺 何 对 于 图 安 成 立 的 结论 ， 对 于 同 构 于 扬 的 图 也 是 成 
立 的 。 


上 1 帮 2 证 和 oi ei 
Ee ps 
| os bs ps 际 
【9) (6) - | 
图 8-5 


定义 8-6 设 有 图 局 = (V,E) 和 图 站 = (也 ,名 

1。 若 这 SV，gCE， 则 称 音 是 避 和 约 子 图 ， . 

2。 若 字 SV， 证 BE， 且 和 信 了 BB， 则 称 台 是 忆 的 真子 图 } 

3。 若 也 =sV， 旬 CE， 则 称 总 是 G 的 全 成 子 蜀 。 

显然 ， 企 一 图 C 都 是 自己 的 子 图 ， 又 如 ， 图 8- 3 是 图 8 2 的 
生成 子 图 ， 也 是 真子 图 。 
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图 G 中 1 杂志 的 序列 {vs oi}s {vs Oise {vi i} 称 
为 连接 2 到 wi 的 长 度 为 1 的 上 路。 它 也 可 以 表示 汐 [vs 55) {vns 
vw} {Vins sV4j， 或 更 简单 地 表示 汐 ViV6wrvis。 和 着 ,让 Vit+ 
则 路 bi2i6…2i 称 为 开路 。 若 bu = af 则 称 为 加 路 ， 若 Vs vi,s 
2 各 不 相同 , 则 称 开路 “ooim2i: 为 塌 路 ， 车 iony -Di 
各 不 相同 ， 则 称 回路 po par V1 为 环 。 (但 形 为 512 i 的 回路 
不 能 称 作 环 )， 内 
企图 8-6 中 ，5.2s24m6 是 一 条 
长 为 3 的 开路 ， 也 是 一 条 真 路 。 芒 
2z9sgspwx 是 一 条 开 了 路， 但 不 是 真 了 3 
路 。 Picsoespiosasol 是 一 条 长 为 6 . 
的 回路 ， 但 不 是 环 。apiesos2i 是 一 
条 回路 ， 也 是 环 ， 
在 图 G 中 ， 若 存在 一 条 路 连接 
2 和 4 则 称 该 图 中 的 两 个 结 点 有 2 
2 与 % 是 连接 的 。 ”6 : 
定义 8-7 若 图 避 中 ， 住 意 两 
个 结 点 均 是 连接 的 ， 则 称 图 G 是 连通 的 ， 否 则 是 不 连通 的 。 
例如 ， 图 8-6 是 连通 的 ， 但 图 8-7 是 不 连通 的 。 


A 4 


pu 


图 &-7 
若 加 忆 的 子 图 旷 具 有 基 一 性 质 呈 ， 而 其 他 所 有 包含 子 图 日 的 
子 图 不 只 有 性 质 了 己 ， 则 称 瑟 为 心 的 具有 性 质 己 的 祝 太 子 锅 。 图 所 
的 极 大 连 道 子 图 称 为 号 的 分 图 。 
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鲁 如 ， 图 8-8 给 出 了 一 个 具有 六 个 分 图 的 图 。 

赂 所 的 分 离 边 {*., ?0 是 这 料 的 边 ， 若 去 掉 该 边 ， 册 和 2; 相 
连接 的 结 点 集 与 和 2; 相连 楼 的 结 点 集 的 奖 为 空 。 于 是 ， 若 从 阁 殷 
中 去 掉 一 条 分 离 边 e ， 必 然 将 包含 边 e 的 图 局 的 分 图 分 成 两 个 分 
图 〈 参 所 图 8-9)。 最 然 ，G 中 的 任何 边 ， 者 其 不 是 分 离 边 ， 风 必 
出 现 于 的 柠 个 环 中 ，。 

在 图 避 中 ， 太 结 点 2, 到 vw, 者 由 一 条 或 更 多 条 路 相连 接 ， 则 
其 中 必 有 长 度 最 乍 的 路 ， 称 其 为 所 六 到 2 的 短程 ， 

例如 图 8-10 中 ， 从 2 到 vs 的 短程 是 waszs， 从 ws 到 的 
短程 是 9,215; 或 Vv。 


H; HH 
Hs HH. 
五， 时 
看 总 


图 8-8 
六 vy ps 
py ba 
图 8- 扫 


定理 8-1 设 加 是 具有 结 点 集 Y = foypsi st 的 图 ， 则 对 
于 任意 两 个 根 连 位 的 早点 pb， oJEV 人, 头 动 ， 其 短程 是 一 条 长 度 


Te 


- 加 
| 了 再 一 二 
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证 明 设 & 为 任 一 连接 42 到 2 的 路 ， 且 
& = 

若 & 中 有 相同 的 结 点 ; 设 为 如 .= ?i 之) ， 则 子 用 入 ws 
哥 以 从 @ 中 删 去 而 形成 -一 条 较 短 的 路 8= 050609.Vioo 9 人 
接合 到 mi。 考 8 中 还 有 柱 同 的 结 点 ， 那么 重复 上 述 过 程 可 形成 一 - 
条 更 短 的 路 . 六 样 , 最 后 必得 到 一 条 真 路 , 它 连 接 vw; 到 vi; 并且 短 
于 前 述 任 一 非 真 多 路， 四 此 ， 具 有 真 路 才能 是 短程 。 然 酒 在 任 一 - 
长 度 为 二 的 真 路 0492iss5b) 中 ， 其 结 点 po vis0) 是 
各 不 相同 的 ， 这 就 意 球 着 1+1 扫 出 即 路 长 1s 生 4- 1。 定理 得 证 。 

从 2 到 名; 的 短程 的 长 度 称 为 mw 和 2 间 的 距 询 ,用 Goiyvi) 
来 表示 。 因 此 ， 在 nt 个 结 点 的 图 中 任意 两 个 相连 接 的 结 点 闻 的 距 
离 dC9;,20) 4 一 1。 对 于 任 一 结 点 2， 假定 dtvi,27) =0， 

推论 设 @ 是 上 共有 只 个 结 点 的 图 ， 则 所 中 任 一 环 的 长 度 不 大 
于 nn. 

图 的 概念 能 从 多 方面 加 议 推广 , 

设 G= (VB), VV 是 一 个 有 限 非 空 的 集合， 是 YY 中 尾音 元 
巡 的 非 有 序 对 偶 的 多 重 集 ， 曾 称 G 是 一 个 化 瞧 。 

注意 ， 伪 图 和 前 面 所 定义 的 图 的 区 别 是 ， 首 先 ， 在 E 中 侈 许 
岂 现 相同 元 素 的 对 偶 ， 即 对 于 元 素 vEV， 可 能 有 {2,2}EE。 第 
二 ， 吾 是 一 个 多 重 集 ， 即 对 于 元 素 v1:，?;EV， 在 BE 中 无 序 对 偶 
{fasy2i 可 能 出 现 ? 次 ，r>1， 合 如 ， 设 V={vi V29 V3 4) EE= 
{{v122} > {ova}, {Osa)s {v2 V2}s {Vs Da}s {vss vl},G= (VV, E) 
就 是 一 伪 图 。 伪 图 也 可 用 平面 上 图 解 的 
方法 来 表示 。 车 无 序 对 侦 {v1,9;}) 在 加 
中 出 现 上 次 , 则 在 结 点 v; 和 ?2i 之 间 连 接 
r 条 站 线 { 或 曲线 》 车 在 E 中 有 对 侦 {2:， 
orj 出现， 出 绕 质 贞 六 晤 -- 长 度 为 1 的 
环 , 图 8-1i 就 是 上 例 中 伪 多 的 图 解 表 示 ，- 


温 有 长 度 为 1 的 环 的 区 图 称 为 多 重力 . 图 8-12 给 出 了 一 多 重 
图 的 例 。 相 对 于 伪 图 ， 我 们 将 本 节 开 始 定义 的 图 称 为 简单 围 。 它 


是 没有 多 重 边 ， 也 没有 长 度 为 在 的 
环 ， 

证 避 = {VY,E)，YVYV 是 一 有 限 非 
空 集 合 ，B 是 Y 中 不 同 元 素 的 有 序 
对 俑 的 集合 ， 则 称 妨 是 一 有 疝 图 。 
在 有 向 图 中 ， 对 于 才 5j，(V;,27) 
和 (wj,2;) 是 两 条 不 间 的 边 。 在 有 


a 


几 8-12 


向 图 的 图 解 中 ， 用 一 个 从 结 点 扩 指向 v1 的 能 头 表示 过 (ovf)。 


相应 地 ， 用 愉 结 点 9; 指向 2; 的 箭 . 


头 表 示 边 (vjs 5:)。 
图 8-18 给 出 了 有 向 图 的 倒 ， 
相对 于 有 向 莉 ， 我 们 分 别称 前 
面 所 定义 的 图 为 无 向 图 、 无 向 伪 图 
和 无 向 和 多重 图 ， 
用 类 但 的 方法 也 可 以 定 浆 宥 各 
盆 针 和 有 向 多 重力. 男 8-14 给 出 了 
有 向 仿 图 和 有 向 多 重 疼 的 例 . 


有 向 档 图 


对 于 多 重 图 ， 我 们 妃 可 采用 在 边 上 附加 数字 表示 边 的 相 重 次 
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数 芥 方 渤 来 肥 东 ， 例如， 图 8-12 中 的 无 向 多 重 图 又 可 用 图 $8-15 
赤 永 ， 图 31 中 的 有 向 多重 图 ， 又 可 用 图 8-16 表示 。 


每 一 天 边 的 相 重 次 数 可 以 看 作 该 边 的 权 。 更 一 般 地 ， 权 可 以 
术 一 - 定 是 整数 。 如 图 8-17 所 示 。 


图 8-17 


给 每 … 条 边 部 指定 了 权 的 图 称 为 有 私 图 。 将 一 个 物理 状态 模 
氢 为 一 个 抽象 终 时 ， 在 许多 场合 ， 部 希望 把 附加 信息 放 到 图 的 边 
上 .例如 ， 在 一 个 表示 城市 间 的 公路 连接 的 图 中 ， 我 们 可 以 给 每 
一 条 边 指定 一 个 数 ， 袁 示 用 该 边 违 结 的 两 个 城市 向 的 距离 。 又 如 
在 表示 输油管 系统 的 图 中 ， 所 指定 的 权 可 以 用 来 表示 单位 时 间 内 
旋 过 给 油管 的 袖 量 。 有 权 图 可 定义 为 一 个 有 序 三 元 组 (Ys, E, 人 7)， 
这 里 WV 是 结 点 集 ， 瑟 是 边 集 ， 了 是 一 个 函数 ， 它 的 定义 域 是 EE， 
通过 济 数 了 将 权 分 配给 各 边 ， 下 面 我 们 主要 讨论 无 向 疼 ， 当 不 作 
特别 声明 时 ， 所 谓 “ 图 ” 即 指 简单 无 向 图 。 


* 235* 


8$8.2 图 明生 这 表示 


前 面 绽开 了 图 的 同和 解 表 示 ， 空 对 于 分 析 给 定 图 的 某 些 特 忻 有 
峙 各 有 用 总 ， 但 当 图 中 的 结 点 和 边 的 数目 较 大 陡 ， 这 种 办 法 时 不 
实际 的 ， 政 示 涛 的 男 一 个 方 相 六 法 是 用 相应 的 邻接 知 阵 。 这 种 
表示 方法 有 许字 护 点 ， 它 使 得 图 的 有 有 关 人 和 信息 能 以 年 阵 的 形式 在 计 
算 机 中 储存 起 米 片 加 以 变换 ， 利 用 十 阵 的 表示 及 其 运算 还 可 以 得 
到 图 的 一 些 有 关 镍 质 ， 然 而 也 应 该 天 到 ， 图 的 许多 有 强 漠 的 直观 
背景 的 性 质 ， 在 用 短 血 的 酒店 宸 述 于 会 遇 到 困难 。 例 如 关于 平面 
柱 的 问题 就 是 如 此 .。 

定义 8-8 设 图 GG= (CV,E),， 于 中 V= fearon 1 阶 
方 阵 4= ai 称 为 G 的 邻接 虐 阵 ， 其 中 汇 索 

i 若 [vis vi} Es 
-1 
1 否则 。 


例如 ， 图 8-1 的 邻接 拒 阵 是 


mW 和 Ys 

50 1 0 0 1 
wll 0 1 1 0| 

A=vs1 1 0 0 | 
vo 1 0 0 1 
voi0 0 1 1 1 


由 定 义 可 见 ， 一 个 图 的 邻接 矩阵 是 对 角 线 元 素 均 为 堆 的 对 称 
0-1 和 矩阵， 反之 ， 若 给 定 任 何 对 角 线 元 素 殉 为 零 的 对 称 0-1 短 阵 
4， 最 然 可 以 唯一 地 作 一 个 网 @， 以 4 为 邻接 托 阵 。 当 然 ， 邻 接 
矩阵 依赖 于 站 由 各 元 素 的 给 定 次 序 ， 对 于 中 各 元 索 的 不 同 给 定 
次 序 ， 可 以 得 到 同一 个 图 马 的 不 同 的 邻接 和 矩阵。 但 是 。 如 的 任何 
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一 个 名 接 算 阵 ， 都 可 以 由 避 的 另 一 个 邻接 外 阵 通 过 交换 菏 些 行 和 
相应 移 列 而 得 到 、， 我 们 海 不 考 虚 这 可 由 于 VV 中 项 素 的 给 定 次 EIIE 
引起 的 邻接 算 隆 的 什 窒 性 。， 并 泛 取 给 宗 图 的 任何 -一 个 名 接生 陈 你 
为 该 图 的 邻接 矩阵 。 事 立 上 、 丸 : 果 两 个 图 有 这 样 的 负 接 引 陈 ， 让 
的 一 个 可 通过 另 一 个 交 斤 菜 些 行 和 相应 的 列 而 得 到 ， 则 这 两 个 
图 是 同 构 的 . 

显然 ， 图 蝇 的 邻接 矩阵 A 的 第 1 行 (或 第 i 列 ) 出 现 的 ;的 
个 数 即 为 缚 点 的 次 数 。 又 图 局 的 分 接 矩阵 4 的 全 六 项 元 素 
ai 实际 上 给 出 了 从 到 的 长 度 为 1 的 路 的 数 日 。 这 个 事实 是 
下 面 定理 的 一 种 特殊 情形 ， 

定理 38-? 设 忆 是 具有 结 点 祭 fyns yp 和 邻接 矩阵 4 
的 图 ， 则 AT = 12: 3 的 (六 项 元 素 4 中 是 连接 ， 到 2; 的 
长 度 为 1 的 路 的 总 数 ， 

证 明 (对 1 进行 昌 纳 ) 当 1=1 时 ; 4!1= A, 由 和 的 定义 ， 定 
理 显 然 成 立 . 

说 哇 表示 A! 的 信访 项 ， 并 假设 定理 对 是 成 立 的 ， 由 于 
册 生 1 二 上 站， 因此 有 中 9” = Der. 直 号 纳 假设 可 知 ,上 Gu 
是 以 作为 例 数 第 二 个 结 点 连接 0 到 wi 的 长 度 为 1+1 的 有 申 的 
数目 。 对 所 有 的 k 求 和 ， 即 得 强 *? 是 以 任意 结 点 为 倒数 第 二 .个 
结 点 连接 %; 到 。; 的 长 度 为 1+1 的 路 的 总 数 ， 于 是 定理 对 1+1 也 
成 立 ， 因 此 定理 得 证 . 

:由 定理 8-1 和 定理 8-2， 我 们 可 以 得 到 如 下 结论 ， 

(1) 和 如果 对 1=1,2; 呈 2 一 1，A! 的 (i, 门 项 元 素 {i 四 都 
为 0， 那 末 2 和 ?2 之 间 无 任何 路 相连 结 (可 此 ，>: 和 vw; 必然 属 
于 所 的 不 同 的 分 图 》; 

(2) 结 点 %; 和 titi 关 门 之 闻 的 距离 dlv1s 51) 是 使 4' 的 Ci， 
项 元 素 不 为 零 的 最 小 正 整 数 1。 


2 二 


例 1 具有 结 点 集 人 Us 向 图 后 区 者 按 矩 深 


为 0 nn 0 oo 
t 0 1 0 0 9 
1 0 1 0 身 0 0 
成 二 s 
10 0 0 1n 1 1 | 
| y 0 0 1 0 1 
a 0 Y 1 1 0 ) 


由 第 阵 的 乘法 和 运算， 我 们 得 到 ; 

00u0n. .U20040 
| 0 2 0 0 vu oa | 2 0 2 0 0 0 
0 0200000 
‘00002 11 .00023 3 
| 000 1 2 1 | | 0 0 0 3 2 3 | 

0 00 1 1 2 ‘000 3 3 2 

2 0 20 0 ‘040000 
a 0 0 | | ，。 4 0 "| 
202000| .04400 00 
oooess” STiooownununrl 

| 0 00 565 joo0o 0 11011 

0 0 0 5 5 BJ ‘00 0111110 


由 这 些 和 矩阵 我 们 可 以 看 到 ,例如 ，vw+ 到 %。 有 两 条 长 为 3 的 路 丰 连 
接 ， 2: 和 vw; 之 间 没 有 长 度 去 5 的 路 


相连 接 ， 加 此 >。 和 ,属于 G 的 两 个 下 
不 同 的 分 图 ， vw, 到 w, 有 了 两 条 长 为 8 , 
的 回路 :v1 和 wv, 的 距离 是 2 。 ~、 人 

直接 观察 图 8-18， 上 述 结论 都 可 六 > . 
以 得 到 证 实 。 


图 8-18 
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在 计算 机 应 用 中 ， 除 了 用 视 接 矩阵 表示 图 外 ， 还 可 用 关联 矩 
阵 、 邻 接 向 量 乍 阵 等 来 表示 图 。 设 图 如 有 关 个 结 点 mbz，yDny 
生生 边 2E1 E29 Bm3 串扰 的 关联 矩阵 了 = (bi;) 是 一 个 nxm 十 
降 ， 基 中 元 素 _ 全。 着， 和 9 是 关联 约 

”lo 否则 . 

例如 ， 对 图 8-19 所 示 的 图 ， 如 果 我 们 将 它 的 边 分 别 桔 才 6， 

Cys 则 它 的 关联 矩阵 


£1 


由 ;了 
v2|1 
I=%», | 人 
vw 0 


bs\ 0 


阁 8-19 


在 关联 矩阵 了 中 每 列 都 正好 包 食 两 个 1 ， 并 且 任 何 两 个 列 都 
是 不 相同 的 ， 第 i 行 中 1 的 个 数 开 为 结 点 v1 的 次 数 ， 在 解决 各 
种 包含 有 环 的 问题 时 ， 关 联 矩 隆 是 有 用 的 ， 但 关联 矩阵 需要 较 多 
的 存 凡 单元 。 
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丙 谓 邻接 向 量 和 矩阵 是 一 个 站 行 《=Y =H 民 让 阵 ， 这 自行 分 
别 与 图 的 区 个 结 点 对 诺 ， 第 宇 行 的 无 织 基 与 o 雪 接 的 所 有 站 所 
G12,… 0)， 我 们 称 这 个 行 向 要 为 缉 玉 同 晓 ， 在 这 个 向 量 中 ， 
元 过 的 次 序 通 带 是 由 边 的 次 序 所 岂 下 。 吉 接 问 蛙 窍 陈 的 列 数 等 于 
图 由 各 站 点 的 又 天 次 数 ， 

济 刘 ， 对 向 攻 -1 所 示 的 图 ,按照 漳 中 所 标 朋 的 边 的 次 序 ， 该 
岗 的 邻接 葬 忆 和 矩阵 是 ， 


出 :2 4 站 ， 
vi 1 5 4 3 
v3.5 2 J nn 1。 
和 2 ] 他 人 


vs 1 2 号 站 : 

在 对 图 的 边 扫 视 次 数 不 太 就 可 能 解决 的 问题 中 ， 包 接 向 量 秆 
阵 足 和 表达 北 的 特别 好 的 上 乓 。 

以 上 各 和 表示 图 的 方法 ， 其 优 劣 不 能 一 . 概 而 论 ， 而 取决 于 所 
要 解 岂 的 问题 。 

对 于 划 心 = (V,E) 中 的 任意 两 个 结 点 wi 和 2 出马 的 邻 楼 
托 阵 和 可 以 确定 马 由 昨 查 存在 -条 连接 六 到 2 的 过 :让 媳 阵 A 
可 以 确定 如 中 是 否 夺 企 有 连 v5 到 的 长 为 二 的 路 以 及 这 样 的 
路 的 数 日 ， 但 是 ， 兰 我 和 湖 归 知道 殴 G 是 否 为 过 迎 图 时 ， 无 沦 是 
知 阵 4 还 是 矩阵 4: 都 无 法 棍 供 回答 。 这 时 ， 找 们 可 区 用 下 述 方 
祛 计 算出 矩阵 Btty = 有 ， 即 

吓 , 二 六 十 六 ?十 六 "十 十 及 
短 阵 如, 的 (i 让 项 元 迷 51 给 出 连接 和 w, 的 长 度 小 于 或 等 于 
的 路 的 总 数 ， 如 果 这 个 元 素 不 等 于 替 ， 则 结 点 。 ,和 总 连接 的 
如 时 这 个 元 素 等 于 零 ， 则 结 点 六 实 5, 不 是 迹 接 的 。 若 矩阵 8;' 中 
的 每 一 个 元 素 都 术 为 4， 则 图 台 野 一 连通 萝 ， 否 而 图 台 是 厅 连 通 
的 图 。 | 
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短 阵 B, 的 计算 显然 是 相关 屋 烦 的， 人 而且， 为 了 确定 世 是 否 
流连 通 疼 ， 我 们 只 氏 定 道 从 9 到 * 是 否 存 在 有 了 路 而 并 不 关心 其 
间 路 刚 数 月 。 开 此 ， 方 了 简 藻 地 表达 吏 的 连通 性 ， 我 们 定义 图 安 
的 连接 所 阵 。 

定义 8-9 和 设 几 台 =(YBE)， 共 中 YY= ipas esp 于 阶 方 
阵 C=teij) 称 为 口 的 连接 矩阵 ， 半 中 元 素 

c={ 若 从 全 到 2 存在 一 条 路 ; 
. 0 人 否则。 

剧 然 ， 当 和 仪 当 短 阵 C= (ci 的 所 有 元 素 均 为 1 时 , 图 6 是 
连通 的 。 

由 和 媚 阵 B; 可 以 协定 六 控 生 际 C， 但 还 如 前面 所 说 ， 息 阵 BB 
的 计算 过 于 复杂 。 下 两 我 们 给 出 由 第 接 姑 阵 4 求 连 接 和 矩阵 吕 的 一 
种 较 汶 简单 的 方法 。 

如 采 一 个 矩阵 的 所 有 元 素 均 为 0 或 1， 虽 这 种 矩阵 称 为 是 帘 
录 撼 阵 ， 对 于 布尔 拓 阵 来 说 ， 若 竺 阵 适 筑 中 元 素 的 相 加 与 相 素 殊 
规定 为 有 尔 加 与 布尔 溢 〈 参 沁 至 .4 则 这 种 第 取 运 第 称 汶 是 布 
尔 和 矩阵 运算 ， 在 布尔 所 了 广 运 算 下 ， 我 们 用 A” 表示 矩阵 和 A 的 i 次 
宕 ， 用 1+ 2 和 [表示 矩阵 的 祖 加 与 相 科 。 

根据 布尔 知 阵 运 算 的 定义 ， 对 于 邻接 矩阵 妨 ， 知 阵 4 中 的 Gi， 
六 项 元 素 e 和 = cau， 基 四 的 贡 与 乘 都 是 布尔 型 的 。 因 此 ， 当 
用 公关 存 在 某 个 (1 < 性 由 使得 0,=1 有 6;=1 时 ， 有 61， 
此 区 当 昌 低 当 存在 有 连接 w; 到 2， 的 长 为 2 的 路 村 ，A 中 的 (i, 站 
元 素 ef = 1。 类 似 地 ， 对 于 任意 的 正 整 数 7。 当 且 仅 当 存在 有 连 
接 六 轩 2 的 长 为 了 的 捉 时 ， 有 A 的 个 方 项 元 如 9 =1， 由 此 可 
知 ， 连 乱 矩 阵 可 以 按 下 述 方 裤 求 得 ， 

C= AL+T IATT + E+ 1A™, 

例如 ， 由 图 8-18 的 邻接 甜 阵 上 可 求 得 
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因而 C= A[ + JAST + IE+ A= 


因此 图 8-18 不 是 连通 的 。 直接 


由 于 敌阵 中 存在 有 为 0 的 元 素 ， 


观察 图 8-18 世 可 得 到 同样 的 结论 。 


ea 了 二 2 


8$8.3 欧 拉 图 和 哈密 顿 习 


在 锣 的 应 用 中 丹 现 的 一 个 共同 赔 题 是 ， 给 定 一 个 图 安 ， 是 否 
能 找到 一 个 如 路 ， 它 通过 GG 的 每 条 边 一 次 且 仪 一 次? 这 样 的 癌 路 
称 为 欧 科 回路。 具有 欧 拉 回路 的 图 称 为 融 拉 图 . 

获 应 图 的 撤 念 是 欧 拉 《Leonhard Euler， 瑞 十 数学 家 ，1707 
-4783) 在 1746 年 引入 的 ， 他 用 一 条 非常 简单 的 准则 解决 了 司 尼 
斯 获 ( snigsbeTg) 七 桥 癌 题 。 如 尼斯 堡 城 位 于 普 雷 格 尔 《Pregel) 
河 的 两 岸 及 河中 的 两 个 岛屿 上 ， 该 读 市 的 各 部 分 由 图 8-206ay 所 
不 的 七 座 村 相连 楼， 当时 城中 的 里 民 热衷 于 这 样 - 一 个 问题， 游人 
从 四 中 陆 则 区 域 吊 的 任何 一 块 出 发 ， 怎 样 走 才能 做 到 恰好 通过 每 
座 桥 次 而 运 回 到 不 来 的 出 发 区 域 ， 问 题 看 起 来 很 简单 但 当时 
谁 也 解决 不 上。 泡 了 解决 这 个 问题 ， 欧 拉 将 每 一 块 陆地 区 域 用 一 
个 结 点 表 汰 、 和 上 每 一 挛 桥 用 轧 接 相应 两 个 站 点 的 一 条 过 来 表示 ， 千 
是 得 划一 个 多 重 图 ， 如 疼 3-20(b) 所 示 。 因 此 和 角 . 斌 应 斯 是 七 桥 问 
题 就 变 为 ， 在 这 个 和 多重 册 中 是 咎 笃 在 一 条 欧 投 辐 路 ? 欧 拉 证 明了 
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下 面 的 定 开 ， 从 市 对 寻 尼 斯 保 上 七 桥 问 题 给 予 了 否定 的 回答 ， 即 图 
8-20t8) 目的 七 座 祷 涉 能 按 上 述 的 芝 求 走 遍 ， 

吕 然 ， 除了 有 用 衬 点 的 情形 外 ， 一 个 欧 拉 图 是 一 个 连通 图 。 
图 8-2 是 吹 焉 图 的 一 个 例子 ， 客 的 一 个 欧 拉 回路 是 wpspspdmsm: 
Dav.vavst i |] 前 贡 31 不 是 欧 拉 图 ， 这 可 由 欧 拉 给 出 下 述 定理 来 

定理 8-3 个 库 通 图 局 为 欧 拉 图 的 充 要 条 忻 是 与 的 每 一 结 
点 具有 侦 次 数 ， 

证 明证 所 是 一 欧 拉 陆 ， 并 设 & 是 GG 中 的 一 个 欧 拉 回路 。 每 
当 a 通过 G 级 一 个 结 点 时 ， ea 么 过 关联 于 这 个 结 点 的 两 条 边 ， 并 
了 这 了 畏 条 边 是 & 了 以 前 未 起 过 的 ， 因 此 ， 若 通过 某 一 结 点 天资， 
则 通过 半 联 于 该 结 点 的 2 条 边 。 友 于 在 & 中 避 的 每 条 边 出 现 一 
次 且 公 …… 次 ， 岗 此 等 个 结 点 的 次 数 必 是 3 的 倍数 。 

反之 ， 设 图 G 的 每 个 结 点 具有 偶 次 数 ， 要 让 朋 图 避 蚌 一 欧 拉 
图 ， 我 们 用 对 图 祁 的 过 数 吧 进行 归 纲 的 方 苇 米 证 明 。 

当 扣 = 0 时 确 图 GG 是 平 几 图。 我 人 认为 它 是 一 个 欧 拉 图 ， 人 二 
此 结论 成 这。 “ 
当 m=3 上 有 时， 结论 显然 成 立 ( 注 ， m= 1 各 =2 有 时 ， 图 中 每 
个 结 点 不 可 能 具有 储 次 数 )、 

设 对 于 k=3,4,…,m， 尾 何 具有 条 边 的 连通 图 结论 均 成 
立 ， 并 证 图 6 是 一 有 具有 由 +1 条 边 且 每 个 结 点 具有 偶 次 数 的 连通 
图 ， 从 图 避 的 在 一 结 点 & 出 发 凑 任 一 边 前 进 ， 但 决 不 在 性 一 边 上 
行走 两 次 ， 洁 可 确定 一 条 路 。， 当 到 达 任 一 结 点 v 寺 4 时 , 轩 它 只 使 
用 过 2 的 奇数 生 边 ,. 它 料 仍 能 灌 着 某 一 边 前 进 ， 当 它 无 壬 每 前 进 
时 ， 它 必 是 到 达 了 4 。 轩 此 构 域 一 回路 。 如 果 图 妃 的 所 有 边 全 
被 使 用 完 ， 岂 e 便 晨 - 欧 拉 回路 。 车 所有 的 边 没有 被 使 用 完 ， 令 
剩 下 的 图 为 G”′ (HI 除 庙 ax 后 得 下 的 过 此 本 下 的 边 所 尖 联 的 结 点 
所 组 成 ?， 设 下 Hosp 是 如 的 个 分 赂 , 因为 G' 的 所有 结 点 

和 必 本 本 


都 仍 是 偶 次 数 ， 所 以 H, 的 边 数 不 为 ! 和 2 (i= 1,2,…,k)， 概 据 
归 岗 假设 这 毕 剖 ' 分 省 有 月 化 拉 回 了 路 ， 读 为 上 Fi 山 ， 轩 图 局 
是 连通 的 ， 跑 & 必 与 所有 的 Hti=1,2，…sk) 有 公共 结 点 ， 分 别 
令 杜 询 久 |,?,,…， is 出 区 i 铬 
Qfay wd + + 

就 是 一 条 欧 控 隔 路 ， 定 理 证 完 ， 

例如 ,图 8-21 是 . -有 欧 拉 图 , 因为 它 的 每 -个 结 点 内 有 偶 次 数 。 
及 结 点 @ 六 发 ， 消 地 ia 有 和 进 可 得 -回路 台 =amty4pPaan 狂 下 
的 图 G 和 及 全 分 刘 ， 分 明 有 也 控 问 吕 上 = D2 D1 Ls 二 是 5252 
9 的 公 东 和 杀 点 ，28 是 所 与 4 的 公共 结 点 。 册 此， 


该 冬 的 一 个 欧 拉 四 此 为 


A PV 
D1 


8-2 中 

用 间 样 的 方 兴 可 以 证 明 ， 定 理 8-3 对 于 多 重 轿 也 是 成 立 的 。 
在 哥 尼 斯 堡 桥 的 问题 中 ， 内 于 图 8- 20(b) 所 示 的 多 重 图 中 没有 任 
何 结 点 是 侦 次 数 ， 政 答案 是 否定 的 . 

通过 图 如 的 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 的 开 嫉 称 为 图 避 的 网 近 路 ， 

定理 8-4 ”过 遂 图 所 具有 一 条 连接 结 点 和 和 vj 的 欧 拉 路 的 
充 要 条 件 是 ww 和 vw; 是 殷 中 充 有 的 具有 奇 次 数 的 结 点 ， 

证 明 将 边 fei oil 加 于 图 G 上 ， 令 其 所 得 的 图 为 GG 可 
能 为 多 重 图 )， 那 么 当 旦 仅 当 忧 "有 一 欧 拉 回路 时 ， 必 有 连接 到 
gi 的 一 欧 拉 路 。 即 当 且 仅 当 G 的 所 有 结 点 艾 为 偶 次 数 时 ， 人 也 就 
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是 当 且 仅 当 避 的 所 有 结 点 除 ww 和 2 是 奇 次 数 外 均 为 个 次 数 冉 ， 
人 有 一 连接 妇 到 2; 的 欧 挖 路。 定理 得 证 。 
在 图 的 理论 和 店 册 中 出 现 的 男 一 个 共同 问题 是 ， 给 定 一 个 终 
G， 是 光 能 找到 个 环 ， 它 通过 图 的 每 个 结 点 一 次 且 仅 一 次 ? 
这 样 的 环 称 为 哈密 顿 (William Hamilton， 爱 尔 注 数学 家 ，1805 
-1865) 球 。 具 有 哈密 师 环 的 图 称 为 哈密 顿 贺 类似 地 。 我们 定义 
哈密 顿 路 是 间 过 图 GG 的 每 个 竺 点 一 次 且 仪 … 次 的 开路 ， 显 然 ， 每 
个 哈密 顿 图 部 一 定 是 连通 的 。 图 8-1、8-2、8-4 和 8-5 都 是 哈密 
顿 图 ， 其 中 盘 哈密 顿 环 是 显 在 易 基 的 。 
虽然 确定 哈密 顿 坏 (或 路 ) 
指 存 在 性 问 和 是 与 确定 欧 拉 回 路 
(或 路 ) 的 存在 福 问 题 同样 地 有 
章 兴 ， 但 至 今 为 止 ， 述 没有 发 
现 一 个 简单 的 必要 充分 答 件 ， 
我 们 只 好 通过 有 内忧 构 适 这 样 - 
个 环 (或 略 ? 来 指出 一 个 给 定 图 
有 一 条 哈密 额 环 《或 路 ) 。 例 
如 ， 图 8-?22 中 粗 线 的 边 构 成 一 
条 哈密 申 环 . 
类 似 于 确定 哈密 顿 环 的 一 个 问题 是 流动 售货员 的 问题 。 设 有 
一 个 流动 售货员 蔓 从 公司 出 发 走 销 附 近 所 有 的 城镇 ， 然 后 返回 公 
启 所 在 地 ， 拷 么 他 将 如 何 安 排他 的 踏 绥 , 停 得 旅行 的 总 距离 最 小 ? 
该 问题 用 图 解法 米 表 示 。 可 用 结 点 代表 公司 所 在 地 及 各 城镇 ， 用 
边 伐 表 相 互 之 间 的 公路 ， 并 标 出 相应 公路 之 长 度 【〈 假 定 每 两 个 城 
镇 之 间 都 在 公路 )， 这 样 ， 访 向 题 吉 生化 为 在 一 个 完全 图 上 找 出 一 
条 经 过 每 个 结 点 一 次 且 公 一 次 而 且 全 程 为 鼎 短 的 环 来 ， 同 样 ， 对 
此 冯 题 也 没有 完 汪 的 解决 方法 。 下 面 给 出 一 个 “最 吾 近 方法 ”， 它 
为 解决 此 问题 给 出 了 一 个 较 好 的 结束 。 
+ 246 * 


图 8-22 


1。 由 任意 选择 的 结 点 开始 ， 找 一 个 与 起 始 结 点 最 近 的 结 点 ， 
形成 一 冬 边 的 初始 路 径 。 

2。 证 x 表示 晨 新 如 划 这 条 路 上 的 结 点 ， 从 不 在 路 上 的 所 有 
结 点 让 间 选 一 个 与 x 最 接近 的 结 点 ， 将 连接 x 与 这 一 结 点 的 边 加 
到 这 条 政 上 ， 

重复 这 一 步 ， 直 到 白 中 所 有 结 点 包含 在 路 上 。， 

3、 将 连接 起 始点 与 最 后 加 人 的 结 点 之 间 欧 边 加 到 这 条 了 咯 上 ， 
就 得 到 一 个 环 。 

例如 ， 对 于 加 8-23(a) 所 示 的 图 ， 我 们 从 结 点 2 开始， 根据 
最 邻近 方法 一 步 一 步 地 构造 一 个 哈密 顿 环 ， 其 这 程 如 图 8-23(b) 
到 8-23te》 所 示 ， 这 一 条 环 的 总 距离 是 40。 图 8-23( 太 给 出 了 最 
小 哈密 顿 环 的 总 眶 离 是 37。 
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在 各 种 各 样 的 图 中 ， 有 一 类 特别 重要 也 比较 简单 的 图 ， 称 为 
树 ， 

定义 8-10 不 包含 环 的 连通 图 称 为 树 。 丰 包含 环 的 图 ( 即 每 
个 分 图 都 是 树 的 图 ) 称 为 树林 ， 

图 8-24 给 出 了 四 和 模 柯 。 


|| 
从 区 


图 8-24 

若 把 图 s- 24 中 的 四 棵 树 看 作 是 一 个 图 @ 的 四 棵 桂 ， 则 G@ 就 是 
一 个 树林 

每 一 棵 树 都 至 少 有 一 个 结 点 。 一 个 孤立 结 点 也 是 一 棵 树 , 

下 面 介 绍 笛 的 一 些 性 质 。 

定理 8-5 设 T 是 一 棵 树 , vt, 和 vw, 是 TT 中 低 意 两 个 不 阅 的 结 
点 ， 则 | vi 和 2 由 唯一 的 一 条 雇 略 相连 接 。 若 和 和 5; 不 相 邻 接 ， 
姥 末 ， 当 给 下 添加 一 条 边 {2;:,w;} 后 形成 的 图 恰 有 一 个 环 。 

证 明 ”由 于 了 工 是 连通 的 ， 因 此 必 存 在 一 路 从 而 必 存 在 一 真 路 
连结 w 和 2 

设 &=waics ai 和 有 = bibs…eboi 是 过 绝 同和 ?1 的 商 
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条 不 同 的 南路 ， 记 2;=0,;;= 了 b+， 设 大 是 使 得 4 夺 b; 的 最 小 下 
整数 。 因 为 a 和 不同， 这 样 的 k 必 存在 。 又 因为 0. ,1=b.,,， 
所 以 有 His 关 K， 使 得 om = 可 ， 且 oo au 不 在 及 上 ， 
bi br Bu 不 在 & 上 ， 于 是 在 和 -1 与 久之 间 的 一 段子 路 
和 8 在 训 ,与 思 , 之 间 的 一 段子 路 合 想 来 移 成 一 个 环 ， 与 G 是 一 
个 树 矛 盾 ， 从 而 工 中 连接 和 和 2; 的 真 路 是 瞧 一 的 ， 

车 vi; 和 ?>; 不 相 邻 接 , 则 将 边 few 添加 于 工 后 , 连接 > 和 
2; 的 唯一 的 喜 路 & 和 边 1ot2 -起 在 新 图 中 形成 一 环 ， 因 为 了 
中 不 存在 除 & 忆 外 连接 2; 和 2 的 其 他 真 路 ， 因 此 边 {zi,vj} 不 能 
和 其 他 任 一 真 路 形成 环 ， 定 理 得 证 ， 

定理 3-5 在 (9,m) 酮 中 ，m =n 1。 

证 明 (对 结 点 数 # 进行 归纳 》 

当 R=1 和 rr=2 时 ， 定 理 显然 成 立 。 

设 对 结 点 数 少 于 站 的 所 有 树 定理 成 苹 ， 而 了 是 一 (nm my 和 树 ， 
由 于 了 不 包含 任何 环 。 因 此 从 了 中 移 去 任何 一 条 边 都 将 把 了 变 成 
一 具有 两 个 分 图 的 图 。 这 两 个 分 图 也 必然 是 树 ， 设 它们 分 别 是 
《ap 树 和 ns, Ms》 树 ， 由 归纳 假设 mm =f 一 1， m= 一 1， 
又 因为 站 = + 1， 所 以 有 坟 =n~1。 因 此 定理 
成 立 。 

落 扎 是 由 * 株 树 物 成 的 一 〈n， #》 栓 林 ， 则 定理 8-6 很 容易 
推广 而 得 到 其 系 式 钙 =2 一 7。 

如 果 我 们 招 钳 中 次 数 为 1 的 结 点 称 为 糙 叶 , 则 有 下 而 的 定理 

定理 3-7 具有 了 两 个 或 更 多 结 点 的 科 至 少 有 荆 片 树叶 . 

证 明 设 T 是 一 (nm) 树 ， 其 中 n=2。 显 然 ， 工 中 所 有 结 
虚 的 次 数 之 和 3 = 2m。 叉 由 定理 8-8，5 = 2k4 一 2。 假 设 T 中 树叶 
少 于 两 片 ， 则 了 T 中 到 少 有 ww~ 工 个 结 点 的 次 数 不 小 于 2 ， 故 了 中 
所 有 结 点 的 次 数 之 和 8S>204-2 这 与 3= 如 一 3 相 巴 居 ， 因 此 让 
至 少 有 两 片 树叶 。 证 完 ， 
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树 的 有 些 特 征 可 用 来 作为 桂 的 定义 ， 我 们 列 出 下 面 三 条， 要 
证 明 这 些 定义 与 定义 8-10 的 等 价 性 并 不 困难 ， 留 给 读者 自己 作为 
练习 ， 

1， 每 丙 个 结 点 之 启 由 唯一 的 真 路 相连 接 的 图 是 笠 ， 

2。h= 了 -1 的 连通 图 是 树 . 

3， Mh =~1 且 无 环 的 图 是 树 ， 

若 连通 图 扬 的 一 个 生成 子 图 了 是 一 棵 树 ， 则 称 了 为 他 的 生成 
树 。 显 然 ， 和 任何 连通 图 都 有 生成 树 。 而 且 一 般 来 说 ， 它 的 生成 树 
不 是 唯一 的 。 例 如 图 8-25tb》 和 (06) 剖 是 图 8-25(0) 的 生成 树 ， 


ay) 《二 了 el 
图 8-25 


由 生成 树 的 定义 我 们 可 以 看 出 ， 一 个 图 避 与 它 的 生成 树 的 差 
别 在 于 前 考 可 能 包含 有 环 ， 而 后 者 不 包含 任何 环 ， 峡 此 ， 我 们 可 
以 用 去 挤 图 G 中 的 环 而 不 破坏 图 思 的 连通 性 的 方法 由 图 扬 构 造 出 
它 的 生成 树 。 

算法 8-1 

给 出 连通 图 避 ， 构 造 其 生成 树 Te ， 

(1 令 忆 为 全 婵 1 为 1 

《2) 车 Gi: 无 环 ， 则 了 Tec=Gu 否则 

《3) 在 Gi 中 找 出 枉 一 环 9， 并 从 5 中 删 兴 人 尾 一 边 &， 称 这 
剩余 的 图 为 Giris 由 于 & 是 Gi 的 一 个 环 申 的 边 ， 所 以 Gitl 包括 
了 Gi; 的 挫 有 结 点 ， 并且 靳 G; 是 连通 的 ， 财 Gy 也 同样 是 连 遂 的 ? 

《4) i 增加 1， 并 返回 到 第 (2) 步 。 


* 2b0. 


在 上 述 重 复 过 程 中 ， 每 一 次 都 有 有司 的 一 个 环 被 “ 弄 芍 ?>. 由 于 
算 中 了 环 的 个 数 是 有 限 的 ， 因 此 对 某 个 上 ， 我 们 最 后 能 得 到 一 个 图 
人 Gi:， 安 包含 上 的 所 有 结 点 但 不 包含 环 ， 于 是 根据 定义 ，G; 就 是 
Te 。 当 然 ， 由 此 算法 得 到 多 Te 不 是 唯一 的 ， 因 为 在 算法 的 每 一 
次 反复 中 ，5, 和 e 邦 不 一 定 是 唯一 的 。 

车 GG 起 一 (am) 连通 图 ， 则 由 定理 8-6，Tso 是 一 (n,n 一 1) 
图 ， 因 此 ,在 注 到 了 前 必须 喘 沁 的 边 的 总 匆 必 然 为 和 (1-1)， 
该 数 称 为 的 踊 牧 ， 因 此 ， 人 的 环 秩 是 为 了 * 弄 破 ” 避 的 所 有 环 
而 必须 由 祠 下 出 内 的 过 的 万 小 数目 。 这 些 被 删 去 的 每 一 条 边 称 为 
是 相应 生成 峙 Tc 的 强 ， 而 在 午 成 树 Ti 中 的 边 称 为 是 Te 的 核 。 

图 8.26 以 一 (6,9) 六 通 图 G 说 明了 算法 8-1。 在 此 例 中 , Te 
有 5~1=5 条 边 ， 而 的 环 秩 为 9~5=4#。 


现在 我 们 考虑 一 个 更 普遍 的 问题 ， 郧 如 何 决定 每 条 边 都 以 实 
数值 研 权 的 有 反 罚 的 最 小 生成 柄 问题 。 讽 G = (Y,B, 旋 是 一 连通 
的 有 权 图 ， 车 人 是 G 的 一 梨 生 成 树 , 的 树 校 的 集合 为 E(T}， 则 
的 所 有 树枝 的 权 的 和 WT) = 各 te) 称 为 的 权 。 若 生成 
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衬 T, 在 所 有 生成 树 中 有 最 小 的 权 ， 划 称 T, 是 安 的 最 小 生成 树 ， 
这 个 问题 也 只 有 明显 的 实际 背景 ， 例 如 届 图 G 趾 的 结 点 表示 一 些 
城市 ， 边 表示 城市 之 周 的 公路 ， 边 的 权 表 示 公 路 的 长 度 。 如 果 我 
们 要 用 通讯 线路 把 这 些 城市 联系 起来， 并 电线 路 槛 求 沿 着 道路 架 
设 ， 如 何 使 得 所 用 的 线路 最 短 呢 ? 这 个 问题 实质 上 就 是 求 @ 的 最 
小 生成 树 的 问题 ， 其 他 如 水 煤 的 布置 ， 交 通 线 的 规划 等 等 都 与 这 
个 间 题 有 关 . 1 

下 面 介绍 一 种 求 最 小 生成 树 的 算法 

算法 8-2 【〈 克 和 角 斯 克 尔 (Ktnskai) 算法 ) 

设 避 = (V, ,有 n 是 一 具有 nn 个 结 点 的 连通 有 权 图 ， 构 造 如 的 
最 小 生成 树 ， 

《1)》 选取 避 中 -条 边 6,， 使 8 在 如 的 所 有 边 中 有 最 小 的 权 。 
仿 GL = (VS1); Sl = {el }, 置 
为 3 

(2) 车 已 选 好 S = Te ,ea 
6]， 俯 E-Si 中 选 一 条 边 &;, 使 其 
满足 下 列 条 件 ， 

(iD SU{teir 中 不 含有 环 3 

(i) 在 E-S; 的 满足 (i) 的 所 有 
边 中 ，e,;: 有 最 小 的 权 . 

车 满足 上 述 条 件 的 边 e+ 不 存 
在 ， 则 G, = Vs,5i》 就 是 最 小 生成 
树 。 否则 令 5,,, = SU {ei} Giri 2 
宇 (CV, 本 

《3) 工 增加 1， 并 返回 到 第 (2) 
步 . 


例如 在 图 8-27(a) 所 给 出 的 图 (C5 
避 中 ， 我 们 逐次 取 边 V6， Vv: 图 83-2 
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Hed 人 9 Vadys Uries VDay 移 成 如 图 8-27《tb) 上 HE 去 的 最 小 生 
成 树 . 

定理 8-8 算法 8-2 给 出 的 G,= (V,S,= {e562 呈 p81) 是 GG 
的 最 小 生成 树 。 

和 证明 由 算法 停止 的 条 件 可 知 ， G, 是 怠 的 一 棵 生成 树 ， 设 
To = (ww BTo)) 是 局 的 一 棵 最 小 生成 奋 ， 我 们 将 证 明 全 ,和 Ts 此 
有 相同 的 权 . 

因为 己 的 结 点 数 为 4, 所 以 @, 与 7, 都 有 -1 条 边 . 车 5S,= 
ElTo)， 则 G, 异 然 束 是 最 小 生成 树 ， 荐 5, 和 ET,}， 则 必 存 在 一 
条 边 6 ES,.， 使 得 6& 仿 ETo)， 但 ee ye 都 在 ECT,》 中 ， 
将 &; 滩 加 到 ,中 ,由 定理 8-5, 必 产 生 一 个 唯一 的 环 C 。 因 为 G， 
是 树 ， 所 以 环 C 中 至 少 存在 一 条 边 e’ 不 在 $; 中 ， 在 树 人 ,中 添加 
6; 而 删 去 e ， 令 得 到 和 的 新 树 为 T*， 则 

WT) = WT} + fe) 一 Le) 

因为 IT。 是 最 小 生成 棒 ， 所 以 有 玉民 站 宇 W To)， 轩 而 je;) - 
Te) 守 0， 即 je 守 j (e/)， 由 于 e162,… ,8-1 都 在 ECT,)》 中， 
它们 与 e! 不 构成 环 ， 因 此 ， 若 是 fle,) >f (e')， 则 与 ea 的 选取 方 
法 布 盾 ， 于 是 fle) =1(8})， 故 T' 也 是 一 棵 最 小 生成 树 ， 

反复 使 用 上 述 的 转换 ， 稳 Ts 可 以 转换 成 G, 而 权 没 有 任何 增 
加 ， 巩 如 ,是 一 行 最 小 生成 桂 。 证 完 。 


88.5 有 由本 


无 向 图 中 许多 概念 和 性 质 ， 只 要 上 略 加 修改 剖 可 以 推广 到 有 祝 
图 。 关 于 这 些 , 我 们 在 88.8 中 将 详细 介绍 。 本 节 我 们 先 介 绍 有 向 
管 先 ， 类 似 于 无 向 图 可 以 定义 有 向 图 中 的 路 . 有 向 图 对 中 二 
条 边 的 序列 {vis eta)， CVis Di) (plus 5026) 称 为 连 


D+ 


接 2 到 zi 的 长 度 为 1 的 有 向 路 (或 简称 为 从 vi 到 mi 的 路 ) 。 
它 可 表示 为 {22 Gy90 人 Vi,_wD,) 或 简单 地 表示 为 4， 
Di 在 天 于 赂 的 着 路、 回路、 真 路 和 环 的 定义 中 ， 将 
#7 "， 或 们 就 得 到 相应 于 育 启 图 的 这 些 术 语 的 定 
六。 


2 , 


8-28 

例如 在 图 8- 28 所 显示 的 有 向 图 中 , 427,994 是 一 条 从 4 到， 
的 攻 为 3 的 开路 ， 也 是 一 条 直路 。 Vov6v19209 和 和 imaps0umaDa 
是 开路 ， 但 部 不 是 真 路 .2 sas2swsot 是 一 条 长 为 5 的 回路 , 但 
不 是 环 ， mi aous2: 是 一 个 环 。 

在 有 向 图 中 ， 结 点 %, 和 ;分 别称 为 边 《21, 9) 的 始点 和 线 
点 .对 于 任何 结 点 0 ， 以 2 为 始点 的 边 的 条 数 黎 为 结 点 0 的 引出 
次 数 ， 这 2 为 终点 的 边 的 条 数 称 为 结 点 的 引入 次 数 。45 的 引入 
次 数 和 引出 次 数 之 和 称 为 藻 点 2 的 次 数 ， 并 记 作 deg (5), 和 货 如 图 
8-28 中 结 点 2 的 引导 次 数 是 3， 引 人 人 次数 是 1。 结 点 同 的 引出 次 
数 是 1， 引 人 次 救 足 2 

定义 8-11 一 个 不 包含 环 的 有 向 图 如 , 若 它 只 有 一 个 结 点 名 
的 引 人 次 数 是 0 ， 而 所 有 其 他 结 点 的 引 人 和 人 次数 者 等 于 1 ， 则 称 安 
为 有 向 树 。 结 点 nr 称 汶 树 的 根 。 

每 一 樟 有 向 树 至 少 有 一 个 结 点 ， 一 个 孤立 点 也 是 一 棵 有 内 
树 ， 

在 有 向 竺 中 引出 次 数 为 0 的 结 点 称 为 钱 点 或 树叶 ， 不 是 柑 时 
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的 所 有 其 它 结 点 称 为 分 枝 鱼 点 ， 不 难 证 明 ， 在 有 疝 社 中 对 任 一 结 
点 v1EV， 必 存在 唯一 的 一 条 从 根 % 到 vw; 的 真 路 ， 我 们 称 从 wu 
到 结 点 ?; 的 距离 为 结 点 2 的 级 。 当 然 ， 根 的 级 是 0. 

当 用 图 解法 表示 窑 向 树 时 ， 由 于 根 %?6 的 引 和 人次 数 为 0, 因此， 
没有 边 进入 2,, 与 0%。 相关 联 的 边 都 居 从 wo 发 出 的 , 这 些 从 w。 发 
出 的 边 分 别 进入 到 1 级 缚 点， 由 于 1 级 结 点 的 引入 次 数 是 1， 故 
它们 不 可 能 再 从 其 他 结 点 进入 新 的 边 。 因 此 ， 若 还 有 边 与 1 级 结 
点 相关 联 ， 必 是 从 这 些 1 级 结 点 发 出 的 。1 级 结 点 发 出 的 边 分 别 
进入 到 2 级 结 点 .如 此 下 去 ， 可 得 有 向 树 必 为 图 8-29 (中 所 示 的 
样子 。 


图 8-29 
我 们 方便 她 把 树 的 根 禁 在 图 的 上 部 ， 时 画 在 下 部 . 这 是 文献 


中 尊 融 使 用 的 方法 ， 而 不 用 树 的 自然 生长 表示 法 。 由 于 所 有 的 笠 
头 痢 是 朝 下 的 ， 因 此 我 们 常 省 略 过 的 盘 冻 ， 例 如 ， 图 8-29 C0》 可 
用 图 8-29(b) 所 示 的 方式 来 表示 ， 

在 一 有 高 树 中 ,如 时 从 91 到 外 有 一 条 边 , 则 称 结 点 %; 是 %, 的 
儿子， 或 称 2; 是 v1 的 父亲 。 鞠 结 点 5; 和 %; 是 同一 结 点 的 儿子 、 
出 称 v; 和 和? 是 兄弟 若 从 v5， 到 ui 有 一 条 有 商 路 ， 则 称 结 点 wm， 
是 结 点 2; 的 子孙 ， 或 称 mW 是 9, 的 祖先 。 这 说 明 通 之 的 家 族 关 系 
可 以 用 一 襟 有 向 树 来 表 东 ， 
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在 有 向 机 了 中 ， 几 结 点 ， 和 和 它 的 所 有 子孙 所 构成 的 结 点 子 系 
VEY 以 及 及 v5 出 发 的 所 有 有 向 路 中 的 边 所 构成 的 边 集 E' 组 或 了 
的 子 图 了 T= (VY',E')， 称 为 是 以 2 为 根 的 于 鱼 ，%2 的 子 树 是 以 2 
的 儿子 为 根 的 子 桂 。 出 如 ， 图 8-29 (60) 中 vw。 有 两 棵 子 树 ， 它 们 的 
结 点 集 分 别 是 {2 299025a9a] 和 isnsv2aszcyyoio。 这 两 棵 
子 树 的 根 分 别 是 ww 和 ps。 结 点 ax 有 三 标 子 桂 ， 它 们 的 根 分 别 是 
DEsUgs UT. 

定义 8-12 在 一 有 向 粳 中 , 若 每 一 个 结 点 的 引出 次 数 都 小 于 
或 等 于 六 ， 则 称 这 树 为 齐 元 树 。 若 每 -一 个 结 点 的 引出 次 数 都 等 于 
专 或 0， 则 称 这 树 为 完全 俯 元 椅 . 

特别 ， 当 m= 2 时 ， 就 得 到 二 元 树 和 完全 二 元 树 ， 二 元 树 的 
每 个 结 点 2 至 多 有 两 标 子 树 ， 分 别称 为 的 在 子 树 和 右 子 树 ， 沙 
Y 仅 有 一 标 子 笠 ， 则 可 称 它 为 ”的 直子 树 或 右 子 风 。 在 图 解 中 ， 
左 子 树 画 在 2 的 左下 方 ,， 右 子 树 闸 在 * 的 右 下 方 。 图 8-30 给 出 了 
三 梯 二 元 树 。 其 中 (8) 和 (¢) 是 完全 二 元 树 ， 


Ca) (5) {co) 
图 8- 如 


在 计算 视 科 学 中 有 着 广泛 应 用 的 是 二 元 树 。 我 们 可 以 用 二 元 
树 啡 一 地 表示 每 一 棵 树 。 这 样 ， 对 于 树 的 计算 机 表示 ， 只 要 考察 
狂 应 的 二 元 树 的 表示 许可 以 了 了。 下面 我 们 介绍 用 元 树 7 米 表 
示 任 一 有 向 酝 工 ， 且 保持 中 每 一 结 点 的 子 树 的 有 序 性 的 一 种 方 
蔬 : 设 了 中 结 点 % 的 了 棵 子 树 有 根 wiopio … at 其 顺序 自 左 向 
右 ， 则 在 T' 中 v2,. 是 2; 的 左 儿 子 ，9,, 是 2 ,的 右 儿 子 ，z 是。 
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的 大 儿子 ， 的 有 儿子 例如， 疼 8-31 给 出 了 这 种 . 
方法 的 一 个 实例 . 


葬 8-31 


可 看 出 T' 中 构成 子 树 “左边 界 ” 生 阁 〈 如 wooip 或 aspooe) 
是 工 中 …… 扯 位 的 边界 。T 中 构成 子 树 业 “右边 界 ” 的 路 (如 wv， 
Ds 或 bsvpeot) 是 TT 入 问 一 结 点 的 儿子 集 (如 Vvs 和 ms 都 是 v， 
的 儿子 ). .于 是 由 TT 的 二 元 表示 T' 重新 构造 其 不 树 工 就 只 是 一 件 
简单 的 碾 情 了 。 

在 计算 机 详 用 中 常 出 现 的 一 个 同 题 是 ， 如 何 有 澳 序 地 通过 一 
棵 二 元 树 ， 使 得 每 一 结 点 怡 好 镍 访问 一 次 .下 面 给 出 实现 这 一 性 
务 的 几 种 最 常用 的 算法 (所 有 算法 均 是 递归 地 描述 )， 

1。 先 根 通 过 ， 

(1) 访问 根 ，(2} 在 根 的 左 子 树 上 执行 先 根 通 过 ，(3) 在 根 的 
厂子 糙 上 执行 包 很 通过 ， 

2。 中 根 通 过 ， 

{I》 在 根 的 左 汪 树 上 执行 中 根 和 通过 。(2) 访问 要。(3) 在 根 的 
右 子 树 上 执行 中 要 通过. | 

3。 后 根 通 过 : 

{1》 在 根 的 左 子 树 . 上 执行 后 根 通 过 . (2) 在 根 的 右 子 树 上 执 
行 后 根 通 过 。 3) 访 间 根 ， 
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例如 ， 运 用 这 三 种 方法 通过 图 8-32 所 示 之 竺 的 结 点 的 硕 序 分 
刘 如 下 


完 根 ， Dow WD eveva vvVriene 


中 入 TD WetvtUorsDaUyDovy 


后 要 wevetav vavovrve Uv, 
po 


名 图 8-32 1 D9 


在 上 面 所 讨论 的 有 向 树 中 ,我 们 没有 考虑 同一 级 结 点 的 次 序 。 
例 刀 | 在 图 8 33 中 (GD 和 (9) 被 认为 是 表示 癌 一 村 有 辣 权 ， 但 村 
许多 具体 问题 中 ， 往 往 需 要 考 薪 加 一 级 上 结 点 的 次 序 . 

定义 8-13 在 有 向 树 中 , 若 规定 了 每 一 级 上 结 点 的 次 序 ， 则 
这 样 的 月 向 椅 称 汐 有 序 树 . 

一 般 地 ， 在 画 出 的 有 序 树 中 ， 规 定 同一 级 结 点 的 次 序 为 从 左 
浊 右 . 

例如 ， 图 8-33{a) 和 {5) 是 两 棵 不 同 的 有 序 树 . 
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从 图 8-34 可 以 看 到 一 个 句子 的 结构 如 何 用 一 棵 有 序 树 来 表 


六 。 


-个 移 子 ， 我 们 可 以 看 到 :一 个 算术 表 还 式 人 怎样 表示 成 
繁 术 表达 成 CC 二 Cy 一 Cj/ (f+ EY) 十 下 
:这 里 ,被 操作 数 出 现在 树 时 的 位 置 上 上， 媒 
当 用 … 提 二 光 笃 来 表示 一 个 算术 小 


作为 另 - 
一 棵 有 序 树 。 倘 如 ， 
yi 能 吉 居 三 区 8-35。 让 
作 符 出 岗 在 分 校 点 多 位 置 上 。 
达 式 时 ， 就 不 再 需要 括号 . 


之 主语 - 
人 f 六 入 和 


所 冠 词 > 所 形 罕 词 .: 民 名 词 2> 拉 动词、 
中 


The fiiile HiFi ssQW 对 闻 六 


图 8-34 
38.6 偶 图 


本 节 讨 论 另 外 一 种 特殊 类 型 的 图 ， 
定义 8-14 若 一 个 图 避 的 结 点 集 V 能 分 为 两 个 子 集 V ,和 VV,， 
以 使 白 的 每 一 条 边 具 有 形式 {v1,5,}， 其 中 EV,，5EV,， 凤 
侣 的 每 一 条 边 将 连接 Y 中 的 某 结 点 到 YY 中 的 某 结 点 ， 则 这 样 的 
图 局 称 为 是 一 个 惕 图 : 子供 Y), 和 Y， 称 为 如 的 豆 补 结 点 子 集 ， 
#9 


图 8-36 给 出 了 一 个 具有 ? 个 结 点 的 侦 图 ， 它 的 互补 结 点 子 集 
是 Wi = {5 2009 Da Vey FV, = fos Dey V7}, 
Vi vy v2 by 1 


也， bs ve v7 
图 8-36 


定理 8-9 图 殷 为 企 疼 的 充 要 条 件 是 它 的 所 有 回路 均 为 偶数 


长 ， 


证 明 设 忆 基 一 个 偶 旭 , 则 它 的 结 点 集中 能 分 为 两 个 子 集 
和 Y:， 并 且 若 {202 为 其 过 ， Ww EV VjEV,, 令 Bi 
ei 为 口中 任 一 长 度 为 1 的 回路 。 不 失 一 般 性 ; 设 思 ,EVY1， 于 
基 名 VV 因而 1-1 为 亲 数 ， 
即 了 必 为 偶数 。 

反之 ， 设 台中 每 一 回路 的 长 度 均 为 偶数 ， 并 设 G 是 过 通 的 。 
定 尺 了 的 子 集 V, = iv; 5; 和 茶 一 圈定 结 点 ?之 间 的 距离 为 偶数 }， 
Vs =V -Vi 
息 设 有 一 条 边 {9;, 9))} 存在 ， 其 91,9;E VI,， 则 由 bs 和 vi 闻 的 
短程 ( 侦 数 长 ), 这 {91,5)} 尼 2; 和 4 之 间 的 短程 (偶数 长 ) 所 组 成 的 
回 申 必 上 有 具有 背 数 长 。 得 时 好 盾 。 因 此 合 中 无 边 具 有 形式 {v1 3;}， 
而 Bi VE VY, 其 次 ， 假设 有 一 条 边 {v;,3;} 存在 ， 其 5 EV,, 
则 由 2 和 ?1 词 的 短程 (奇数 长 ), 边 {251,27) 政 5 和 > 间 的 短程 ( 奇 
数 长 ) 所 组 成 的 回路 必 具 有 背 娄 长。 又 得 出 矛 技 。 于 是 刀 中 的 每 
一 茶 边 必 具 有 形式 {aiy2ilj， 其 中 由 EVYi oiEYya 即 G 赴 具有 
互补 结 点 于 集 V ,和 YY 的 -一 偶 图 。 
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车 避 中 每 一 回路 的 长 为 假 数 ， 但 G 是 不 连通 的 ， 则 可 对 G@G 的 
每 一 分 图 恒 复 上 述 证 绷 ， 最 后 得 出 问 样 的 结论 ， 定 理 得 证 ， 

定义 8-15 设 G 直 具有 互补 结 点 子 集 V 和; 的 偶 图 , 其 中 
对 VV 的 还 本 是 如 处 一 个 子 贸 ， 它 由 4 条 
这 {vv 组成， 其 中 Vi 和 rs 4 是 Ts 
中 3 全 不 同 的 元 素 。 

图 3-37 给 出 了 一 具有 互补 结 点 于 集 V; 和 V; 的 偶 图 和 一 和 V, 
对 Y。 的 匹配 (用 粗 线 表示 )， 


wy #1 Sy Dy De 


Vy 站 De Dy PE bs 


图 8-37 


有 不 少 实 味 问 题 可 以 化 为 在 一 个 偶 图 中 求 匹 配 的 问题 例 
如 ， 有 机 个 人 各 器 件 工作 。， 每 个 人 部 只 熟悉 这 由 件 工作 中 的 某 几 
件 ， 每 一 件 工作 吕 需 鉴 -一个 人 于 ， 拖 么 能 不 能 将 这 件 工作 都 分 
配给 熟悉 它 的 人 十 昵 ? 证 一 个 个 图 来 表示 这 个 问题 , Yi 中 的 结 点 
代表 人 ,Vs 中 的 结 点 代表 工作 ， 当 和 且 仅 当 wWwEV, 热 悉 工作 EVs 
时 ， 图 中 有 这 2 。 国 此 ， 我 们 的 问题 就 是 问 ， 能 否 在 些 偶 图 
中 找到 一 个 Y; 对 Vi 的 匹配 ， Li py Vy sy 

显然 ， 并 不 是 所 有 的 售 图 | 
都 有 匹配 . 一 个 贪图 存在 VW, 对 - 
Vs 的 匹配 的 一 个 必要 条 件 是 
#w 。 郑 #V:。 但 这 个 条 忻 并 不 是 
完 分 的 . 图 8-38 中 的 侦 图 就 是 
一 个 格子。 
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定理 8-19 设 妃 是 具有 互补 络 点 子 华 了 和 Y ,的 一 个 候 图 . 
则 居中 存在 一 Y; 对 Y: 的 匹配 的 充 要 条 件 是 ，VY, 中 每 上 个 结 点 
(k= 1, 2, …, 韦 玉 少 至少 和 TY 中 天 个 结 点 相连 接 (该 条 件 称 为 要 异 
性 条 件 ) 。 

证 明 令 扩 ,=9， 若 避 中 在 在 一 VY 对 VV, 的 于 各 ， 则 六 ;的 
香 个 结 点 分 别 和 Vs 中 9 个 相 界 的 结 点 相 和 连接 。 因此 址 异性 条 人 性 
显然 成 立 。 

反之 ， 设 忆 满 足 由 异性 条 件 ， 我 们 将 证 明 ( 对 的 结 点 个 数 
进行 归纳 )， 一 个 Y, 对 的 匹配 能 被 枸 造 出 来 ， 

当 48y=1 和 并 =2 时 ， 若 相 愤 性 条 件 渡 足 ， 则 一 了 对， 
的 匹配 是 显然 存在 的 。 

设 对 于 #3V =12org-]， 件 何 具有 瑟 补 结 点 子 集 V, 和 让 
的 侦 图 ， 当 相 完 锋 条 件 满 足 时 ， 存 在 一 个 ,对 Y， 的 匹配 ， 又 设 
本 所 满足 相 异 性 条 件 。 日 47， = 0。 

(i) 若 Y: 由 每 关 个 结 点 人 <-t 和 YY, 中 客 于 天 个 
结 点 相连 接 。 则 一 ,对 Y， 的 匹配 能 如 下 法 构造 。 指定 性 一 边 
{eeu3 由 (其 中 力 EYVioEY) 给 虹 配 ， 显然 ,在 其 有 互补 结 点 子 
集 V ,一 {i 入， -2 叶 的 假 图 中 ， 相 异性 条 件 仍 然 满 足 ， 因 些 ， 
根据 归纳 假设 ， 一 匹配 能 被 构造 出 来 。 该 匹配 和 fosi} 一 起 即 
是 所 要 寻找 的 VY, 对 Vy 的 匹配 。 

(iiy 若 存 在 某 正 整 数 fs9 - 1, 使 得 具有 ,个 结 点 的 一 集合 
ULCV,, 其 中 的 结 点 和 如 ;CV 中 的 怡 好 ,个 结 点 相连 接 、。 在 此 
” 情 控 下， 一 VY 对 ;的 匹配 能 如 下 法 构造 ， 首 先 ， 由 于 | 中 个 
结 点 只 与 Da 中 的 结 点 相连 控 ,， 且 出 已 知 图 妃 满 足 相 民 福 条 件 , 因 
此 ,在 具有 互补 结 点 子 集 U| 和 如 ,的 偶 图 中 , 相 异 性 条 件 满足 ,由 
妇 钠 假设 一 UD, 对 U; 的 匹配 能 被 梅 造 出 来 , 现 假 设 具 有 互补 结 点 子 
集 T = 一 00,( 其 中 #71 = 9 一) 和 US =VV, -UUs 的 偶 图 不 满足 
相 异 性 条 件 , 抒 有 某 六 gk。 存在; 使 得 某 一 大 结 点 集 友 EUVT， 
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其 中 的 结 点 仅 和 1 由 必 <K 个 结 点 和 连接 . 于 是 ,， 集 CU 是 Yi 
中 具有 有 Ko+ 个 结 点 的 一 个 和子 集 ， 这 些 结 点 和 YY 中 加 + 并 < + 到 
个 结 点 相连 接 ， 这 名 满足 相 异 性 条 件 相 矛盾 。 因 而 ， 具 有 互补 
结 点 子 集 U1 和 U3 的 个 图 必 满 足 相 异性 条 件 ， 因 此 ， 能 构造 出 一 
个 Uf 对 上 i 的 匹配 。 丙 于 =1UUDI， YY =DUUL， 这 就 宅 
了 一 到 对 Yi 的 匹配 的 构造 。 定 理 证 完 .。 

下 一 定理 给 出 了 一 偶 图 存在 匹配 的 一 个 充分 条 件 ， 但 不 是 必 
”要 的 。 该 条 件 对 人 尾 六 给 出 的 偶 图 能 极 容 易 地 进行 捡 验 ， 因 而 在 考 
察 较 为 复杂 的 相 异 性 条 件 之 前 ， 可 首先 考察 这 个 充分 人 条件。 

定理 8-1i 这 G 是 一 具有 互补 结 点 子 集 V | 和 Vs 的 人 图 ， 则 
全 具有 Vi; 对 YY; 的 上 配 的 充分 芭 件 是 :存在 某 一 整数 [>0， 

(i) 对 四 的 位 个 结 点 ， 至 少 有 + 条 边 与 其 相关 腾 

(iD 对 Vs 中 的 每 个 络 点 ， 殖 多 有 + 条 边 与 其 相关 联 。 

证 明 蔡 全 成交, 大 关联 于 了 中 具有 关 个 结 点 (KE= 2, +:， 
## 多 > 的 任意 子 集 的 迪 的 总 数 至 消 为 ki， 丙 (ii， 这 些 边 茎 少 必 须 
关联 于 WV 中 个 结 点 , 于 是 VI 中 的 每 个 结 虑 代 = 1,2, «ry#V 1) 
至 少 和 YY: 中 的 个 结 点 外 连接 。 轩 定理 8-10 可 知 如 有 Y 对 Y: 的 
匹配 。 证 完 。 

何如， 图 8-39 的 偶 图 渡 足 定理 8-11 的 条 件 (i) 和 (ij)， 其 中 
= 3。 因 此 月 匹配 。 
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定理 8-11 在 实际 生活 中 可 与 这 样 一 个 问题 相 联系 ， 即 “确定 
委员 会 主席 的 职 伍 门 题 "。 如 图 8-39 中 2,,9,,bs 可 看 作 是 三 个 委 
员 会 , 因此 Yi = {542,59} 是 三 个 委员 会 的 集合 ; TV, 中 与 vi(i = 
i, 2 3) 相 迹 接 的 结 点 可 看 作 是 该 委员 会 的 委员 ， 现 要 为 这 三 个 委 
员 会 挑选 3 个 主席 , 使 得 2 的 主席 必须 是 %i 的 委员 , 县 不 允许 一 
个 人 兼任 一 个 以 上 委员 会 的 主席 ， 这 实际 上 就 是 寻找 一 个 从 委员 
会 的 集合 了, 到 所 有 委员 会 的 委员 的 并 集 V。 的 一 个 匹配 。 按 照 定 
理 8-1， 如 果 存 在 一 整数 :之 0， 使 得 每 个 委员 会 至 少 有 上 个 委 
员 ， 而 每 个 人 至 多 失 能 是 t 个 委员 会 的 委员 ， 则 委员 会 的 主席 职 
位 问题 是 可 以 解决 的 。 


8$8.7 平面 图 


我 们 常 将 图 用 平面 上 的 一 个 图 解 来 表示 ， 可 以 发 现 ， 将 图 闸 
在 平面 上 时 人 允许 边 在 结 点 之 外 的 其 他 点 相交 将 是 方便 的 ， 有 时 甚 
至 是 必要 的 。 我 们 称 相交 的 边 是 相互 变 灵 的 边 。 例如 图 8-40 (oa) 
中 过 1 24 与 impsy 交叉 ， 壹 边 {abee 与 记 刘 ps、{aso 分 
别 次 飞 。 


| 
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图 8-40 
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定义 8-16 车 一 个 图 殷 能 古 于 平面 上 而 边 无 任何 交叉 ， 则 称 
图 如 为 平面 图 。 否 则 称 图 殷 为 非 平 面 园 。 

图 8-40(@) 是 平面 图 ， 因 为 它 能 画 成 如 图 8-40tb) 所 示 ， 没 
有 任何 交 久 。 

显然 ， 关 且 仅 半 一 个 图 的 每 个 分 图 都 是 平面 图 时 ， 这 个 图 是 
平面 图 ， 所 以 ， 在 研究 平面 图 的 人 性质 时 ， 具 要 研究 过 运 的 平 厨 疼 
就 可 以 了 、 我 们 约定 本 节 中 所 谈 的 图 都 是 连通 的 。 

设 妇 是 耐 竹 平面 上 的 一 图 ， 0 = byseebyeepsveo2 是 局 中 
的 任 一 坏 。8 = vn03 和 =2 mw4 是 侣 中 任 二 无 公共 结 点 的 真 
路 (参见 图 8-41， 它 显示 了 各 籼 可 能 的 画 苇 )， 可 坝 看 出 ， 当 且 仅 
当 & 和 a' 两 者 都 同 在 0 的 内 部 或 外 部 时 , # 与 & 交叉 . 这 一 简单 的 
事实 对 用 观察 芒 来 证 实 一 给 出 的 图 是 非 平面 图 时 常 是 很 有 用 的 。 
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图 8-41 


例如 ， 一 电 有 路 的 组 成 如 下 :， 它 有 各 包含 三 个 结 点 的 责 个 党 
合 ， 其 丰 一 个 集合 的 每 一 个 结 点 将 用 导线 和 另 一 个 集合 的 所 有 结 
点 相连 接 (参见 图 8-42 (@) )， 间 是 否 可 以 安置 电路 第 导 线 互 不 交 
叉 {避免 交叉 对 “ 印 己 电路 ”来 说 是 有 实际 意义 的 )? 显然 ， 这 个 
阿 题 等 价 于 类 宏图 8-42(0)y 所 示 之 图 是 溃 是 一 个 平面 图 。 注意 到 
图 中 有 一 坏 Gv 和 这 {vs vss {ey 23j 及 {Vv}, 
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这 些 边 的 每 一 条 要 人 么 在 ao 肉 ， 要 么 在 外 ， 因 此 尝 三 条 迪 中 奎 少 
有 两 条 在 z 的 同一 边 , 因而 这 图 是 非 平面 图 (参见 图 8-42(b)), 牙 
该 电路 无 法 安置 为 光 交 及 


人 一 
bl # ! rT oo 
Dy BD) 2 一 了 v3 


(sy 


图 8.42 


没 忆 是 一 个 平面 图 ， 和 图 的 边 所 包 国 的 一 个 区 域 ， 其 内 部 既 不 
合 图 的 结 点 ， 世 不 含 图 的 边 ， 这 样 的 区 域 称 为 万 的 一 个 面 。 耐 的 
边界 就 是 包围 该 面 的 各 边 所 构成 的 回路 , 如 果 面 的 面积 是 有 限 的 ， 
则 称 该 面 为 有 限 面 ， 如 采 面 的 面积 是 无 限 的 , 则 称 该 面 为 无 限 面 ， 
对 于 每 一 个 平面 图 ， 恰 有 一 个 无 限 杆 ， 若 克 个 面 的 边界 至 少 有 一 
条 公共 边 , 则 称 这 两 个 而 是 相 才 的; 
可 则 称 这 两 个 面 是 不 相 驾 的 。 

例如 图 8-43 中, 面 F, 与 F,, FF 
与 Fs 是 相 邻 的 ， 但 FF, 与 Fs 是 不 相 
分 的 。 面 F, 是 无 限 面 , 其 它 的 面 都 


是 有 限 面 。 
定 玛 8-12 设 避 是 一 连通 的 平 
面 图 ， 则 有 ! 
n-m+t+k=2, (8-1) 图 8"43 
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这 里 ,Pt 到 分 澡 汪 计 如 节 结 点 数 、 边 数 和 面 数 (包括 无 限 面 )， 
t 人 式 。 

证 明 “: 太 丰 激 天 进 打 归纳 ? 

演 天 = 上 时， 安 申 不 合肥 环 ， 苓 为 一 棵 树 ， 由 定理 8-6 有 m=h 
一 J， 以 有 nn 一 k=R- 人 9- 1; +1=2，。 定理 成 立 。 

设 定理 对 涯 上 一 1 个 新 的 不 有 这 通 的 平 而 赂 怠 立 ， 而 妇 是 有 上 大 
个 面 的 一 个 连 送 前 字面 加 ，K 大 3， 于 是 如 至 少 有 一 个 环 。 支 掉 殷 
抽 一 个 环 直 的 一 - 条 边 e ， 只 GG = (VY,EE~ {e}} 是 还 通 的 ，G 有 
下 ~- 个 和 而. 下 一 : 亲 边 。 出 内 细 假 注 # 一 9 下 + Ck 一 1 人 =2， 即 
nik=2, 因此 定理 成 s,s 

定理 8-13 在 有 两 茶 或 多 多 条 边 阳 什 何 广 通 的 平面 图 GG 中， 


有 6。 
证 明 当 识 =? 有时， 内 为 G 是 简单 图 ， 必 无 环 ， 所 以 =3， 
上 式 或 %Y。 


当 吏 之 2 时 ， 我 们 计算 每 一 个 面 的 这 界 中 的 边 数 ， 然后 计算 
各 个 看 的 边界 的 边 数 的 总 科 。 因 为 忆 是 简单 图 ， 所 以 每 个 面 由 三 
条 或 览 多 条 边 赎 成. 按照 这 样 计算 , 各 面 的 总 边 数 大 于 或 等 于 3k. 
另 一 方面 ， 风 为 一 条 边 至 多 在 两 个 画 的 边界 中 ， 所 以 上 述 计算 的 
总 边 数 小 于 或 等 于 2m, 因此 有 3m 之 3k， 即 过 m>> 根据 欧 拉 公 
式 ， 我们 有 


4 ;人 h 这 2 (8-2》 
或 m3 — 6 (8-3} 
证 完 。 


利用 上 述 结论 ， 我 们 可 以 证 明 
图 8-44 不 是 平面 图 因为 在 这 个 图 
中 ， 站 =5， 必 =10， 不 请 是 (8-3) 中 
的 不 等 式 ， 图 8-44 


同样 可 以 证 明 ， 芽 8- 4 
也 不 是 平面 疼 ( 注 意 , 图 8-45 
和 图 8-42 表示 局 个 图 )。 
因为 ,如 果 这 个 图 是 平面 图 ， 
又 由 这 个 赂 是 倡 图， 所 知 每 
个 面 必 由 4 条 或 更 多 条 边 图 
成 。 因此 ，(8-2) 式 中 的 不 | 
等 式 变 为 区 45 


声 mon ~ 4, (8-4) 


但 图 8-45 中 ，R =6，m=8， 江 不 满足 (3-4} 中 的 不 等 式 。 

虽然 欧 拉 公式 有 时 可 用 来 判定 菏 一 个 图 是 非 平面 图 ， 但 在 公 
式 的 这 种 应 章 中 ， 对 于 包 售 较 多 的 结 点 和 过 的 图 ， 这 个 证 明 将 变 
得 很 复杂 , 下 面 孝 述 的 库 拉 托 斯 基 ( 攻 bratowski 定理 明确 地 给 出 
了 淹 定 一 个 图 是 平面 图 的 必要 充分 条 件 。 

如 果梨 图 8-46 ta) 那样 ， 在 图 的 过 上 插入 一 个 新 的 次 数 为 2 
的 结 点 ， 使 一 条 边 分 成 两 条 边 ， 或 者 如 图 8-46 <5) 所 示 ， 对 于 两 
条 关联 于 一 个 次 数 为 2 的 结 点 的 边 ， 去 掉 这 个 结 点 ， 将 两 条 边 合 
并 成 一 条 边 ， 图 的 平面 性 显然 不 受 影响 ， 由 此 我 们 给 出 下 曾 的 定 


古 
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轩 8-4 


义 ， 如 果 两 个 图 G1 各,， 它 们 是 同 构 的 ， 或 天 通过 反复 插入 和 
量 除 次 数 为 2 的 结 点 ， 它 们 能 变 成 同 构 的 图 ， 则 称 图 G1 和 G; 在 
次 数 闹 2 的 结 点 内 同 物 .例如 图 383-4600) 的 两 个 图 是 在 次 数 为 2 的 
结 点 内 疝 构 交 ， 

定理 8- (Kuratowski 定理 ) 一 个 图 是 平面 图 的 必要 充分 
条 件 是 它 不 包含 任何 在 次 数 为 2 的 结 点 内 和 图 8-44 中 的 图 或 图 
8-45 中 的 图 同 构 的 子 图 ， 

这 个 定理 的 证 明 虽 然 是 基本 的 ， 但 是 很 长 ， 故 党 略 [ 注 ]。 

构成 一 单个 坏 的 图 称 为 封闭 折线 .一 封闭 折线 图 是 一 平面 图 ， 
可 归纳 地 定义 如 下 ， 

(基础 ) 一 封闭 折线 是 一 封闭 折线 图 。 

《归纳 步 ) 设 G= (V,E} 是 一 封闭 折线 图 ， 又 设 & = PiviV, ,ee 
9ic9 为 不 与 局 交叉 的 任 一 真 路 (长 13>1), 其 中 ,v1EV， 但 vw 
VT=1,201 一 1}， 开 公 由 GG 和 a 组 成 的 图 , 见 图 从, ,其 
中 


到 = VY U {is Bis ny wisa)s 
FB 兰 EU { {is Di}s {es vi}, 是 {Bs 1 }s 
也 是 一 封闭 折线 略 。 


由 封闭 折线 图 的 定义 
可 知 ， 它 是 一 平面 图 《可 
能 为 多 重 图 ， 因 为 长 为 2 
的 环 是 允许 的 ) ,图 8-47 是 
一 封闭 折线 图 的 例 。 

给 出 一 具有 面 Fi, Ps， 
,Ps (包括 无 限 面 ) 的 封 四 47 
闭 折线 图 G。G 的 对 从 图 


[ 注 ] Kuratowski 定理 的 证 明 可 参看 ，[ 法 ] C; 内 尔 热 著 ， 李 修 肤 译 ，: 图 的 
理论 及 其 应 用 ? ， 上 海 科学 技术 出 版 社 〈1963 年 )。 
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肆 是 这 样 的 图 , 它 可 内 侣 按 下 法 得 到 ， 对 避 的 全 一 面 F; 指定 一 结 
硬 玫 给 如 对 中 Fi 和 Fj 公 共 的 每 -~ 条 边 , 指定 一 边 人 fi,1;! 给 
疡 。 也 就 是 右 系 一 绩 点 1 于 面 F; 内 ， 并 用 连接 六 和 ;的 边 分 别 
交 久 和 Fi 的 每 -条 公 革 边 ， 秆 可 得到 加 的 对 俩 网 千 。 网 g-48 
给 出 了 一 攻 闭 折线 色 【 记 线 ) 和 它 的 对 僵 图 ( 认 线 )， 电 这 种 攀 成 
方法 不 难看 出 ,每 一 封 半 折线 网 的 对 个 图 也 必然 是 一 震 闭 折线 圈 。 
而 且 ， 若 5 是 GG 的 对 侣 笑 ， 央 也 赴 & 的 对 侦 图 ， 
用 类 似 的 方法 也 可 定义 平面 图 的 对 偶 图 。 


图 8-48 


一 图 避 , 若 其 对 侦 图 8& 闻 构 于 GG， 则 称 其 为 自 对 侦 图 . 图 8-49 
给 出 了 一 自 对 伪 图 的 例 . 


‘70 


与 封闭 折线 图 有 关 的 一 著名 问题 是 俯 鱼 猜 想 ” 问 题 ， 旭 每 
一 封闭 折线 图 能 用 4 炎 不 同 的 颜色 素 着 鱼 ， 使 任何 两 个 相 令 的 证 
(包括 无 限 面 } 具有 厅 同 的 车 色 。 这 个 问题 提出 于 上 一 世纪 中 期 ， 
经 过 许多 数学 家 的 和 努力， 终于 在 1976 年 为 爱 普 尔 (K. 工 Appel)， 
黑 肯 (W. Haken) 和 考 西 ,下 och)》 利用 电子 计算 机 的 帮助 得 到 
了 证 朋 。 在 探求 这 -… 和 | 题 证 有 明 的 济 长 过 程 中 ， 获 得 了 图 论 和 有 关 
领域 中 许多 重要 的 成 果 ， 


38.8 有 向 图 


类 似 于 无 向 留 ， 这 里 所 说 和 的 有 向 图 是 挫 简 单 有 向 图 ， 冯 它 隐 
没有 长 度 为 1 的 环 ， 叉 没有 多 重 边 。， 有 向 图 和 无 向 图 更 区 别 在 于 
有 商 图 中 边 集 三 是 Y 中 不 周 苑 素 的 有 序 对 偶 的 集合 。 在 图 解 上 ， 
我 们 用 一 个 由 结 点 %; 指 向 v0; 的 箭头 表示 边 (os ,而 用 相反 方向 
的 第 头 玫 未 边 (Wj, 0 。, 例如, 图 83-13 显示 的 是 有 向 图 G = CV, EE)， 
其 中 V= {VV Vs D4 jyE= { Cs Ca) O19 O07 CO OL Css PL) 
《osy C2), CVss V4.) ]。 : 

和 无 向 图 一 样 , 有 向 图 也 能 用 相应 的 丢 接 矩阵 起 = [oii 站 se 表 
示 ， 其 中 


1 车 (9127) 全 EE， 
“0 和 否则， 
但 这 里 A 不 一 定 关于 主 对 前 线 对 称 。 例如 ， 图 8-13 的 有 向 图 全 
的 邻接 箱 阵 是 


i 三 


ee 
[一生 
已 忆 忆 总 
[一 重量 一 和 时 一 下 
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如 果 在 有 向 图 G = (Y, B) 的 图 解 中 ， 人 允许 有 长 度 为 1 的 环 出 
现 ， 即 多 许 互 中 有 相间 元 素 的 有 序 对 做 出 瑰 ， 则 有 向 图 G=(Y， 
E) 的 图 解 表示 实际 上 就 是 定 久 在 结 点 集 Y 上 的 二 元 关系 召 的 关 
系 图 ，G 的 邻接 息 阵 4 就 旦 结 点 集 了 上 二 元 关系 互 的 关系 和 矩阵. 

设 日 各 G 是 两 个 分 别 且 有 结 点 集 Y 和 下 ' 的 有 向 图 ， 若 存 
在 -一 个 双 射 天 ，Y->VY7 ， 当 是 仅 当 (vi,3)) 是 对 的 边 时 ， 全 (人 
hw)) 是 G 的 边 ， 则 称 全 同 构 了 于。 如 同 无 向 图 -- 样 ， 癌 构 的 
有 向 图 除 可 能 结 点 的 标记 不 一 栏 和 外， 共 他 完全 是 相同 的 ， 

有 疝 图 中 的 子 图 、 真 子 图 和 生成 子 根 与 无 向 图 中 的 相应 术语 
有 完全 相同 的 含意 ， 

如 $8.5 中 所 指出 的 ， 霄 在 无 向 图 的 闻 路 、 回路 、 雇 路 和 环 的 
定义 中 ， 用 “有 向 路 ”来 代 楚 “ 咯 ”"， 我 科 就 得 到 有 市 图 中 这 些 相 
应 术语 的 定义 。 

在 有 向 图 中 ， 若 存在 一 条 从 结 点 2 到 结 点 s, 的 有 向 路 。 旭 称 

从 全 到 9 是 可 达 的 。 若 从 结 点 册 到 由 是 可 达 的 ， 则 从 岂 到 ?的 
路 中 必 有 一 条 最 短 的 路 ， 我 们 称 它 为 从 * 到» 的 短程. 短程 的 长 
度 称 为 是 从 vi 到 2 的 是 需 ， 记 作 如 to 。 对 于 有 向 图 来 说 ， 从 
结 点 2; 到 9; 是 可 达 的 ， 并 不 沪 味 着 信 2 到 是 可 达 的 ， 即 使 
和 pw, 是 相互 可 达 的 ，d (vi;5 让 也 不 一 - 定 等 十 40w1,#,)， 
在 一 个 有 疝 图 中 ， 如 果 略 去 边 的 方向 ， 将 其 看 作 光 疝 图 上 对 它 
是 连通 的 ， 则 称 这 个 有 向 图 是 弱 连 通 的 。 如 果 任 何 渭 个 结 点 ww 和 
中 至 少 有 一 个 由 另 一 个 出 发 是 可 达 的 ， 出 称 这 个 有 向 图 是 单 向 
连通 的 。 如 果 和 任何 两 个 结 点 ;和 wi; 都 是 相 开 可 达 的 ; 旭 称 这 个 有 
向 图 是 强 连通 的 。 显 然 ， 强 连通 的 有 | 站 图 是 单 向 连通 的 ， 单 向 过 
通 的 有 向 医 是 弱 连 通 的 。 为 了 简单 起 见 。 弱 癸 递 的 有 向 图 有 时 就 
称 为 是 运 各 的。 

例如 ， 图 8 .650 中 (a) 是 吝 连 通 的 ， (b) 是 单 向 连通 的 ， 但 不 
是 强 连 通 的 ，(6) 是 弱 连 通 的 ， 但 不 是 单 向 连通 的 。 
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玉 


二 一 一 “mm 一 ， 


{oy 人 tey 
图 8-50 


由 连通 性 了 的 不 问 定 尖 ， 有 向 图 G 有 三 种 类 型 的 分 图 ， 强 分 
图 、 单 向 分 图 和 弱 分 围 。 疡 们 分 别 蚌 安 中 的 极 大 强 连 通 子 网 、 极 
大 单身 连 遂 子 图 和 极 大 弱 连 通 子 图 。 不 难看 由 ， 有 向 儿 的 每 一 个 
结 点 和 每 一 条 这 帮 给 处 于 一 个 强 分 图 中 。 但 对 于 单 向 分 疝 和 强 分 
图 , 情况 就 纱 较 复杂 . 有 向 图 的 两 个 单 疝 分 图 可 能 有 公共 的 结 点 ， 
也 可 能 还 有 公共 的 过 ， 面 每 个 结 点 和 每 条 边 至 少 属于 一 个 单 向 分 
图 例如， 图 8-51 中 的 有 向 几 有 其 个 单 向 分 图 ， 它 们 的 结 点 集 分 
别 为 {vw} 和 459s194}。 相反 ， 一 个 有 向 图 的 两 个 强 分 
图 是 没有 公共 绪 点 的 ， 每 个 结 点 都 总 于 一 个 强 分 图 。 但 可 能 有 的 
边 不 属于 任何 强 分 图 。 图 8-51 的 有 向 图 有 4 个 强 分 图 ， 每 个 强 分 
图 都 只 有 一 个 结 点 ， 从 而 每 条 边 部 不 属于 任何 强 分 图 。 图 3-52 的 
有 向 图 有 3 个 强 分 图 ， 它 们 的 结 点 集 分 别 为 {V1 53, V3 04)}，。 {Ys 
vorv va} {vn}. 

对 定理 8- 和 生理 83-2 的 证 明 略 作 修 改 即 可 推广 到 有 向 图 。 
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定理 8-15 设 侣 是 具有 结 点 党 Y = {1 pos “on 的 有 向 罗 ， 
且 从 结 点 5, 到 %; 是 可 达 的 避 ; 寺 % 闻 ， 则 其 短程 是 一 条 长 度 不 大 于 
fi 一 1 的 真 路 . 

推论 ” 设 G 是 有 具 让 nt 个 结 点 的 有 向 图 ， 则 G 中 尾 一 环 的 长 度 
不 太 于 nh. 

定理 8-16 设 G 是 具有 结 点 代 人 9,, 吕 ;os 和 邻接 矩阵 各 
的 有 疝 图 ， 则 有 AQ=1,2;…) 的 (i 门 项 元 素 0;; 是 从 9, 到 2; 长度 
汐 1 的 有 向 路 的 总 数 . 

同样 ， 定 理 8-3 利 定理 8- 4 也 可 推广 到 有 向 图 。 

定理 8-17 一 个 注 通 的 有 向 图 G 具有 网 拉 回 路 的 充 要 条 件 
是 G 的 每 一 个 结 点 的 引入 次 数 和 引出 次 数 相等 ， 一 个 连通 移 有 向 
图 G 具有 欧 拉 路 欧 充 并 条 件 是 除 两 个 结 点 外 ， 每 一 个 结 点 的 引 人 
次 数 等 于 引出 次 数 ， 对 于 这 两 个 结 点 ， 一 个 结 点 的 引入 次 数 比 它 
的 引出 次 数 太 1， 另 一 个 结 点 的 引信 次 数 比 引出 次 数 小 1 

在 有 向 图 中 ， 两 条 边 他 ,2 六 入 ;, 2D 浆 为 边 的 一 个 对 穆 
对 。 没 有 对 称 对 的 有 向 图 称 为 定 息 图 。 例 如 ， 将 一 个 无 向 图 避 的 
各 条 边 随 意 取 定 一 个 方向 ， 就 构成 一 个 定向 蜀 ， 若 他 = (Y,B) 是 
一 个 有 疝 图 ， 间 对 于 任意 两 个 不 网 的 结 点 ?VEV， (vi9;) 和 


(pp ) 中 恰 有 一 个 在 FE 中， 则 称 G 是 一 个 竞赛 图 ， 一 个 无 向 完 
全 图 藤 定 向 是 一 个 竞赛 图 。 一 6 
有 向 图 G 的 真 生成 路 是 指 通过 


G 的 每 个 结 点 怡 好 -一 次 的 一 条 
有 向 足 。 例 可， 图 8-53 中 玖 路 
294269a210: 是 一 嘉 生 成 路 . Ds 5 
定理 8-18 每 一 竞赛 图 G 
= (V ,EF) 有 一 真 生 成 路 。 > 
证 明 《对 #Y 进 行 归纳 ) 图 8-53 
当 #Y=1 和 #YyY=2 时 ， 定 理 显然 成 立 。 
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假设 定理 对 所 有 天 个 结 点 的 竞赛 图 都 成立， 并 设 G 是 一 个 ! 4 
有 结 点 集 了 = {scornmvirt} 的 党 赛 图 ， 令 Ge 法 小 未 具有 嫩 点 癌 
y- fo 的 图 G 的 竞赛 子 图 ， 由 吕 纳 假 逐 G, 有 一 真 生成 赔 ， 法 
为 有 ep (os ooeyeaas 交 一 iovri)， 那 么 ， 富 或 包含 有 这 
(psi)》 识 包 含有 边 9410， 若是 前 一 情况 . 网 wnvim 
gi 是 如 的 一 真 生 成 除 。 在 后 一 
情况 下 ， 令 是 使 (vir i,) 
为 GG 的 一 条 边 的 最 小 整数 ， 则 
ODE Di iy 是 G 
的 一 真人 生成 路 { 参 周 的 $-5). 
如 果 不 齿 在 这 样 的 7 则 ,2 ,60** 
sisais1 是 如 的 一 走 和 下 成 路 。 于 
是 ， 在 所 有 的 情况 下 盛 有 -~ 真 
生成 蹄 ， 证 沈 。 
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按照 定理 8- 18 的 证 明 中 所 提供 的 方法 ， 竞 赛 图 8-53 中 的 真 生 
成 路 可 如 图 8 55 所 示 的 步 又 来 决定 。 

其 有 nn 个 结 点 的 这 赛 图 ， 可 以 看 作 是 n 个 选手 ， 他 们 中 的 每 
个 选 宪 做 次 和 其 他 每 个 选 于 进行 要 项 比赛 ,选手 *; 和 wi 他 的 一 场 
比赛 , 荐 %; 是 优胜 者 ， 则 由 边 (vi5.) 表示 (不作 许 平 局 ) 。 竞 赛 
贸 中 的 一 识 生 成 路 意味 着 有 可 能 按 菏 种 次 序列 出 个 选手 的 名 
次 ， 例 如 图 8 .55 中 ， 该 次 序 是 waosaspizs， 邯 ws 是 最 好 的 选手 。 
但 这 样 推出 的 结论 是 不 合理 的 .内 为 它 没有 考官 选手 取胜 揭 次 . 数 
例如 加 取胜 3 次 ，2s 识 铺 胜 一 人 次， 但 5 却 鹤 认 为 是 比 25 好 的 造 
手 ，、 


可 县 


1、 图 8-56 所 示 之 图 有 是否 同 构 于 玫 38-5? 


图 8-56 


2、 图 8-57 中 所 给 出 的 两 个 8 结 点 图 是 否 同 板 ?证 明 体 的 回答 ， 


276。 


3S。 证 试 明 在 任何 周 中 夺 次 数 结 中 的 个 数 是 俩 数 。 
&。 设 好 巧 具 有 4 个 结 志 的 完全 国 。 
(如 有 多 少 个 子 图 ? 
《27 宫 有 多 上 少 个 生成 于 图 ? 
(3) 如 采油 有 任 们 两 个 子 图 是 同 枸 的 ， 财 避 的 子 图 沾 娄 是 
多 少 ? 请 将 这 些 子 国 宰 造 出 玉 。 


| 二 3 
5。 在 图 8-58 中 找 出 其 所 有 的 真 路 
和 环 。 访 网 是 否 自 含有 分 离 边 ? 
6。 了 本 石和 由 令 接 拭 阵 
1 0 1 0 23 bs 
hE 0 0 0 图 8-54 
A=|! 0 0 8 人 丫 
Lo 0 0 0+ 
| 1 站 站 站 1 7 
有 


输出 ， 蝇 是 否 是 连通 的 ? 

7。 试 证 明 ， 图 避 的 任 一 条 边 ， 著 其 不 是 分 离 边 ， 刚 涛 出 瑰 手 
侣 中 的 菜 一 环 里 。 

8。 试 证 明基 图 局 的 大 一 结 点 的 次 笋 为 3， 则 全 的 每 一 分 图 
均 将 包含 一 环 。 

9。 落 图 中 的 补 图 同 构 于 轧 ， 刚 
称 个 为 自 补 图 。 试 和 证明 图 8-59 有 是 自 
补 图 。 你 能 否 找 到 其 它 5 结 点 的 自 
补 图 ? 

10, 设 入 为 县 有 人 个 结 点 的 图 局 
的 镶 接 给 阵 。 试 证 有 明 。 若 口 肥 哈密 
辆 环 ， 则 A" 的 主 夺 角 铬 非 零 。 并 
证 明 该 命题 的 过 命题 并 不 成 立 。 图 #-5， 
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11。 已 知 关 于 人 员 gbycsdye 了 了 和民 的 下 述 事 拓 3 

a 说 英 话 ， 及 
说 英语 和 国有 班 禾 语 ， 
说 笑语 , 启 大 利和 证 和 履 语 3} 
说 日 语 和 廿 班 牙 语 ， 
说 本 语 和 意大利 语 ， 
说 法 语 、 上 日 语 和 俄语 # 

8 说 法 语 和 德语 ， 

试 阅 ， 上述 七 人 中 是 否 任 意 王 作者 能 交谈 (如果 必要 ， 可 由 其 余 
五 人 中 所 组 成 的 译员 链 基 入) 

12。 斌 从 图 8-60 中 找 出 一 条 欧 扩 回 酷 。 

13。 斌 从 图 8-61 中 找 宰 一 条 菊 扩 路 。 

14, 图 8-62 显 示 了 个 图 ， 试 判定 哪个 是 欧 拉 图 ， 哪 个 是 哈密 
里 图 。 在 各 适当 情 况 下 描 出 欧 拉 回路 和 哈密 邮 钙 。 


sh 
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15。 某 流 动 信 请 员 居 住 在 4 城 ， 打 茵 直销 b,c,8 城 后 返回 828 城 ， 
著 访 四 城 间 的 距离 如 图 8-63 所 示 , 工 找 出 完成 庐 荫 行 的 景 般 路 线 ， 


图 8-68 


16. 构造 豆 不 同 构 的 所 有 五 结 点 蜀 树 。 

17。 斌 证 明 当 且 组 到 图 后 中 的 每 一 条 按 圭 为 分 澳 边 时 ， 转 他 是 
树 标 。 1 

18。 设 各 是 一 连通 图 ， 其 中 边 e 关 联 于 嬉 点 ua。 试 证 明 落 加 的 
次 数 为 1， 则 招 的 震 一 生成 栓 均 包含 ee 

1419。 试 证 明 过 通 图 加 的 任 一 这 是 他 的 某 一 生成 树 芍 梳 。 

20。 证 明 或 反 驶 下 一 结论 ， 连 表 园 白 的 人 性 一 过 为 他 的 某 一 生成 
树 的 纺 。 

21。 试 证 明 具 有 mh 条 边 的 连通 图 嫩 多 其 有 +1 个 结 点 ， 

292,1 个 结 点 的 完全 图 的 环 秩 是 多 少 ? 

233, 构造 图 3-64 的 生成 桂 ， 它 的 环 科 是 多 少 ? 
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24, 分 别 用 光 报 、 中 根 和 后 根 的 次 序 通过 图 8-31 中 的 二 元 树 
了 7 
25。 用 二 元 树 表示 图 8-29(q) 中 的 有 向 衬 。 
26, 语 举 例 说 明 :， 仅 一 个 结 点 的 引入 凑 数 是 0， 而 其 它 所 有 结 
点 的 引入 次 数 是 工 的 有 向 图 不 一 定 是 有 向 衬 。 
27。 根据 有 向 图 的 剑 接 起 阵 ， 如 何 确 定 它 是 否 是 有 向 树 ? 如 果 
它 是 有 向 材 ， 如 何 确 定 它 的 概 和 绪 止 疆 点 ? 
28。 已 知 关于 人 员 ob evese 和 了 的 下 述 事实 
a 说 汉 话 、 法 语 和 日 语 ; 
B 说 楼 语 、 日 说 和 全 语 } 
.C5 说 英语 和 法 语 ， 
说 没 语 和 旺 班 牙 话 ， 
e 说 英语 和 村 语 ; 
f 说 候 语 和 西班牙 语 。 
试问 :能 否 糊 这 六 个人 分 成 两 组 , 个 
间 一 组 中 没有 两 个 人 能 至 相交 谈 ? 
29, 图 8-65 是 否 为 惯 图 ?若是 , 找 
出 它 前 五 补 结 点 集 ， 图 8-65 
30。 对 图 8-66 所 示 之 偶 图 
(1)》 说 明 “ 条 件 ?( 党 理 8-11) 是 满足 的 。 
(2) 说 明 “ 相 异性 条 件 ” (定理 8-10)》 是 满足 的 ， 
(3) 构造 一 YY 对 :的 匹配 ， 


3 名 出 六 个 结 点 的 所 有 非 平面 图 ， 使 没有 两 个 图 是 相互 同 构 
的 。 
32, 用 定理 8-14 证 明 图 8B-67 是 非 乎 面 图 。 
33。 构造 图 8-68 所 示 之 图 的 对 司 图 。 


图 8~67 图 8-68 


34, 试 证 明 若 一 ti,Mm) 图 是 友 对 惕 的 ， 则 册 =204 一 了 ， 

35. 用 3 种 颜色 着 名 图 8-69 之 图 , 使 没有 两 相 令 的 面 ( 和 包括 无 限 
面 ) 具 有 相同 的 颜色 。 

36。 在 图 8-70 所 示 之 竞赛 图 中 找 出 一 真 生成 路 。 


图 8-69 


,281 。. 


第 九 童 数理 逻辑 


数理 逻辑 是 用 数学 的 方法 研究 思维 规律 的 一 门 学 科 。 由 于 它 
使 用 了 一 套 符号 简洁 地 表达 出 各 种 推理 的 逻辑 关系 ， 因 此 数理 退 
辑 一 般 又 称 为 符号 逻辑 。 数 更 兆 辑 和 电子 计算 机 的 发 展 有 辣 密 切 
的 联系 ， 它 为 机 器 证 明 、 息 动 程序 设计 、 计 算 机 辅助 设计 等 计算 
机 应 用 各 理论 研究 握 供 必要 部 理论 基础 、 

在 这 一 总 里 ， 我 们 介绍 数理 地 辑 最 基础 的 内 容 ， 从 自 的 推导 
的 角度 介绍 命 古 演算 和 请 河 演 算 两 个 部 分 ， 


(一 ) 命题 演 并 


$9.1 命题 和 和 命题 公式 


语言 的 单位 是 甸子 。 色 子 可 以 分 为 疑问 名 、 祈 使 急 、 感 股 馈 

所 际 记名 等， 其 中 只 有 陈述 句 能 分 辨 真 刍 。 别 种 多 子 , 如 千 问 人 名、 
祈 使 名 等 ) 无 所 滑 塌 假 。 在 数理 沁 辑 中 ， 我 们 把 每 个 能 分 辨 正 假 
的 陈述 色 称 作 是 一 个 命题 。 习惯 上 ， 合 题 用 大 写 的 拉丁 字 坪 A、 
有 BB、…， 让、 口 、… 或 者 带 有 下 标的 大 写字 母 来 表示 、 测 如 ， 王 面 
的 三 个 甸子 都 是 命题 ， 训 分 别 用 太 、B 和 CC 和 表示， 

4: 海洋 的 面积 比 陆地 前面 积 大 。 

B: 三 角形 的 三 内 舟 和 小 于 180°。 

人 2 二 2 5。 

以 上 这 些 语 司 的 内 容 昌 然 各 不 相同 ， 但 它们 帮 可 以 分 辨 其 真 
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假 ， 例 如 ， 命 题 4 是 正确 的 ， 也 就 是 “ 真 ” 的 ， 而 命题 B 和 0 都 
是 不 正确 的 ， 也 就 是 “ 假 ”前 。 

我 们 用 真 值 来 描述 命题 是 真 或 是 恨 。 如 果 一 个 命题 是 真 的 ， 
我 们 就 说 它 的 真 值 为 走 ， 用 “1 ”表示 ， 如 果 一 个 命题 是 假 的 ， 
我 们 就 说 它 的 真 值 是 假 ， 用 “0 ”站 示 . 

需要 提醒 注意 的 是 ， 一 个 句子 本 身 是 坎 能 分 辨 让 创 与 我 们 是 
香 知 遵 它 的 真 假 是 两 回 事 。 世 就 是 说 ， 对 于 一 个 句子 ， 有 有 时 我 们 
可 能 无 法 判断 它 的 真 候 ， 但 这 个 尼子 本 身 却 是 有 起 急 的 。 例 嫩 ， 
“1962 年 2 月 3 日 晚 武汉 市 新 华电 影院 曾 放映 了 国产 故事 片 “ 自 
毛 女 ”。 这 是 对 过 去 的 事情 进行 的 判断 ， 昌 然 我 们 一 时 很 难 分 办 
它 的 走 候 ， 但 这 句 话 本 凋 是 有 其 走 候 的。 如 果 能 查 到 当天 武汉 市 
的 报纸 ， 那 么 这 避 话 正确 与 否 就 不 难 确 定 了 ， 

正如 前 面 所 说 ， 并 非 所 有 的 句子 都 是 命题 。 例 如 ， 下 面 的 多 
于 都 不 是 命题， 

(1》 你 到 哪里 去 ? 

{2) 你 快 起 来 晨 我 走 友 。 

(3》 殉 ， 我 的 天 哪 | 

前 面 所 列举 的 三 个 命题 都 是 最 简单 的 命题 。 在 语言 学 中 ， 它 
们 都 基 简 单 句 。 在 数理 逻辑 中 ， 将 它们 称 作 是 原子 命题 (或 原始 
命题) 。 有 些 命题 是 由 几 个 简单 名 通过 连接 词 构成 一 个 复合 名 来 
表达 的 。 这 种 做 读 和 由 两 个 数 通 过 加 、 减 、 乘 、 除 等 运算 而 构 
造 出 一 个 新 数 ， 由 两 个 集合 通过 并 或 交 等 运算 而 构造 出 一 个 新 
集合 一 样 ， 构 造 新 句子 时 所 使 用 的 运算 就 是 语法 中 的 连接 词 。 例 
如 


了 DD: 他 焉 会 就 舞 ， 又 会 唱 欧 ， 

我 唱 欢 或 者 哆 舞 . 
F :如 果 你 去 教室 。 那 么 我 就 留 在 宿舍 。 
含 : m* 是 偶数 当 且 仅 当 水 是 息 数 ， 
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都 是 一 些 用 复合 句 表述 的 命题 。 在 上 面 的 例 中 ， 便 用 了 连接 词 


下 面 我 们 定义 五 种 命题 联结 间 (或 称 命题 的 五 种 运算 )， 我 们 
将 会 看 到 ， 它 们 和 通常 语言 里 的 连接 词 是 有 所 不 同 的 ， 它 们 是 遂 
常 语言 里 的 连接 词 的 逻辑 抽象 。 营 干 个 原子 命题 通过 命题 联结 词 
而 构成 的 新 命题 称 作 是 复合 命题， 

| 否定 人 : 

设 PP 是 一 个 命题 ， 利 用 “--* 和 PP 级 成 的 复合 命题 称 为 命题 
P 的 否 命 题 ， 记 秆 “一 P”。 当 命题 P 取 慎 为 真 时 ， 命 是 ~--P 取 
信 为 假 ， 当 命题 取信 为 假 时 ， 命 题 一 了 取 值 为 喜 。 “一 下 ” 读 
作 “ 非 P”, “--” 和 相当 于 普通 语言 中 的 “ 非 ?。 例如 ， 对 于 前 面 
的 命题 4， 命题 一 4 为 “海洋 的 面积 不 比 陆 地 的 面积 大 ”。 而 命 
题 C 的 否 命 是 一 CC 为 “2+2 芝 四， 坎 命 题 一 Tm 
P 的 取 值 也 可 用 如 下 的 一 个 青 来 定义 ， 这 种 。 一 一 一 一 
表 称 为 否 命题 一 P 的 “ 真 值 表 ”( 真 值 表 的 构 8 11 
造 尖 人 于 集合 的 成 员 玫 ) ， 1 | 9 
: 表 中 的 “1” 和 “0 “分别 表示 标记 该 列 的 命题 取 利 为 真 和 为 候 。 

2。 各 了 识 A 

设 P 和 0 是 两 个 命题， 从 P 、Q 利 用 一 一 [一 一 


Po| PAQ 
“人 2” 组 成 的 复合 命题 , 记 作 “P 八 8" ( 读 
作 “有 GD)， 称 为 含 取 式 复合 命题 。 ?0 9 
PA 的 取信 情况 是 ， 当 且 友 当 命题 P 1 
和 台 均 取 值 为 走时。 PAQ 才 取 值 为 真 。 1 ， 
因此 PAO 的 真 侍 形 如 右边 所 示 。 


“ 八 ” 是 通常 语言 中 “并 且 ”"，“ 玩 …… 又 ……” 的 逻辑 抽象， 
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例如 , 我们 用 D 和 D, 分 别 流 示 命题 “全 会 胰 舞 ” 和 “他 会 唱 狼 ”， 
则 前 面 的 命题 了 就 是 D. 八 DD;。 
3。 桥 取 NAY 

”从 命题 P 和 利用 “\,” 组 成 的 复 oleve 
合 命题 , 记 作 “PQ* ( 读 作 “P 或 0”)， i 
称 为 社 取 式 复 合 命 是 . P\/9 的 取 值 情况 
是 ， 当 且 仅 当 P 和 日 荣 少 有 ~ 个 取 值 为 
走时 ,PYQ 使 取 值 为 真 ,因此 PWQ 的 真 | 
值 表 刀 右边 所 示 。 一 一 一 

例如 ， 我 们 用 RE， 和 已: 分 别 弄 六合 题 “我 唱 史 ” 和 “我 县 
舞 *， 则 前 面 的 命题 E 就 是 EAXE.- 

”通常 语音 中 的 “或 者 ”一 词 有 不 可 兼 的 意思 。 例如 ，“ 我 到 
北京 出 差 或 者 到 广州 去 度假 ” 波 永 的 是 二 者 只 能 居 其 一， 不 会 同 
时 成 立 。 按 照 联结 词 “W?” 的 定义 ， 洛 己 、 如 都 为 走时 , PVQ 也 
为 顽 ， 固 此, “w” 所 表示 的 “或 ”是 “ 相 容 或 "， 对 于 “不 可 兼 
的 或 ”, 在 数理 逻辑 由 用 联结 鹿 “ 半 "发 示 ， 称 作 “ 异 或 ? 或 者 “ 排 
斥 或 "命题 PQ 的 取 值 情况 是 : 当 且 仅 当 命题 P 和 @ 的 真 值 
相 异 时 ，P 立 @ 为 真 ， 上 共用 PP 表示“ 我 汉 北 京 出 差 ?， 晶 表示 “我 
到 广州 度假 *"， 虽 上 一 例句 可 表示 汐 P 闻 9. 但 上 一 钢 句 也 机 以 未 
用 联结 词 立 而 用 表示 为 (PA 一 8Q)V (PA 八 Q). 

本。 蕴含 i 

从 命题 P 和 日 利用 “>” 组 成 的 复合 
命题 ， 记 作 “F-=Q”( 读 作 “ 如 果 P， 则 r ojr-g 


0 0 
vy 1 
i 0 

】 


0Q”)， 称 为 玖 含 式 复合 命题 . 其 中 P 称 为 0 1 
蕴含 式 的 前 件 ，Q 称 为 莹 合式 的 后 件 。 当 | 1 
前 件 P 为 真 ， 后 件 Q 为 假 时 命题 P70 1 oj 。 
取 值 为 假 ， 否则 P~O 到 值 为 真 。P>0 11| 1 


的 | 真 值 表 如 右边 所 示 ， 


例如 ， 如 果 我 们 用 F, 和 FF, 分 别 表示 命题 “你 去 教室 ”和 “我 
留 在 宿舍 *， 则 命题 F 就 是 Fi-*Pa。 

当前 件 卫 为 真 后 件 @ 也 为 真 时 ， 复 合 命题 P->* 吕 为 真 ， 这 在 
通常 语言 的 意义 下 是 正 鳃 的 。 即 从 彰 提 条 件 己 可 以 推出 结论 如 成 
立 ， 如 果 前 件 尸 为 真 而 后 件 吕 为 急 ， 那 么 P-=@ 为 假 ， 这 在 通常 
语言 的 意义 下 也 基 走 确 的 。 它 说明 由 前 提 条 衍 P 不 能 推出 结论 介 
成 立 ， 按 有 赂 我 们 的 定义 ， 妆 前 件 卫 为 候 时 ， 不 论 后 件 @ 是 真 还 是 
很 ,命题 P-> 吕 总 是 真 、 这 样 的 定义 方式 反映 了 客观 实际 。 例 如 ， 
车 村 我们 让 明 命题 “* 郑 &+2>10， 则 4>8” 是 正确 的 ， 我 们 的 
证 闻 方 法 是 在 假设 不 等 式 0+2>10 成 立 的 条 件 下 ， 利用 不 等 式 
的 性 质 得 出 4 站 8 的 结论 ， 办 而 断定 该 命题 是 正确 的 , 而 对 于 a+ 
2 所 10 的 情形 根本 不 了 莹 虑 ， 这 无 异乎 是 认为 当前 提 条 件 41+ 2 之 


10 不 成 立时 ， 该 命题 为 真 ， PDT 
. 1。 等 值 “一 =? ~ 一 一 
从 合 虹 PP、 人 QQ 利用 “+>” 组 成 的 复 00| 1 
合 命题 ， 记 作 P+ ( 污 作 “了 当 且 仅 当 ， 1 1 
G"”) ， 称 为 足 等 值 式 复合 命 芋 。 它 的 真 1 1 


值 表 并 右边 所 朱 。 -一 -一 一 一 
从 真 值 表 可 以 看 岂 ， 当 且 羽 当 命 题 忆 和 怠 取 相同 的 值 时 ， 命 题 P 
一 晶 才 取 值 为 真 。 枫 如 ， 如 果 我 们 用 G 和 Cs 分 别 表示 命题 “nm 
是 偶数 ”和 “中 是 丧 数 "， 出 命题 各 就 是 Ge 一 Ga 

在 通常 的 语言 中 ， 用 连接 词 连接 的 两 个 陈述 名 在 内 容 上 总 是 
存在 着 某 和 和 联系， 也 就 是 整个 语句 总 是 有 意义 的 。 然 而 在 数理 膛 
辑 中 ， 甘 心 的 是 复合 命题 与 构成 复合 命题 的 各 原子 命题 之 间 的 真 
值 关 系 ， 即 抽象 的 逻辑 关系 ， 并 不 关心 各 语句 的 县 体内 容 , 因 此 ， 
内 容 上 毫 无 联系 的 两 个 命题 也 能 组 成 具有 袖 定 真 值 的 复合 市 是 ， 
例如 , “如 果 2+ 3=5， 则 武汉 市 是 湖北 省 的 省 会 .”"24+3=5 并 
有 广州 不 是 一 个 城市 .” 都 是 共有 确定 真 值 的 命题 . 
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和 申 上 我 们 看 型 ， 碎 已 刻 | 命题 通过 使 用 -= 人、 < 这 天 
种 逻辑 联结 词 可 以 构造 出 新 的 命 是 。 及 复合 用 这 些 联 结 词 可 以 产 
生出 更 其 复杂 的 命题 。 傅 如 
A—>(B\VC), A->(B->»A), 
"(Pe>0), (AM\B) (CA DYE))., 
在 这 些 复合 命题 由 ， 我 们 使 用 了 括号 表示 连续 使 用 的 联结 词 执 行 
的 先后 次 序 。 我 们 规定 ， 在 各 种 联结 词 中 联结 闻 “一 ”最 为 优先 ， 
而 且 总 是 从 最 内 层 插 叶 的 运算 作 起 。 
下 而 我 们 举 几 个 例子 说 明 通 常 的 语言 如 何 翻 译 成 复合 命题 。 
例 “如 梁 你 走路 时 看 世 ， 导 么 你 一 定 会 成 为 近视 眼 .” 
令 P 友 示 * 失 走 路 ” ,日 表示 "你 看 书 ”, RR 下 未 * 你 是 近视 眼 ”， 
则 上 述 语 名 可 表示 沟 


(PAQ) >R, 

例 2 除非 他 以 书面 或 口 法 的 方式 正式 通知 我 ,否则 我 不 参 
加 上 明天 的 会 议 ,” 

令 P 表 示 “ 他 书面 通知 我 ?，Q 农 示 “他 口头 通知 我 ?”R 阁 
示 “ 我 参加 有 明天 的 会 议 ?”， 则 上 述 语 名 可 小 示 为 

(PWG)*R。 

一 个 给 定 的 命题 或 为 真 或 为 候 ， 攻 此 它 具 有 确定 的 真 值 。 一 
个 任意 的 且 真 值 大 确定 的 命题 ， 我 们 称 它 为 命题 蛮 元 ， 仍 用 大 写 
字 好 表示 。 命 征 变 元 出 然 没 有 确定 的 真 值 ， 但 当 我 们 进行 解 赫 ， 
服用 一 个 具体 的 命题 代入 时 ， 它 的 真 舍 就 可 得 到 确定 。 由 于 每 一 
命题 都 只 有 “ 真 ”",“ 假 ”两 种 取 值 的 可 能 性 ， 因 此 为 了 简单 起 见 ， 
往往 在 对 一 个 命题 变 元 进行 代 信 时， 我 们 就 直接 以 “ 真 ” 训 “ 假 ? 
为 值 代 入 ， 而 不 必 代 大 具体 的 命题 。 

由 命题 变 元 、 命 是 联结 词 和 圆 擂 号 所 组 成 的 符号 串 可 构 威 一 
命题 公式 。 但 并 水 是 由 这 三 类 符号 所 组 成 的 每 一 符号 串 都 可 成 为 
命题 公式 。 下 面 从 出 命题 公式 〈 或 简称 公 苞 ) 的 递归 定义 ， 
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《1 0, 1 是 命 尖 公民 

《2) 命题 变 郊 是 命题 公式 

《3) 如 果 上 4 是 命题 公式 ， 则 一 和 是 命题 公式 ， 

(4) 如 尺 太 各 是 命题 公式 ,好 (CAVB)、(AAN\B)}、(A-rB)、 

(CAB8) 也 是 命题 公式 。 
《5)》 只 有 有 有 限 次 地 利用 上 述 (1)、(2)、(3)、(4》 而 产生 的 
守 地 吾 才 是 命题 公式 。 

为 简单 总 电 ， 我 们 党 省 去 公式 邓 外 层 的 插 号 ， 例 如 ， 公 趟 
(PAQ)—0) 可 写 为 {=P 了 P 八 Q) 一 . 

按照 上 述 定 闵 ， 下 面 的 符号 品 是 公式 ， 

(ve 一 (一 (GOA 人 RD， 一 (PVR)， 
‘(RAQI VP = (QV P)。 
下 间 的 符 写 华 椒 是 公式 ， 
P->OP, VR-rP, Pr (0O-»R. 

训 果 对 并 个 命题 联结 词 ,， 规定 它们 结合 力 的 强 弱 次 序 汶 , 一 、 
人，w， 一 ，*+ 上 > 则 也 可 以 省 掉 命题 公式 中 的 基 些 括号 。 但 我 
们 这 里 术 这 样 作 。 

妆 公 式 中 交 每 一 个 命题 变 元 者 被 峰 以 确定 的 真 值 了 时， 公式 的 

值 也 就 被 确定 了 ， 从 而 成 为 -个 命题 公式 中 所 有 命题 变 元 的 一 
组 确定 的 取 值 称 为 公式 的 一 组 走 值 指派 。 售 有 吕 个 命题 变 元 的 公 
式 有 2" 组 不 同 的 真 信 指派 ,对 于 每 一 组 右 值 指派 ,公式 都 有 一 个 
俏 定 的 豆 信 。 公 式 与 其 命题 变 元 之 同 的 真 值 关 系 ， 可 以 用 作 凌 值 
由 的 方法 江东 出来 
(其 移 造 方法 类 似 于 了 Pp 9| —P |~PVO|P>O KF»0) >( PVO) 
集合 的 成 商 收 )。 0 ol 1 | 
例如 ,命题 公式 
(PP 一 全 )< 一 > 一 -PP 
色 直 人 惜 表 区 [于吉 。 
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又 如 ， 命 题 公 式 {(Pe=*0) 八 {一 0Q->5S) 的 真 值 表 为 


-QS | (PosQ) N05) 
yd 0 ! 1 1 0 0 
0 9 1, 1 1 ] t 
0 1 0 : 0 0 ] 0 
0 1 1 Dy  ， 0 
1 0 vo 0 1 | 本 0 
1 0 1; 0 1 i 0 
1 1 0 i 0 ] 上 
111; 1 :i 1 1 


一 个 命题 公式 ， 如 果 对 于 它 所 包含 的 命题 变 元 的 任何 一 组 真 
秆 指 派 ， 取 值 恒 为 豆 , 则 称 这 样 的 公式 为 重 玄 式 . 惠 吝 式 党 用 “1 
表示 。 相反 ， 若 对 于 它 所 包含 的 命题 变 元 的 任何 一 组 走 值 指派 ， 
取 值 得 为 假 ， 则 称 这 样 和 的 公 臣 汐 承 居 式 。 和 矛盾 式 常用 “0” 表示 ， 
如 时 至 少 有 命题 变 元 的 一 组 真 值 指派 使 得 公式 的 租 为 评 ， 则 称 这 
样 的 命题 公式 为 可 满足 的 公式 ， 例如， 全 题 公式 (PQ) 一 (一 
PWg@) 是 重 言 起 ， 命 是 公式 (Poe?) 八 ( 一 Q-*5) 婚 术 是 军 守 式 
也 不 是 矛盾 式 ， 它 是 一 个 可 满足 的 公式 。 

如 何 判 新 一 个 命题 公式 是 否 为 重 言 式 呢 ? 我 们 当然 可 以 象 前 
语 那 样 列 出 它 的 真 值 表 ， 看 它 的 取 值 是 否 己 为 真 。 但 是 当 公 式 很 
复杂 或 所 合 命 题 变 元 很 多 的 时 候 , 用 列 走 值 表 的 方法 工作 量 太 大 ， 
所 以 我 们 需要 寻求 另外 一 些 切 实 可 行 的 方法 ， 


89.2 分 题 公式 的 等 值 关系 和 楷 含 关系 


命题 公式 之 间 常 有 一 些 关 系 ， 比 较 基 洒 的 一 种 关系 就 是 所 谓 
设 有 和 8B 是 附 个 命题 公式 ，PisP2irnn' ,Ps 屋 在 4 和 昌 中 出 坤 
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的 全 部 命 厦 变 元 ， 如 末 对 于 命题 变 兴 PP P, 的 任意 一 组 让 
值 指 派 ， 公 式 4 和 玫 的 取信 都 相同 ， 则 称 公 式 4 和 日 是 等 德 的 公 
式 ， 表 示 为 A<=38. 

最 然 ， 当 昌 仅 当 4 和 互 的 真 值 表 冠 全 和 相同 时 ，4 和 百 是 繁 值 
的 公式 。 例 如，P 了 和 一 (一 了 ) 等 秆 ，PWVP 和 P 等 倘 ，P 八 -~P 和 
日 八 一 Q 等 值 ， 

注意 “>” 和 “< 一 ”是 两 个 帘 爹 未 辣 的 符号 。*<<>” 不 是 
命 驾 联结 词 而 是 公式 间 的 关系 符 写 ，A 二 8 不 琢 示 一 个 公式 ， 其 
不 代表 命题 ， 它 表示 公式 下 和 公式 B 有 等 入 关 系 ， 而 “>” 是 
命题 联结 词 ，A<*>B 是 一 个 公式 ， 表 永 某 个 命题 ， 然 而 这 两 者 之 
间 有 密切 的 联系 , 即 A<>B 的 充 要 条 件 是 公式 A4**B 为 重 言 式 ， 

显然 ， 公 式 之 出 的 等 骨头 系 有 如 下 三 条 性 质 ; 

(1 自 反 人性， 对 任意 的 公式 4， 有 上 后 >A。 

(2 对 称 性 : 对 任意 的 公式 各、 日 ， 若 4 人 了 ， 则 BA， 

(3》 可 传递 人 性， 对 任意 的 公式 上、 五 、C， 若 A>B，He> 

C， 册 4<>C， 

表 9-1 中 列 出 了 一 些 最 重 柄 的 等 值 式 ， 这 些 等 值 式 也 称 作 定 
律 。 其 正确 性 询 可 以 用 嘉和 值 表 有 阳 以 证 明 。 下 面 芭 举 一 例 。 

例 1 证 明 德 :摩根 定律 一 (Pen ee> 一 PP 八 一 2， 

证 明 列 出 公式 一 (PY8T 和 公式 一 P 八 -的 真 值 琢 。 


由 于 走 值 表 中 公式 一 人 PWg8) 与 公式 一 PA 人 ~ 所 标记 的 列 完 全 
相同 ， 办 此 有 一 PY) <> 一 PN 一 9， 
* LO0 » 


E, PVO&SOWP 

E! PAQOS>OMNMP j 交 扫 入 

E; {PVOQ)VRe>PY (QVR) 

FE: (PAQYANREPTPN QAR } 结合 委 

E, PVR TAO v PAR) | 和 

互 4 PVIQOAMR) E> (PV OQ) APYER) 

E, PY/0<=>P 

E! PA1l<>P je 入 

五 ; PMP < 0 王八 
EsysEs (Pe>P 双重 否定 律 
五 PPe>P 

E’ PA\P<>p i 

FE, PV1<$?1 

Et PA0<>0 二 -人 
Eo PY (PAOQ) >P 

Es PAPYVO) <>P j 

Ew (PVO EPA—0O 

En {PMNO) E>—PV 0 ja 库 要 定律 


我 们 知道 ，_… 个 命题 公式 是 由 命题 变 元 、 联 结 词 和 贺 括 号 所 
组 成 的 符号 串 ， 如 果 记 是 公式 A 的 一 部 分 ( 即 C 是 公式 A& 中 连续 
的 几 个 符 届 )， 而 避 本 身 也 基 一 个 公式 ， 则 称 C 为 公式 丰 的 子 公 
式 。 例如 ， 设 公式 态 汶 

(PVOQO) 7 (QV RAPY), 
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则 (PVYOQY、(RA 八 P)、(QWV (RAP)) 都 是 A 的 子 公式 . 而 (PY 
OQ) 一 、(QWY (RA 八 、(RAP)) 痢 不 是 A 的 子 公式 、 因 为 它们 本 身 
不 是 是 公式 。 

证 面 我 们 介绍 宣 找 岗 则 和 和 代入 规则 ， | 

置换 规则 ， 设 (5 二 公式 4 的 一 个 子 公 式 ，C<> 万 。， 如 果 将 公 
式 4 中 的 子 公 式 扬 笃 摘 或 公式 了 之后。 得 到 的 公式 是 8B， 则 A 
B. 

证 明 ”这 PP， Ps P, 是 公式 4 和 公式 吾 中 出 现 的 全 部 命 
题 变 元 ， 因 为 C 生 分别 是 和 和 吾 的 子 公 式 ， 所 以 乙 和 也 中 所 出 
现 的 合 哼 灾 元 玫 包 癌 丰 Pj ,Poyrrs P。 之 中 。 由 于 CD， 次 此 对 
于 命题 变 下 PPP, 呈 ;PP, 的 尾 意 一 组 指派 , C 与 人 D 的 取 值 均 相 辣 ， 
于 是 及 与 日 的 到 俘 屯 必然 相同 . 按照 公式 等 值 的 定义， 有 A<=>8. 
证 宛 。 

由 二 等 值 关 系 具有 传递 人 性， 因此， 公式 4 按照 置换 规则 进行 
酝 意 多 次 置 的 后 ， 所 得 到 的 公式 仍 与 公式 4 等 值 。 

代入 规 列 ， 对 于 重 二 式 中 的 任 一 命题 变 元 出 现 的 每 一 处 均 用 
回合 题 公式 代 人 ， 得 到 的 仿古 重 言 式 。 

由 二 弄 夫 式 的 值 不 依赖 于 命题 变 沁 值 的 变化 ， 因 此 ， 对 命题 
栾 元 按照 代入 规则 作 代 入 后 ， 并 不 影响 此 重音 式 ， 故 代入 规则 是 
正 峥 的 。 

于 是 ， 若 对 于 等 什 式 中 的 企 一 命题 变 元 出 现 的 每 一 处 均 用 同 
下 多 类 人 并 代 大 ， 见 仿 笠 到 守 值 芭 因此 ， 表 9-1 所 列 出 的 19 

等 值 式 ， 不 仅 对 于 任 交 的 命题 变 元 P, 妨 , R 是 成 并 的 ， 而 且 当 
p, OuR 分 别 汶 某 中 命题 公式 时 , 这些 等 值 式 也 仍然 是 成 立 的 。 所 
以 ， 表 9-1 可 以 看 苞 是 19 个 等 值 模式 ， 

奋 了 里 换 内 虽 帮 人 大 规则 ， 我 好 便 可 以 利用 已 知 的 一 些 公式 
等 便 式 【如 才 引 工作 的 宕 入 式 》 推 导出 其 它 一 坚 更 复 素 的 公式 等 
信 式 ， 
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例 2 证 明 PACQAD)V PA(QNS) ON5, 
证 明 (PAOANSID)YV PAIQAS) 
OA AP)Y (OAS A 一 P) 由 E! 


EAS) A (PY 一 P) 由 Es 
<=> (OS) A I 由 Es 
OS 出 Es 


讽 3 证 明 QV 一 (~-PVYVO9)AP) 是 一 个 重 言 式 。 
证 月 QV 一 (PYV0Q)A 信 P) 


<>OV (PY OQ)Y—P) 由 EE, 
>OV PAO) YY 一 P) 由 El。 
OV UPVE PA OV—P)) 由 五 | ,已 : 
<>OV {AQ —P)) 由 Es 
OV -OV —P) 由 Ei,E, 
<>(QOV -0Q0) VY—P 由 EE， 
< 一 了 由 三。 
>]l | 由 EE;,Es 


因为 公式 QV 一 ({ 一 PVQ) A 八 P) 与 重 言 式 等 值 ， 所 岂 公 式 @V 
一 (( 一 PV Q) 八 P》 足 重 言 式 ， 
在 表 9-1 中 ,我 们 没有 列 出 任何 一 个 也 含 联结 词 -> 和 一 的 公 
式 之 间 的 等 值 关 系 ， 这 是 因为 在 公式 中 这 两 个 联结 词 可 以 用 联 绍 
词 一 ，A 和 YV 来 代 蔡 ， 则 
五 一 上 后 > 一 了 光电 El 
Pe>QeP>(PAO VY (PA-O), El, 
等 值 式 E,, 在 $9,1 中 已 用 实 值 表 证 明了 。 用 同样 的 方法 可 以 证 
明 等 值 式 Es。 从 这 个 意义 上 来 说 ，--、 六 和 Y 是 三 种 基本 的 联 
结 词 。 实 际 上 ， 由 德 * 摩根 定律 ， 我 们 有 
PAQSGS— -PY 0), PVOSS— (PA 0). 
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这 说 明 得 到 一 个 与 给 定 公式 等 值 ， 而 下 消除 了 六 的 公式 也 是 可 能 
的 ， 间 样 ， 在 公式 中 消除 也 是 可 能 的 。 因 此 ， 联 结 词 集合 :-…， 
VY 和 {一 , 八 } 都 是 功能 完备 的 。 但 是 ， 一 般 情况 下 为 了 不 至 于 央 
联结 词 的 数目 减少 而 使 得 公式 的 形式 变 得 售 杂 ， 我 们 仍 常 采用 五 
个 联结 词 。 

利用 EE:; 和 Bi 我 们 可 以 让 朋 伍 箱包 含有 -> 和 < 且 的 公式 等 值 
式 。 


例 生 证 明了 一 (@->R) > (PAQ)*R Eis 
证 明 P>(Q>R}I<>—PYV (QVR) 由 El 
<>{—PY ”QVR 外 Ey 
> PAQ}YVR 时 Ew 
< (PAVER 由 五， 
鲍 5 证 明 Pe>0<>(P->Q)A 人 (QP) - Es 


证 明 {P>Q)A(Q>PE>t=PVO)Al(~QVYP) 由 Eu 
PPAm QV PAPIYV ONO VIOAP) 由 Es 


PPAQIYV (PAO VOVD 由 EE,, EE; 
€FPAQ)YV (—PA—0Q) 了 和 册 Ei 
<>P+e"0 由 Elis 


公式 之 间 的 男 一 个 重要 关系 是 获 合 关系 ， 

设 六 、B 是 两 个 公式 ， 若 公式 A 一 BB 是 重 言 式 , 则 A 一 Bl， 
则 称 公 臣 A 但 省 公式 BB， 炉 示 为 A 地 8， 这 里 符号 * 守 ?和 “>? 
的 区 草 和 联系 与 符号 “>” 和 “+ 一 ”的 区 别 和 联系 是 完全 类 似 
的 ， 

蕴 合 关系 不 满足 对 称 性 ， 即 车 4 之 B， 则 水 一 定 有 8 一 生成 
立 ， 但 它 有 以 下 几 条 人 性质: 

《1)》 自 肥 性: 对 任意 的 公式 和 4，4 一 4 
(2)》 反对 称 柱 ， 对 任意 的 公式 太 、B， 若 A 污 B，B 地 A， 则 
A<=>B. 1 
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《3) 可 传递 性 ;对 任意 的 公式 A、3B、C，， 第 A 地 B，B:*C， 
则 A=> 妆 。 

这 些 性 质 邦 可 以 由 定 文 直接 证 明 。 这 可 传递 性 为 例 ， 如 琳 
A->B，B-C， 据 么 按照 定义 。 公式 上 3 和 BC 部 为 重 吉 式 ， 
用] 


—AYV Bey—BVCeyl 


因此 AVCeP(—AVO VD 
(AVC YCAA—B) 
<>(--AV BVCOA(—AVY-rBVO) 
LVCIN (AY I) 
<>1lA\ 1 
<>1 
由 于 AC 为 重 宕 式 ， 内 此 4 一 C。 | 
表 9-2 中 六 出 了 … 些 重要 的 葡 含 关系。 这些 获 含 关系 抱 可 以 
按照 定义 直接 证 明 ， 下 面 以 [I251 式 为 例 给 出 其 证 明 ， 
| (PO) A (QR)) ~ (PR) 
{tpPY QA QVR) (一 了 PVR) 
TPYVOA QVRIY (PYR) 
(PAO Y (OAR Y (PYR) 
<> PA—Q VQA—RY (PYR)) 
>PA—QV (OV 一 PYR) ARV -PY RI)) 
PPA-OYV (QV -PYVR)AL) 
<~>PA—O)YV (QV 一 PYRI) 
PYQOV -PVRAN OV OV 一 PYR) 
< 上 1 
所 过] 
因此 {CPO A (QR))P >R 


二 DAG * 


表 9-2 


[1] P QP 


[2: FP...Q50 
E31 PP 
[#1 总 一 PP .0 
L5j = 三 一 了 一 名 


16 QP>0 

Li; itP>0)3P 

[8 (P09) 

[9. PA(P> 人 OO 

Il0: QA(P>A=—P 

[1 PA(P. OQ 

[12 (PO "(OR) =P>R 

[i331 (POANP TR) (ORR 


为 了 证 明 给 定 的 昔 售 关系 ， 可 以 假定 相应 的 莉 合 式 命 题 的 前 
性 为 真 ， 检查 在 此 情况 下 ,其 后 件 是 否 世 为 真 ， 如 果 后 性 也 为 址 ， 
则 说 明 此 蔓 含 式 命题 公式 是 重 言 式 ， 因 而 也 就 证 明了 该 蕴含 关系 
成 立 。 例 如 在 昔 含 关系 式 [11- 中 ， 若 假定 一 PA (PY Q》 的 值 为 
页， 则 一 P 了 和 PY 的 什 亚 为 真 ， 于 是 P 的 值 为 假 ， 从 而 从 的 值 
为 真 。 因 此 药 合 关系 式 [1 成立。 

证 明理 含 关 系 的 另 一 种 方法 是 ， 假 定 其 后 人 忻 为 候 ， 答 查 在 此 
情况 下 ， 其 前 件 是 否 有 可 能 为 真 ， 如 果 前 件 不 可 能 为 址 ， 则 该 蕴 
含 关系 成 立 。 例 如 在 蕴含 关系 式 E101 中 ， 假 定 一 P 的 信 为 候 ， 则 
了 的 凸 为 址 。 若 马 的 值 为 真 ， 则 一 0 的 值 为 假 ， 从 而 一 QA CP 
如) 的 值 为 假 ， 若 只 的 值 为 优 ， 则 P=9 的 值 为 假 , 也 得 到 一 &A 
《P 一 怠 》 的 值 为 假 ， 因 此 说 明 寿 含 关系 式 [10] 成 立 。 

显然 ， 共 A 地 B 且 及 寺 C， 则 A 地 (BA 人 A0)， 

如 果 一 个 重 言 式 蕴含 某 个 公式 ， 那 么 这 个 公式 一 定 也 是 重 言 
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式 ， 因 此， 利用 公式 的 这 种 功 售 关系， 我 们 可 以 证 肯 蘑 些 公式 为 
重 言 式 。 

例 5 中 我 们 证 明了 公式 Pa 一 日 与 公式 (~=Q) A(G-P) 是 两 
个 等 秆 和 的 公式 。 这 说 明 对 于 任意 的 两 个 公式 P 和 QQ@， 所 调和 
等 值 即 意味 着 P 蕴 合 Q 且 QQ@ 蕴 全 PP，。 

我 们 知道 , 一 个 公式 上 各 如 果 包 含有 联结 词 -和 和 >， 风 可 以 用 
前 面 的 BE, 和 5,; 经 过 置换 化 成 一 个 与 之 等 值 的 公式 日 ， 而 公式 
B 只 包含 三 种 基本 联结 词 ~-、A 和 Vw 。 西 此 在 下 面 关 于 对 偶 原 理 
的 讨论 中 ， 我 们 可 以 假定 每 个 公式 中 只 出 现 一 、 和 和 YY 这 三 种 联 
结 词 ， 

我 们 定义 联结 词 一 、 八 和 V 的 对 偶 分 别 是 联结 词 --、V 入 . 
对 偶 用 表示 ， 即 

AD= W Vo A, 一 了 = 一 。 

又 定义 412=0，02=1。 

设 44P，,P:,…, Ph) 是 一 个 命题 公式 ， 其 由 Pi,P:，…Pu。 是 
公式 中 所 和 包含 的 命题 变 元 ， 如 果 将 此 公式 中 的 基本 联结 词 及 1 和 
分别 改 为 它们 的 对 俩 ， 其 它 符 号 者 保持 不 变 ， 则 这 样 得 到 的 公 
式 称 为 是 原 公 式 和 4 的 对 个 。 表 示 成 42(Piy PP 显然 ， 和 
和 A? 互 为 对偶 

例如 ， 公 式 《〈(PY 一 如) 人 R) VY (S 信 P) 与 公式 ((PA 人 一 Q)YV 
有 RR) 人 (SVP) 互 为 对 侦 . 

定理 9-1 设 4 利 42? 是 互 为 对 偶 的 两 个 公式 , Pi, Pi, ,PP 
是 其 命题 变 元 ， 则 

A{P,, Py, ee, P,) <A? (=P,, -=P,, + ——P,) (Cw) 
证 明令 A(P,,P;; ,了 P,》 中 包含 的 一 ,人 和 V 的 数目 1 

为 该 公式 的 追 辑 高 度 。 施 归纳 于 高 度 . 

当 1=0 了 上 时，( 四 式 显然 成 立 。 

当 1=1 时 ,六 为 以 下 三 种 情形 之 一 ! 及 = PVP: 各 = PMP, 
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或 A= --B。 
(1 郑 A=P,YP;,， 则 4A?=P,A 和 AP,。 由 德 * 识 根 定律 
一 (PVP:,) 过 一 玉 AP,. 
(2) 者 A=PIAP;， 则 A?=P,YP,， 由 德 ， “这 要 定律 
PAP DOP,V—P,. 
(3) 若 A= 一 P， 则 A? = 一 P， 量 然 一 (~ 让 一 (一 P), 
由 此 证 明了 当 1=] 肝 ，(#) 式 成 立 ， . 
设 (+] 式 在 1<K -1 时 靳 成 立 ， 则 当 了 -天 时。 (%) 式 的 正确 
人 性 可 证 骨 如 二 ， 
4tP 和 PP) 的 最 后 一 个 运算 符号 仅 可 能 为 Vi, 八 读 一 ， 
(1) 闭 最 后 -个 运算 符 为 YY， 令 
4(P Pas en, Po) = ALCPs, Pss os Pa) V As CP,, Py eres Pp,), 
MLCAD), ItA,) sk—], 由 归纳 盘 设 
Ai(Pi Pa Por AT (TP Py ee, Pp,), 
一 (Pi Pey ont, PA) AL( P,P -1, Pp,), 
国 此 42 一 Pi 一 PerP) = (CA, (P,P 一 PJV 
人 (一 PP 
AP( P,P,, ‘Pp,) A AT(—P,, 一 PP 
LP Pi nt, Ps }AN\ As(P,, Ps 0, Ps ) 
tA tp., Pa, "re, Ps ) VAs Pi, Ps, + PR )) 
ACP., PP," , P,). 四 
由 对 称 汪 “一 A(P ,Pasens PDOAP(Ps Pom Pp 
《2)》 若 辟 万- 个 运算 符 为 人 ， 可 类 似 于 (0) 地 证 明 。 
《3) 若 最 后 一 个 运算 符 为 一 ， 令 
CP Por, P= 一 各 (Ps Ps 已 7， 
则 4 =- 1， 直 归纳 假设 
一 站 人间 Po PP ES AT Pi sr Pas es Pe 


ss 


因此 .一 盘 (P Pry ry PD) = CA (Pl, Ps Pi)) 
APC——Pi, ~P2s 一 了 
AP PP,,", —-P.))? 
人 
由 此 证 明了 当 1=k 了 时 (二 成 立 。 证 完 。 
建 理 9-23 〈 对 偶 原 理 ) 
设 4(P，P:，…P) 和 和 BP; PP,》 是 两 个 公式 ， 若 
os， APe> 下 2 
证 明 因 淘 4(P，Pio 已 ty 了 (有 Pi， 开 P,), 
所 以 ACPi, Piss, Pi)er— BLIP Peso P,)}o 
由 定理 9-1 一 AA(Pi, Ps, PeyAT{m Pr P,P.), 
-> 了 (了 ,了 pe 了 Bo 一 Po 


于 是 AT CL—P,, —P,, ty PB (PP,,—P,, “4 —P,)., 
点 柳 A? (CP;, Pay rs P,) eB? (Pi, P,, ny Pi), 证 完 。 


表 9-1 中 每 两 个 等 信 尖 系 式 五 和 Ei 都 是 巨 为 对 和 偶 的 . 因此 
出 对 偶 藉 理 ， 我 们 只 要 证 明 其 中 的 一 个 。 

考虑 所 有 命题 的 集 台 3。 有 显然 ， 前 面 所 定义 的 三 种 运算 --、 
起 和 VV 分 别 可 以 看 作 是 该 僻 合 上 的 一 元 和 二 元 运算 。 关于， 这 个 
集合 和 这 宇 个 运算 构成 一 个 代数 系统 (§; 一 ,VA， 八 } 。 由 于 这 些 
送 算 满足 交换 律 、 分 配 律 、 同 一 律 和 互 怕 律 ， 因 此 ， 与 集合 代数 
(203 7 ,00) 一样， 代数 系统 51- 一 ,VV 八 ) 也 是 一 个 布尔 代数 ， 
我 们 称 它 为 命题 代数 ， 


”9.3 荡 臣 


判断 一 个 命题 公式 是 否 为 重 言 式 ， 或 者 矛盾 式 ， 或 者 是 可 涤 
是 的 公式 ， 这 样 的 问题 称 作 -- 个 判定 问题 。 在 命题 遇 辑 由， 对 于 
售 有 有 限 个 命题 变 攻 的 命 竖 公 陈 素 说 ， 册 点 倘 表 的 方 证 ， 总 可 以 
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社 有 限 的 步 又 内 确定 它 的 真 值 ， 因 此 判定 问题 总 是 可 解 的 ,站 是 
正如 前 面 曾 指 出 过 的 ， 这 种 方法 并 不 理想 。 因 为 当 命 膝 变 元 较 多 
时 ， 运 算 次 数 揭 大， 每 增加 一 个 命题 变 元 ， 真 值 表 的 行 数 就 增加 
一 倍 。 本 和 池 给 出 对 公式 进行 判定 的 另 一 种 方 污 。 为 此 我 们 先 引 进 
儿 个 概念 。 

质 合 取 式 ， 一 个 申 命 题 变 元 或 命题 变 元 和 的 否定 所 组 焉 的 合 取 
式 称 为 质 合 取 式 。 

质 桥 取 式 ， 一 个 由 命题 变 元 或 命题 变 元 的 否定 所 组 成 的 析 取 
式 称 为 项 析 取 式 。 

例如 ， 设 PP 和 是 两 个 命 吓 变 元 ， 邦 么 了 、PA 作 8、 一 PA 人 \Q 
AP 等 都 是 质 合 取 式 ， 而 P、PYS、 一 PYPYVG@、PY 一 旦 等 都 
是 质 析 取 式 。 

定 塌 -3 

(1) 一 质 合 取 式 为 矛盾 式 的 充分 必要 条 件 是 ， 它 同时 包含 某 
个 命题 变 元 卫 及 其 否定 一 P。 

(2》 一 质 析 台式 为 重 膏 式 的 充分 必要 条 件 是 ， 它 同时 包含 某 
个 命题 变 元 P 及 其 否定 一 P。 

证 明 (1) 序 分 鼎 ， 对 于 任何 命题 变 元 也 ， P 人 和 人 一己 是 矛盾 
式 ， 因 此 ， 若 有 P 八 -”P 在 质 合 取 式 中 出 现 ， 则 这 个 岳 合 吏 臣 必 
为 矛盾 式 ， 

必 艺 人性， 假设 一 个 质 侣 取 式 为 矛盾 式 ， 但 式 中 不 同时 包含 任 
一 命题 变 元 玉 其 和 否定。 那么 ， 我 们 对 该 合 取 式 中 出 现在 否定 号 后 
面 的 命题 伴 元 指派 值 1 ， 磺 对 不 出 现在 次 定 号 后 面 的 命 旺 变 元 指 
派 值 1 ， 则 整个 合 取 式 取 值 必 为 1 ， 这 与 假设 矛盾 。 证 完 ， 

(2)》 的 证 明 方 法 与 (1} 赔 ， 

析 可 范式， 质 台 取 式 的 析 权 称 为 析 取 和 范式。 

合 取 范式 ， 质 村 取 式 的 合 取 称 为 合 腾 范式 。 

例 划 ] (PA—QIYV PAO Y (PARAN— 9), 
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(PA 人 GAN 人 -一 PICGA 人 一 加) 
等 都 是 析 取 范式 ， 
(一 BPY 一 @) 八 CPY 一 Q)， 
(PYVOV—-Q) NPY—P) 
都 是 含 取 学 式 ， 
任 ' 一 命题 公式 都 可 以 变换 为 与 它 等 值 的 析 取 范式 和 台 取 范式 
的 形式 。 其 步骤 如 下 ， 
4 请 去 公 误 中 的 运算 符 -> 和 >， 利 用 E.! 和 FE; 将 公式 
中 出 现 的 PQ 置 柳 为 一 PYQ,， Pe 置换 为 (PAQ)V (PN 
一 日) 或 者 (一 PVOA 人 (QVDP), 
(2) 将 香 定 号 一 向 内 深入 ， 合 之 只 作用 于 命题 变 元 ， 利用 
德 . 摩根 定 律 将 公式 中 出 现 的 一 (PWVG)? 置 换 为 一 P 八 -一 Q。 一 (P 
六 9) 置换 为 一 P/Q， 
” “(3) 利用 双重 否定 律 将 一 (一 P) 路 换 成 。 
(4》 利 用 分 配 律 将 公式 变 为 斌 需要 的 范式 ， 
' 注 了 入 (QVR) 置换 汶 (P 八 8) (PA 人 AR) 可 得 析 取 式 。 
将 PV (2 八 R) 置换 为 (PVQ) 八 (PVR) 可 得 合 取 式 。 
由 于 每 一 个 命题 公式 都 是 有 眼 长 的 符号 序列 ， 国 此 ， 经 过 育 
限 次 的 置换 以 后 ， 必 可 得 到 与 原 公式 等 值 的 范式 ， 
例 1 求 公 式 P 一 (P 八 8) 的 析 取 范式 。 
方 潜 一 ; P 呈 (PMAQ) PAPNONY (PA (PAQ)) 
oPAPAMQIY PAPYV--0Q)) 
< (了 人 PPA 人 CIP 人 一 P) 
VPA—-0)., 
方法 一， 下 二 (PP 八 G@) 扫 (PVP 人 BA 人 (一 (PNGO) VP) 
(PV {PVONAN PY —QVP) 
(~-PA PY OVPIYY (PAQ) 
VCrpPVY-"QVP)) 
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PAPYV (PN 0 (一 PN 
PV PAQA—P)YV (PA 
OMAN—Q)V {PAQMNP) 
由 上 看 出 ， 一 个 公式 的 析 取 范式 不 是 唯 -的 。 然 而 周一 公式 的 不 
同村 取 范 式 是 等 秆 的 ， 
例 2 求 公式 PA 八 (P-xQ) 的 合 取 范式 。 
解 PAP->O) OPA (PVYO). 


而 PA(~PVQE PA PV PAO) 
SPVPIA PY ONCPYP) 
A 人 (一 PYG)。 
因此 ， 一 个 公式 的 台 取 范式 也 不 是 唯一 的 。 
定理 2.4 


(1) 从 或 上 为 重音 式 的 充分 必要 末 件 是 ， 上 的 合 取 范 式 中 每 
一 质 上 本 式 蓉 少 包含 有 一 对 二 为 否定 的 析 取 项 . 
ti 公式 及 为 菠 盾 式 的 充分 必要 条 件 是 ， 有 4 的 析 取 范 忒 中 每 
一 质 分 取 式 至 少 包 含 一 对 互 为 否定 的 合 取 项 ， 
证 明 留 给 读者 。 
酌 3 车 询 公 式 一 (EPEVR)V 一 (QQA 人 一 RiwP 是 理 为 重 言 式 
或 将 大江。 
解 ” 求 此 范式 ， 
(PVRIV (OAR) VP 
(PNR) VOVR PT, 
在 公式 的 析 取 范式 中 ， 共 有 4 个 析 取 项 ， 但 任 休 一 个 中 都 没有 同 
一 命题 变 元 及 其 人 特定 问 时 出 现 。 芍 卡 公 式 不 是 矛盾 这 。 
应 用 YY 对 六 的 分 配 律 
《一 八 一 RAY 一品 RYVP 
(PV--QOVRVPANCRYV -OVRVP), 
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在 公式 区 合 取 范 碟 中 ， 第 一 个 合 取 项 中 同时 包含 有 一 PP 和 PP， 常 
二 个 会 起 融 中 时 包含 有 -有 和民， 因此 不公 式 为 开 语 式 。 

鲍 4 济 别 公 忒 《P-rQ)-=P 本 省 汐 量 商 式 或 半 腊 让 ， 

解 ” 谍 其 东江 

(PO} ->Pes (一 P /人 7- 了 
这 一 (WP 
PA QP, 

这 (PA--QI Pe (PV PAN OVP). 

型 于 公式 《P->@ 一 P 的 入 起 注 式 和 合 取 范式 均 不 满足 定理 
9-4 的 条 件 ， 办 此 它 购 太古 性 盾 成 也 不 是 量 言 式 。 它 是 -个 订 请 
是 的 公式 。 融 实 上 ， 亲 令 的 值 为 1 ， 间 (PQ) 一 P 的 值 为 1. 

利 骨 台 玛 范式 和 术 职 范式 昌 然 可 以 较 容 易 地 判罚 一 个 公式 是 
亚 为 嫩 言 式 或 驿 盾 式 ， 但 它们 有 不 中 之 处 ， 那 点 是 一 个 公式 的 侣 
也 范 起 和 入 也 范式 不 是 唯一 航 。 这 对 于 带 晶 通过 范式 来 判别 两 公 
式 基 否 纵 俘 带 米 了 不 全 ，。 为 了 使 各 公式 的 范式 能 够 是 唯一 的 ， 我 
们 进一步 介绍 主 范 式 的 概念 ，、 

设 有 前 题 前 元 ;Piy ;了 P,， 戎 如 人 AP 的 命题 公式 称 为 是 
由 命题 变 元 P;,P,,**, PP, 所 产生 的 最 小 项 ， 而 形 如 Y P; 的 命题 
公 趟 称 为 是 由 命题 变 元 PP，…，Pn 所 产生 的 量 大 项 。 其 中 每 一 
个 Pi 或 沟 PP, 或 为 一 P， 

显然 ， 最 小 项 和 展 大 项 分 别 是 一 些 特殊 的 质 合 取 式 各 质 析 取 
式 ， 且 由 P,, Pi",P, 产生 的 不 仿 晤 小 项 和 不 同 最 大 项 分 别 为 2" 
个 ， 特 集合 4 有 #0; Ar 分 别 换 成 命题 奕 元 Pi, Piy ,Ps 4: 换 
成 一 P,， 上 贞 换 成 YW， 个 ul 六 ， 作 类 投了 于 81.5 的 讨论 ， 可 得 到 

与 集合 代数 中 完全 类 做 的 结 
俩 如， 我 们 作 三 个 多 十 变 宛 Pl, Ps, Ps Pr 产生 的 某 些 最 小 项 
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了 PP， -Pi .Pui Ps ~PIAP /Ps Pi Po 上 -Pa PIAP:, FP 
1 四 . i .一 | 


3 
tg 0 0 0 0 0 | 0 
4 0 1 1 0 0 | 0 
0 1 0, 0 0 0 0 
0 1 1， 0 1 0 
1 0 0 0 0 0 0 
1 0 1i 0 0 0 : 0 
1 1 0 0 0 1 ' 0 
1 1 1 0 0 | | 1 


由 表 中 可 以 看 出 ， 对 于 每 -个 最 小 项 八 P?， 仅 有 专员 的 一 行使 
其 值 为 1， 该 行 就 是 P,P， P; 所 标记 的 列 分 别 为 1 的 行 ， 也 
就 是 Ps Pas P, 所 枝 记 的 各 列 和 分 别 为 个 的 行 ， 其 中 
af Pi Ph 
1 当 P?=P,， 
于 是 ， 不 同 的 最 小 项 歌 值 为 站 的 行 各 不 相同 ， 而 每 … 行 都 益 有 一 
最 小 项 在 该 行 取 值 为 1 。 因 此 ， 对 寺 任 一 给 定 的 公式 4， 作 出 知 
的 真 条 表 ， 根 据 它 在 真 值 表 中 取 慎 为 1 的 个 数 和 1 所 在 的 行 ， 可 
作出 一 个 与 4 等 秆 且 由 若干 个 不 同 晓 小 项 的 析 取 所 构成 和 的 公式 . 
该 公式 中 不 向 最 小 项 的 个 数 等 于 妨 在 真 值 表 中 1 的 个 数 ， 而 这 些 
最 小 项 在 真 值 表 中 取信 为 1 的 行 分 别 对 应 着 A 的 取信 为 1 的 不 同 
交行， 于 是 ;类 似 于 定理 1.4 我 们 有 ， 
定理 9- 5 每 一 个 不 为 矛盾 式 的 命题 公 式 由 4P| + 五 
必 与 一 个 由 ,PP。 所 产生 的 不 同 最 小 项 的 析 取 式 等 值 . 
这 种 由 不 同 最 小 项 所 组 成 的 析 取 式 ,我 们 称 它 为 主 析 取 范式 。 
每 一 个 不 为 争 盾 式 的 公式 部 有 一 个 与 之 等 什 的 主 析 取 范 式 ， 对 十 
矛盾 式 4(P,P;,'",P,)， 由 于 它 的 主 析 取 范式 不 能 包含 2" 个 训 
小 项 中 的 任何 一 个 , 因此 我 们 说 , 矛 簿 式 的 主 析 地 落 趟 是 空 公式 ， 
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定义 它 为 0。 着 公式 4(P， Pi …:P) 是 重 言 式 那么 所 有 2" 个 
最 小 项 部会 出 现在 它 的 主 析 到 范式 中 因此， 利用 一 个 公式 的 主 
析 取 范式 可 以 判别 这 个 公式 是 否 为 重 言 式 或 矛盾 起。 

类 似 地 ， 对 于 每 一 个 最 大 项 VP}?， 仅 有 真 值 表 中 的 一 行使 
其 值 为 0。 该 行 就 是 Pl, P,,…, P, 志 标 记 的 各 列 分 别 为 61,6,， 
et 的 行 。 其 中 

af 当 3Pt=P, 
1 p= -Pi。 
不 同 的 最 大 项 取信 为 0 的 行 各 不 相 问 。 而 每 一 行 都 必 有 一 最 大 项 
在 该 行 取 值 为 0 。 固 此， 对 主任 一 给 定 的 公式 A， 作 出 它 的 真 全 
表 ， 根 据 它 存 真 信和 点 中 版 人 为 0 的 个 数 和 0 所 在 的 行 ， 可 作出 一 
个 与 4 等 值 昌 由 着 干 个 不 同 最 火 项 的 合 取 所 构成 的 公式 ， 这 些 不 
问 最 大 项 的 个 数 等 于 入 在 真 值 表 中 0 的 个 数 ， 而 这 些 最 大 项 在 真 
值 表 中 取 值 为 0 的 行 分 别 对 应 着 A 的 到 值 为 0 的 不 同 的 行 。 于 是 
类 似 于 定理 1-5， 我 们 有 

定理 9-6 ”每 一 个 不 是 重 言 式 的 公式 A(P1,P，,"…, Pu) 必 与 
一 个 由 了 ,Ps，…, P. 所 产生 的 不 同 最 大 项 的 合 取 式 等 值 。 

-这 和 由 不 同 最 大 项 所 给 成 的 合 芭 式 称 为 生 仗 联 范 式 ， 每 一 个 
不 为 重 言 式 的 公式 前 有 一 个 与 之 等 值 的 主 合 取 范式 与 主 析 取 范 
式 相反 ， 重 言 式 的 主 合 取 范 式 是 空 公式 ， 定 义 它 为 1。 矛盾 式 的 
主 合 取 范式 必 由 所 有 最 大 项 的 合 取 构 成 。 因 此 ， 利 用 一 个 公式 的 
主 合 取 范 式 也 可 类 别 这 个 公式 是 否 为 重 言 式 或 矛盾 式 ， 

求 一 个 给 定 公式 的 下 析 取 范式 和 主 合 取 范式 不 一 定 要 借助 于 
走 值 表 ， 用 类 似 于 求 范式 的 方法 也 可 求 出 给 定 公式 的 主 范式 ， 不 
过 在 求 公式 的 主 范 式 时 ， 除 了 使 用 求 范式 时 的 由 个 步 双 外， 还 村 
作 以 下 三 项 置换 ， 

(5) 利 由 癌 - - 律 东 去 邓 导 的 质 含 取 式 ( 重 洁 的 质 析 取 式 )。 
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(6) 利用 等 暴 律 消去 雪 问 的 质 合 取 式 ( 质 析 取 式 }、 消 涂 质 合 
取 式 〈 质 析 取 式 》 中 相 癌 的 合 皮 项 ( 析 取 项 )， 
(7) 利 甲 半 一 律 、 分 本 律 将 不 包 沼 某 一 命题 变 元 的 质 合 取 式 
《 盾 析 到 式 ? 加 横 为 包含 有 这 一 命题 变 元 的 质 合 取 式 ( 质 析 取 式 )，。 
把 (PA 入 Q} 置换 汐 (PAQ) 八 (RY 一 R)， 再 置换 为 (PA 和信 QA 八 R) 
Vv {PAQA—R). 
把 CPVYQ) 辟 措 为 (P VO 《RA 六 一 R)， 青 置 换 为 (PVQWVR) 
MN\(PYOQWV =R}. 
酌 5 给 定 公式 (PA 六 (P-"Q))Q， 求 其 主演 式 并 对 公式 是 
否 重 守 式 或 牙 盾 式 进行 判定 ，。 
解 ” 求 公式 的 士 析 取 范式 
(PA (PO) —0 
1 三 一 (P 人 (一 PYQNDYQ 
PV-(-PVQ VO 
PV PAO)VO 
oP OVO VPA—O VOAN PP)) 
"PAON ATPAOVPNQ VPNO VI—PANO) 
(PAQI WV (PAO YPA—O YY (PNA), 
由 于 公式 的 主 析 取 范 式 包 含 了 所 有 的 最 小 项 ， 倚 此 原 公 式 为 重 言 
式 ， 
原 公 让 为 重 言 式 的 结论 也 可 通过 求 主 合 取 范式 而 得 到 。 
(PA 人 CP 一 中 ) ) Om-PV (PN) VQ 
< 人 (一 PVP 全 PY 一 9) 
PV 一 个) 人 
POVOel 
锣 于 从 有 的 质 析 骤 式 是 一 重 言 式 ， 消 去 后 记得 的 主 合 取 范 式 意 一 
妈 公 式 。 因 此 项 公式 是 迁 音 这 。 
例 5 求 公式 (一 了 wR)A 八 (Pm8) 的 主 合 了 放 范 式 和 主 析 取 范 
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式 ， 
解 ” 将 公式 (一 P-R) AN(PO) 简 记 成 5。 
SPVR)ACPYO NOVP) 
PVRYV ONONAPVOYV RAR)) 
MN\(PV—QV (RAN—R)) 

PYVAOVRIAPY OVRIANITPVOVRIATP 
VOV~RIAPV ~ VRIAMNPY ”0V—R) 
PYVOVRIANPY -QVRIANPY QV-R) 

~N\(PVOVRBDA(—PYVOV—R),. 
此 冯 脏 的 半 合 取 范 式 。 
显然 ， 余 下 的 最 大 项 的 合 取 式 使 是 一 8 的 主 合 取 范式 。 即 
SoeiPYVOV -RNPV 一品 YRJA 人 一 PV -QV—R). 
对 一 $ 求 否 定 ， 并 利用 定理 9-t1， 便 得 到 S 的 主 本 取 范 式 
太志 一 《一 8》 
SPAQONMNRIYV (PAOARIYV (PAOMR). 
由 .上 看 出 ， 公 起 $ 赂 不 是 重 言 式 也 让 是 矛盾 式 ， 因 而 是 一 个 可 满 
足 欧 公 式 。 
类 似 于 定理 1-6， 我 们 有 
定理 9-7 设 4 是 包含 命题 变 元 PP， …，,P, 的 命题 公式 ， 
车 不 计 若 中 最 小 项 ( 襄 大 项 } 的 排列 次 序 ， 则 和 的 主 析 取 范 式 ( 主 
合 到 范式 ) 居 瞧 一 的 。 
利用 公式 的 真 值 点， 很 容易 得 出 定理 的 结论 ， 
于 是 ,两 个 公式 等 昼 的 充分 必要 条 性 是 它们 的 主 析 取 范 式 ( 主 
合 取 范式 相亲， 
例如 ， 下 面 的 两 个 公式 ， 
(一 PVYBI 人 (一 CQYR)T A (RVP) 
和 (一 @YPIA 人 CRV ON PVR), 
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它们 是 下 同 的 合 取 范 式 ， 但 它们 有 根 同 的 主 侣 取 范 式 : 
(PVYQOVRIANPV OVRIA—PYVOVRI/AMPYV OV 一 R) 
人 N\(~PVOVBAN(C7PY QVR), 
因此 ， 这 两 个 公式 是 等 什 的 ， 


$9,4 命题 演算 的 推理 理论 


推理 是 用 已 知 的 命题 得 到 新 命题 的 恩 维 了 过程。 任何 一 个 推理 
都 由 前 提 和 站 论 两 部 分 组 成 ,前 提 就 是 推理 所 根据 的 已 知 芍 合 题 ， 
结论 则 是 从 前 提 通 过 浴 理 而 得 到 的 新 命题 ， 

设 A 和 B 是 两 个 命题 公式 ， 如 果 A 之 B， 即 如 果 命 题 公式 
4- 电流 重 言 式 ， 则 我 们 说 “从 A& 推出 B” 或 说 "B 是 前 提 A 的 结 
论 ”。 一 般 地 ， 设 日 ,Ha 是。 和 忆 是 一 些 命 顾 公式 ， 如 果 

有 人 本 
则 称 从 前 所 Hs Hrs H, 推出 结论 Cs 有 时 也 记 汶 Hs Hs, 
H,=C. . 

一 组 前 提 是 和 否 可 以 推出 若 个 结论 ， 可 以 按照 定义 进行 判断 ， 

例 1 确定 结论 上 是否 可 以 从前 提 有 及 有。 推出 ， 

(1) HI: PQ, H,: P, 0; 9 

(2) Hi: P=0, H;; Q, C; P 

解 ”构造 上 述 命题 公式 的 真 值 表 


P 9 | Pre CP>O)AP | (P->Q)AQ - 


0 0 1 | 0 0 
0 


对 于 (ly 我 们 看 到 ， 第 四 行 是 两 个 前 所 的 真 值 都 取 1 的 唯一 
的 行 ， 在 这 一 行 结论 Q 也 共有 址 信 1。 因 此 ，€C 是 前 提 互 ; 和 HH， 
的 结论 .对 于 (2) 我 们 注意 到 ， 第 二 行 和 第 四 行 是 两 个 前 提 的 真 
值 都 取 1 的 行 ， 但 对 于 第 二 行 ， 绪 论 P 的 真 值 为 0。 因此 , Hl 八 
8Hs->C 不 是 重 言 式 ， 按 照 定义 ， (2) 中 的 两 个 前 提 不 能 推出 结论 
Cc. 
例如 ， 将 基 些 具体 的 命题 代 大 命题 变 元 P 和 如 ， 根 据 (1) 我 
们 得 到 下 述 酚 个 断言 ， 
(1》 如果 今天 出 太阴 ， 他 就 进 城 ， 
今天 出 了 太阴 ， 
所 以 他 进 城 了 ， 

(2》 如果 狗 有 起 膀 ， 则 狗 会 飞 上 天 ， 
狗 有 趣 嫉 ， 
所 以 狗 飞 上 天 了 。 

(3) 如果 nn 是 素数 ， 则 n 一定 是 整数 ， 
n 是 整数 ， | 
所 以 nn 是 率 数 . 

显然 (1} 是 正确 的 ，(2) 看 起 来 似 平 狠 莞 唐 。 但是， 由 于 数理 
还 辑 主要 是 从 抽象 的 逻辑 关系 上 来 研究 推理 ， 因 此 ， 在 ‘2) 中 最 
然 前 件 和 后 性 都 是 假 的 ， 但 是 这 种 推理 形式 却 是 正确 的 。 (3) 的 
结论 是 错误 的， 错误 在 于 命题 公式 ((P 一 昌 ) 八 Q) >P 不 是 重 言 
式 , 这 也 就 是 我 们 在 数学 中 常 说 到 的 “ 当 乙 是 甲 的 必 棵 条 件 时 , 乙 
不 一定 是 甲 的 充分 条 件 ”. 

判断 囊 , 人 F: 八 …A 人 车 一 C 是 否 为 重 言 式 ， 我 们 逐 可 以 仿照 
$9.2 中 的 方法 ， 利 用 已 知 的 一 些 等 值 式 推导 出 等 信 式 (H, 八 H， 
六 一 六 Hr0) et1L1， 夫 而 证 明 忆 是 前 提 五 ,， 开 :五 ,的 结论 。 

例 : 证 盟 C 一 下 是 前 撮 互 ,PE 一 如 和 百 ,， 一 (PA 八 Q) 的 
结论 ， 

“3S09 = 


证 明 百人 ,一 Ce ((P 一 人 ) 人 一 (P 人 台 ))- 一 忆 

< (一 PVA DO) MNP- 0) -rE 
如 (一 PAY (BA 八 一 品 ) -= 下 
P=-P 
<=>P\/—P 
< 1 

由 定义 可 知 ，C 是 前 提 地 , 和 五 的 结论 。 

二 面 栈 个 网 子 茶 本 上 是 按照 定义 来 证 明 的 ， 但 当前 提 和 结论 
都 是 比较 复杂 的 合 题 公式 或 者 所 包含 的 合 题 变 雹 很 密 鬼 时 候 ， 和 站 
接 用 定 祥 进行 推导 将 基 很 困难 的 。 因 此 需要 寻求 更 有 效 的 推理 方 
广 ， 


为 了 证 明 C 是 前 提 H,， 刀 ,，…， 五 . 揭 结 和 抢 ， 我 们 需要 证 
明 (HA 八 Hy 八 … A 八 H,)~*C 是 一 个 重 言 式 ， 也 就 是 要 证 明 当 前 提 
Hl， 日 :2，-…， HH 均 为 真 针 ， C 必 为 真 ， 为 了 撕 述 这 样 一 个 推理 
过 程 ， 我 们 可 以 构造 一 个 命题 序 剂 ， 其 中 短 个 命 王 或 者 是 已 知 的 
”命题 ， 域 着 是 由 某 毕 前 提 所 推 得 的 结论 ， 序 列 中 最 后 一 个 命题 就 
是 所 要 求 的 结论 。 这 样 一 个 质 述 推理 过 程 的 命题 序列 称 为 是 形式 
和 证明. 要 想 进 行 臣 们 的 推理 ， 就 必须 构造 一 个 远 辑 结交 严 亲 的 形 
式 证 明 ， 这 就 党 要 使 用 一 些 推 理 规则 ， 
下 品 几 个 规则 是 人 们 在 失 理 过 程 中 常用 到 的 推理 规则 ， 
(1) 前 提 引 入 规则 ， 在 证 明 的 仔 何 步骤 上 都 可 以 引用 和 宜 提 。 
(2) 结论 引用 规则 ， 村 证 明 的 任何 步 莫 一 所 得 到 的 结论 都 可 
以 在 其 后 的 证 明 中 引用 。 
13) 置换 检 则 ， 在 证 明 的 任何 步骤 上 ， 钙 题 公式 的 子 公式 部 
可 以 用 与 之 等 信 的 其 它 命题 公式 置换 
(4)》 代入 规则 : 在 证 明 的 任何 步 双 上 ， 重 诗 式 中 的 任 一 命题 
变 元 都 可 以 用 一 命题 公式 代 人 ， 得 色 的 仍 是 重音 臣 ， 
在 89.2 中 询 册 的 五 一 BE 区 及 
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E, 一 (P->@) PA—Q 
已 ,。 PO -QP 
E., 一 (P* 一 @) <> PP 一 一 全 
都 是 在 推理 过 程 中 经 常 使 用 的 一 些 等 值 关系 式 。 
在 推理 过 程 中 经 常 使 用 的 蕴含 关系 式 有 ， 


i PAQ=P 

i, PA\Q—>Q 

li, P=PVO 

1， o>PVO 

ff. --P>Pp—0 

[es QP+*0 

J -PQ)P 

1 P00) 坟 一介 
]， Pp. Q>PAOQ 

lL, PrP、 PVO=@ 
I, PP, P0020 

i, ~ 0, PrQ>—P 
bl, Px>0, Q>R=P>R 


1 PYVQ, PYR, QR3R 
这 些 兽 合式 也 被 称 为 礁 理 定律 ,因为 它们 给 出 了 正确 的 推理 形式 。 
著作 关系 式 卫 1 称 为 假 间 推 埋 ， 它 表 示 ， 消 两 个 命题 为 均 ， 


其 中 一 个 是 缠 含 式 命题 ， 


而 男 -一 个 是 这 个 比 含 式 命题 的 前 件 ， 册 


么 这 个 莉 沼 式 命题 的 简 件 一 定 也 是 真 命题 .在 证 明 过 程 中 ， 如 果 
出 更 了 某 个 推 还 定律 的 前 件 ， 则 根据 了, ， 立刻 可 得 到 由 这 个 前 


件 所 推出 的 后 件 。 因 此 ， 


1 也 被 称 为 是 分 离 规 财 . 


如 果 证 明 过 程 中 的 每 一 步 记得 到 的 结论 都 是 根据 推理 规则 得 
到 的 ， 由 这 样 的 证 明 称 作 是 有 效 的 。 通 过 有 效 的 正明 而 得 到 的 结 


论 ， 称 作 是 有 有 效 的 结论 ， 


因此 ， 一 个 证 骨 是 否 有 效 与 前 提 的 页 仿 
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没有 关系 ， 一 个 结论 是 否 有 效 与 它 自身 的 真 候 也 没有 关系 ， 在 数 
理 修 辑 中 ， 主 要 关心 欧 是 如 何 构造 一 个 有 效 的 证 明和 得到 有 效 的 
结论 。 如 时 所 有 欧 前 提 孝 基 址 的 ， 丑 称道 过 有 效 的 证 表 所 得 到 的 
结论 也 助 真 的 ， 这样 的 证 明 称 作 是 会 理 的 。 通 过 合理 的 证 溪 而 得 
到 的 结论 称 作 是 合理 的 千 论 。 数 学 中 定理 的 证 明 过 程 一 般 都 是 一 
个 合理 的 证 明 ， 

例 3 证 明 一 P 是 前 提 一 (PA 八 一 8) 、 一 QVR, 一 R 的 结论 ， 


证 明 编号 会 式 ; 依 所 
(1) ] QR 前 提 
(2) RR 前 机 
(3) 一 @ | GD 
(4 -一 (PP 一) 前 操 
C3) | 一 已 《4 下 加 Ee 
(6) | 一 P C83), (557 


表格 中 疝 一 列 是 依次 推导 出 来 的 命题 公式 ， 昧 后 一 行 的 命题 
公式 一 P 是 要 证 明 的 结论 。 左边 一 列 是 推导 出 来 的 命题 公式 的 编 
续 ， 右 边 一 列 是 推导 的 依据 。 . 

例 4 证 明 PY9 是 S>0Q、R 一 P、SVR 的 结论 。 


证 明 编号 | 公 式 做 据 
(D| svR | 前 提 
(2 | SxR | (EB 
" (3) | R=>P 前 提 
; + (C4) SsS~*P (2), C3) ba 
(5) ~Prs | (DER 
06) S>0 前 提 
《7 ~P>0 CE) CB Fy - 
(8) |! PQ BB 
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例 5 证 明 (PAQ})-xR、 一 RVS、 一 S 字 PP- 一， 

由 等 信和 关系 忒 Els: P-”(Q->R) 守 > (PA 人 Q) 一 R, 设 P 基 一 组 
前 所 的 全 到, 9 是 任 一 公式 , 则 等 值 美 系 式 Bis 说 明 ,如果 包括 
到 前 提案 合 中 去 作为 洪 加 的 前 提 ， 并 且 民 可 以 从 PAQ 推出 于 
从 8@-R 可 以 从 这 组 前 所 P 推出 因此， 如 果 结 论 是 全 ->R 的 形 
式 ， 遂 常 束 使 用 E;; 将 8 作为 一 个 添加 的 前 提 而 证 明 RR 能 从 所 
给 的 前 提 和 中 中 推出 。 我 作用 这 种 方法 来 证 明 例 5， 


证 明 编号 | 公 式 | 信 据 
《1》 一 及 全 前 提 
《2) 一 鲜 前 提 
《3) 一 此 | (1), C2); Te 
(4) (P.O)>R 前 提 - 
(5) 一 (PP 人) [3 (4 3 
{6) 一 PP' 一 各 (5); En 
C7) P : 假设 


{8) 一 人 | (C6) C7 To Es 


例 6 “如 果 电 影 忆 开演， 那么 大 门 关 着 ， 如 困 他 们 八 点 钟 
以 前 到 达 ， 那 么 天门 开 羊 ， 他 们 八 点 钟 以 前 到 达 。 所 以 ， 电 影 没 
有 开 注 ”。 证 明 这 些 语句 构成 一 个 下 确 的 推理 . 
令 PP， 电影 已 开演 ， 
已 :大 门 关 普 。 
RR， 他 们 从 点 印 也 前 到 这 。 
我 们 只 知 证 明 俯 前 提 P 一 Q、 RR 一 一 和、R 可 以 推出 结论 一 了 {请 
读者 自己 完 成 这 一 证 明 )。 
如 果 对 于 出 场 存 公式 HL 吾 :;*…; 了 .中 的 命题 变 元 的 尾 何 一 
组 真 值 指 洲 ， 公 式 H;, 吾 ;，…, 阳 , 中 于 少 有 一 个 为 假 ， 即 它们 的 
合 取 式 下 BA 六 本 是 站 大 式 ， 则 称 公式 下 也 HH 是 
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不 相 容 的 。 敬 划 称 公 式 开 1 Hi，…s:H, 是 相 容 的 ， 当 县 仅 当 存在 
车 一 个 命题 及 ， 使 得 

HA 人 HA 人 \ A 人 H.RA—R 
时 ， Hi,H,, "…,H, 是 不 相 容 的 。 这 里 尺 是 任 一 公式 ，。 

不 相 容 的 概念 用 在 称 为 反 证 法 或 问 接 证 明 法 的 证 明 过 程 中 。 
为 了 证 明 结 论 C 可 以 从 前 担 吾 )， 日 :，…，H, 推出， 我们 把 一 5 
其 加 到 这 组 前 提 忠 去， 如果 有 某 个 公式 只 使 得 于 人 Ha 八 … 六 本 
人 一 C 二 RA 人 一 R， 则 这 组 新 的 前 得 是 不 相 容 的 。 于 是 ， 当 Hi 八 
再 : 八 … 人 五. 为 真 时 , 一 C 此 为 假 ， 志 就 是 当 再 ,入 百 : 六 … 八 了 再, 为 
真 时 ， 己 必 为 真 。 于 是 ，C 可 以 由 前 提 Hj; 日 ;,;…sH, 推出 。 

简 7 证明 PQ、9V 一 R、RA 八 一 S 守 一 P 


证 朋 用 肥 证 法 。 把 一 (一 P) 作为 添加 的 前 提 加 入 到 前 提 的 
集 舍 中 去 ， 证 明 由 此 导致 季 丘 。 
编号 | 公 式 | 请 据 
《 一 (一 下 假设 
{2 | Pp {1);E, 
(3) FP-—2 前 提 
《4 0 (2) , C3) Tn 
‘5) @ —R 前 提 
《6》 “RR | Ca 《57 了 9 
(7) | R'.—3 ， 前 埋 
(8》 | 及 《7)3 Ti 
(9 : RR..R (6), Ca): 了 


所 以 从 前 提 PF 一 一 QQY 一 R、RA 六 一 5 可 这 推出 结论 --P。 


~ 
和 


.i = 


(二 ) 谓词 演算 
89.5 谓词 、 小 体 词 笨重 词 


在 命题 沪 算 蝶 ， 臣 们 把 原子 命题 作为 基本 研究 单位 ， 对 它 不 
再 进行 分 析 ， 市 研究 由 腻子 僵 题 和 联 者 词 所 组 成 的 复合 命题 。 研 
完 复 寿 备 是 的 逻辑 性 质 和 复合 命题 阅 的 到 辑 关系 等 等 。 这 笠 ， 有 
些 推 型 形式 着 题 进 钳 雹 不 能 包括 。 例 如 

所 有 的 人 都 是 归 死 的 。 

张 兰 是 人 ， 

记 以 张 工 是 归 殉 的 。 

从 直 台 上 看 ， 第 二 个 命 野 是 前 两 个 命题 的 结论 ,但 是 ， 从 前 
击 研 究 的 舍 沂 扒 球 蜡 伦 却 得 未 出 兴 。 因 为 它 的 前 提 和 结论 里 都 没 
首 联 咎 词 ， 它 们 都 起 原 直人 市 题 ， 用 命题 区 错 米 表 示 ， 它 的 形式 是 
了 六 CQ-。 晶 然 ， 这 不 是 命题 遥 尾 里 的 重 言 式 。 造 成 上 述 缺 陷 的 
原因 在 于 我 们 不 能 对 原子 命题 作 进 一 纱 的 分 术 ， 从 而 显 出 前 提 和 
结论 在 形式 结构 放 耐 的 联系 ， 因 此 我 们 就 不 可 能 认识 到 这 种 推理 
的 形式 和 规 福 。 

又 她 ， 李 芳 是 天 学 生 。 

张 岗 是 大 学 生 ， 
由 于 它们 是 两 个 头子 例题 ， 只 能 用 两 个 不 辐 的 符号 来 表示 ， 但 这 
样 的 入 号 才能 插 示 出 这 是 个 命题 的 共同 特性 。 

在 谓 调 演算 上 店 ， 我 们 通常 将 一 个 命题 里 表示 炭 维 对 象 的 词 称 
为 生 询 或 称 个 体 词 ， 将 表示 一 个 个 体 的 性 质 或 项 个 以 及 两 个 以 上 
个 体 间 的 关系 的 词 称 为 亩 词 。 发 未 站 不 个体 立 间 的 关系 的 谓词 称 
为 虽 元 谓词 ， 展 负 一 个 个 休 的 性 质 的 请 词 称 为 一 元 谱 词 。 例如 ， 
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上 全 中 “ 率 芳 ”和 “ 张 岗 ” 分 别 是 个 休 词 , “是 大学生? 是 谓词 . 

我 们 用 六 宇 宁 其 吉水 户 词 。 用 小 写字 和 母 表 示 个 体 或 对 象 。 例 
如 ， 我 们 用 8 表示 谓 间 “是 大学生 ””， 用 a 和 4 分 别 表示 “ 李 芳 *” 
和 “ 张 岗 "， 则 -直面 贾 个 命 古 分 别 可 以 写成 @(a) 和 @(b)。 

在 “a 比 大” “aa 位 于 b 与 之 间 ” 这 些 命题 里 ，e 和 
或 者 a .和 5 部 代表 -一些 个 体 ，2 比 ，…… 大 ”和 “.…… 亿 于 

与 …… 之 剖 ” 昆 谓 词 。 我 们 可 以 招 它 们 分 别 表示 成 4(e， 
bp 和 Ba pv cl， A 是 二 元 谓词 ，B 是 三 元 谓词 。 

一 般 此 ， 一 个 出 m 个 个 体 和 天 元 谓词 所 组 成 的 命题 可 表示 为 
Ga ds 0， 和 中 日 涛 示 n 和 元 请 词 ， 041， 42， 下， 所 分 
别 表 冰 2 个 个 体 .。 6。 ua …， 的 排列 次 序 有 时 是 重要 的 。 酸 
如 ，B(a Pei 不 能 窟 为 Bayc)， 否则 就 成 了 命题 “bb 
位 于 ea 与 c 之 间 ”， 

以 前 所 中 大 的 联结 启 ， 在 这 里 仍然 可 以 用 来 构成 复合 命题 。 
例如 ， 者 我 们 用 台 (a) 表示“ 李 芳 是 大 学 生 ”， 用 GIby ec) 表 
示 “ 张 琦 比 小 红 启 "， 则 命题 “ 李 芳 是 大 学 生 且 张 琦 比 小 红 商 ” 记 
成 Ca AGtb ，c).“ 如 果 率 萌 是 大 学 生 ， 则 张 薪 比 小 红 高 ” 记 
成 Btay 一 1b，c),。"“ 李 浪 不 是 大 学 生 ” 记 成 一 Q (a)}。 同样 ， 
使 用 联结 遍 和 /和 < 一 > 可 分 别 用 来 形成 下 面 的 合 题 ,，Q(0)VG(p， 
Cc), Qa Oh. 0), 

个 仁 词 避 以 是 全 体 常 元 或 个 体 变 元 ， 当 其 汶 个 体 变 元 时 ， 对 
于 谓词 8,@ 00 便 是 个 体 变 光 的 孙 数 。 即 当 给 x* 代 以 不 同 的 个 
体 时 ， 便 得 到 和 不凡 的 命题 。 这 些 命 题 都 有 相同 的 谓 订 .而 对 于 请 
词 A、B，A(tx,y) 和 B(x,y,z) 分 别 是 两 个 个 体 变 元 X,Y 
和 三 个 个 体 下 元 x*，》, 2z 的 本 数 。 我 们 称 它们 为 命题 函数 。 一 般 
地 ， 含 有 中 个 个 传 灾 ix xp 的 命题 葬 数 洪 示 为 P(x， 
Xa 个 全 有 当 基 中 记 丰 区 个 
体 迹 汇 郁 分 串 访 之 庆 具 体 的 个 休 后 十 芝 太一 个 命题 ，。 
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个 休 变 元 所 代表 的 对 象 的 总 条 或 个 休 变 元 嗓 什 的 范围 称 为 个 
. 剑 域 ,个 体 域 可 以 是 有 限 集 合 也 可 以 基 无 限 集 合 ， 

下 面 我 们 来 考虑 这 样 一 些 命题 : 

1。 凡 是 球 都 是 圆 的， 

2。 每 一 个 毕 果 都 是 红 的 。 

3。 任 何 一 个 有 班 数 都 等 于 某 一 分 数 ， 

这 些 命题 可 以 收 写 成 ， 

1。 对 于 所 有 的 x， 如 果 # 是 球 ， 则 * 是 图 的 。 

2。 对 于 所 有 的 x ， 如 果 x 是 人 苹果， 出 x 是 红 的 ， 

3。 对 于 所 有 的 x ， 如 果 x 是 有 理 数 ， 则 x 等 于 某 一 分 数 。 

我 们 把 “对 于 所 有 的 x” 记 成 Yx {或 者 (x))， 把 谓词 “是 球 ” 
和 “是 圆 移 ”分 别 记 成 4 和 BB， 则 上 述 命 肝 1. 可 表示 成 

YX BX)) (或 者 (0 (BAX) > BIX))), 
类 似 地 ， 命 题 2, 和 3. 也 可 以 写成 上 述 形 式 。 

又 如 命题 “如果 < 出 2 大 ， 则 ?不 比 x 大 ”。 若 用 4 表示 谓 

通 “，…… 比 …… 大 ?， 那 么 这 个 命题 可 以 囊 示 为 
本 (KJ 

我 们 称 符 号 Yx (或 (Xx) ) 为 全 称 和 量词。 全 称 量词 用 来 表示 “对 所 有 

的 ”.“ 对 每 一 个 "以 及 “对 任意 一 个 ”等 河和 句 ， 

我 们 引入 另外 一 种 量词 来 表示 《有 某 一 个 ",* 寿 少 存在 一 个 ” 
等 词句。 如 命题 “有 的 自然 数 是 素数 ”可 以 写成 “至少 奉 在 一 个 
x，x% 是 自然 数 并 且 x 是 素数 ”。 

， 我们 将 “至 少 在 在 一 个 x*” 证 成 3x。 符号 3x 称 为 存在 量 
舞 。 如 果 把 谓词 “是 自然 数 ” 和 “是 素数 ”分 别 记 成 A 和 昌 ， 邢 
到 广 个 命题 可 表 注 成 

DXA ABC , 


和 
Be 
Pi 
~ 
生 


39.6 谓词 演算 公式 


四 + 元 谓词 P 和 nn 个 个 体 变 元 x1，x,,…，x, 构成 的 命题 函 
数 P(x,，x,，…，X*,) 称 为 是 谓词 演算 中 的 原子 公式 ， 一 个 命题 
或 一 个 命题 变 元 也 称 为 谓词 演算 中 的 原子 公式 ， 

出 原子 公式 出 发 ， 下 面 给 出 谓词 演算 中 公式 的 递归 定义 ， 

1。 每 个 原子 谓 启 公 式 都 是 宵 词 公式 。 

2， 如 果 4 是 请 词 公式 ， 则 一 4 也 是 谓词 公式 ， 

3。 世 果 4 和 旦 是 谓词 公式 ， 则 (4WB 、(4 人 B) 、(4 一 阳 ) 、 
(4* 一 B) 也 是 谓词 公式 。 

4。 加 果 和 是 谓词 公式 ，x 是 4 中 的 自由 变 元 ， 则 YxA 和 
3xA 也 是 谓词 公式 。 

5。 愉 有 由 使 用 上 述 四 条 规则 有 限 次 而 得 到 的 才 是 谓词 公式 ， 

由 定义 可 知 ， 谓 词 公式 是 由 原子 谓词 公式 、 命 题 联结 词 、 量 
询 以 及 贺 括 号 按照 上 述 规划 组 成 的 一 个 符号 串 。 因 此 命题 演算 中 
的 命题 公式 是 调 词 公式 的 一 个 履 例 ， 

信 体 变 守 有 自由 变 区 和 约束 变 元 之 分 。 

例 1 “x 是 整数 ” 是 一 合 古 荐 数 ， 其 中 有 个 伍 变 元 x。 由 于 
x 的 信 采 定 ， 所 以 对 它 不 能 判断 其 真 候 。 如 果 * 取 值 V3， 我 
们 就 得 到 “2? 是 整数 *?， 这 是 一 个 假 命题 ， 如 果 x 取 值 5， 其 
结果 是 “5 是 整数 "， 这 是 一 个 真 命题 。 
” 例 2 “x>y” 也 不 是 一 个 命题 ， 而 是 一 个 命 砷 函数 。 其 中 有 
个 体 变 元 x，>， 由 于 x 和 了? 的 值 未 定 ， 对 它 也 不 能 判断 其 真 候 ， 

在 例 1 和 例 2 中 ，x 和 » 的 值 都 没有 确定 ， 当 我 们 以 确定 的 
值 去 作 代 人 后， 就 可 得 到 一 个 命题 。 这 样 的 个 体 变 元 称 为 是 自 咎 
变 元 . 

约束 变 元 是 被 量词 所 约束 了 艾 个 体 变 元 ， 
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例 3 Yx( 如 果 x 是 于 时， 则 x 是 红 的 ) 。 

这 已 经 永 是 一 个 命题 函数 ， 而 是 一 个 命题 ， 对 于 其 中 的 个 体 变 元 
不 需要 再 作 代 人 人 ， 它 的 含义 是 确定 的 ， 它 断定 “一 切 蕴 果 都 是 红 
的 ”"。 这 当然 是 一 个 假 命 题 、 

例 4 33x(x 症候 数 人 x >>101) 。 

这 也 不 是 一 个 命题 函数 ， 而 是 一 个 命题 ， 它 相当 于 说 “存在 有 大 
于 101 的 偶数 ">。 这 是 一 个 嘉 命 题 。 

例 3 和 例 4 里 的 个 体 变 元 都 是 约束 次 元 约束 变 元 之 所 蓉 椒 
需要 作 代 入 ， 是 因为 当 变 元 的 个 体 域 确 定 以 后 ， 它 的 含义 是 确定 
的 ， 

在 一 个 谓词 公式 中 ， 形 如 YxA& (x) 或 3x4 (x) 的 那 一 部 分 称 
为 是 公式 的 x* 的 素 部 分 ， 而 4& (x) 称 为 是 量词 Yx 或 3x 的 糖 城 ， 
x 在 公式 的 x 约束 部 分 的 任 一 出 现 都 称 汶 x 的 移 菠 出现， 着 量 启 
后 有 有 括号 ,人 婴 括 号 内 的 公式 即 为 此 量词 的 连城 ， 荐 量词 后 无 括号 ， 
则 量词 后 最 短 的 公式 为 此 量词 的 边 域 ， 当 x 的 出 现 不 是 约 来 出 现 
时 ， 称 %* 芍 出 现 是 自由 出 现 。 四 此， 公式 中 约 东 出 现 的 变 元 是 约 
束 变 元 ， 自 由 出 现 的 变 元 是 自 电 变 元 。 

局 如 ， 对 于 下 击 的 亩 词 公式 ， 

(1) WXP (X,Yy), 

(2) VxlP x) + FYR (X,Y)), 

(3) 3x(P OY AQ (x)), 

(4) FxP CX 人 Qtx)， 

(5 VAPOR WY Wx(P (=>0 (2), 

YXxP (x,》) 是 公式 1) 的 x 约束 部 分 ， 量 词 Yx 的 辖 域 是 
P (x,y)， 变 元 %* 是 纲 束 变 元 ， 灾 元 7》 是 自由 变 元 。 在 公式 (3) 中， 
Yx 的 辖 域 是 了 (7) 一 39R (x 让，37 的 玉 起 是 R(x). x 和 站》 两 
者 的 所 有 出现 都 是 约束 出 现 ， 注意 区 别 公式 (3 和 公式 (4) ,在 (3) 
中 33x 的 辖 域 是 Px) 八 8 (Cx) 。 而 在 (47 中 3x 的 加 域 是 P(X)，x* 
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在 日 0 中 的 出 现 是 自由 出 现 。 汶 避 锡 混乱， 可 将 公式 ( 习 下 写成 

习 ?P OA 信 Q (x 公式 (56) 中 第 一 个 wx 的 辅 域 是 PIX->R (x) ,第 

二 个 Wx 的 辖 域 是 PO 一 8 (x) 。 这 个 公式 也 最 好 下 写成 
VAXCPOO RO YY IP ON = {8)), 

一 个 会 题 汉 未 成 谓词 公式 的 时 候 与 个 体 变 元 的 个 体 域 育 关 。 
例如 ， 基 到 把 命题 "对 王仁 一 正 整 数 ， 总 在 在 一 个 更 大 的 正 整 数 ” 
用 符号 来 表示 ， 如 果 我 们 考 虚 的 是 所 有 在 整数 的 集 含 ， 出 合 题 相 
当 于 “对 于 所 有 的 x; 必 存 在 一 个 》, 使 得 卫 x 大 ”, 阁 用 如 (x,y) 
下 示 % 比 3 大 ， 那么 记 给 的 命题 可 复 示 成 V3YGY, x , 恒 如 
果 我 们 对 x，? 的 取 慎 范围 不 加 限制 ， 或 首 涪 x，> 可 凡是 任何 个 
体 ， 那 么 二 一 命题 就 要 表示 为 

WAP (le) > AYP OW AG CF, K))) , 

其 中 P(X) 表示 只 是 正 整数 ?. 

此 外 , 一 个 命题 的 页 值 也 条 个 体 域 有 洋 。 例 如 车 月 {x} 表 

去 “4x 是 素数 ”， 那 么 命题 Yxg 0) 对 于 下 面 给 出 的 个 体 域 (2 到 
值 浪 下， 而 对 于 (2) 取信 为 介 。 

C1) {2, 5, 7, 11}. 

(2) {2, 5, 7, 9}, 


89.7 谓词 演 偶 的 永 真 公 式 和 公式 的 等 入 


在 请 词 误 自 的 公式 由 包含 让 个体 亚 苞 、 命 题 变 元 和 谓词 。 当 
公式 中 的 自由 个 体 变 元 用 其 个 体 域 中 的 确定 的 个 体 代 人 ， 介 组 变 
元 用 确定 的 命题 代入 后 ， 原 公式 就 变 成 了 一 个 命题 。 这 个 命题 下 
确定 的 真 值 ， 而 这 样 一 组 代入 到 请 词 公式 中 去 的 确定 的 个 体 和 命 
题 称 治 公 式 的 一 组 指派 ， 这 里 所 给 出 的 辕 词 会 式 包 各 谓词 ， 但 不 
包 食 亩 词 变 元 ， 即 每 一 个 谓词 符号 都 看 作 烃 一 个 和 确定 的 请 词 ， 不 
能 随 赣 地 进行 代 人 ， 
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如 果 对 于 命题 变 元 和 个 休 变 元 的 任意 一 组 指派 ， 谢 词 公式 和 
的 值 总 是 沟 真 ， 则 我 们 称 公式 如是 永嘉 公式 。 如 果 对 命题 变 元 和 
个 休 变 元 的 任 赋 一 组 指 庆 ， 人 公式 和 的 值 总 是 为 假 ， 则 称 公 式 各 汐 
永 假 公 式 或 不 可 满足 的 会 式 ， 如 果 至 少 存 在 着 一 组 指 凝 ， 使 公式 
点 的 值 为 真 ， 则 称 公 式 4 是 可 满足 的 公式 。 

如 果 对 于 它们 所 和 包含 的 各 个 命 是 变 元 和 个 体 变 元 区 任意 一 组 
指派 ， 谓 启 公 式 怒 和 B 痢 上 有 扯 同 的 值 ， 则 称 妨 和 8B 等 依 。 半 记 
作 4A<e>B 。 因 于 一 个 公式 有 是 永 真 公式 相当 于 A 二 31。 类 羽 地 ， 
我 们 也 可 以 定 交 诈 这 公式 之 间 的 获 仿 关系。 即 若 A->BS>!， 则 
称 公式 4 将 含 公式 B。 开 记 作 4 一 恒 。 

当 全 体 焉 是 有 限 集 合 的 时 候 , 原则 上 来 说 ， 可 以 用 走 值 表 的 方 
法 来 验证 一 个 公式 是 否 为 永 真 公式 ,或 者 验证 两 个 公式 是 否 等 值 。 

例如 ， 设 个 体 域 已 = {a 0)» 则 包含 有 全 称 景 词 的 请 
词 公 式 Yx4(x) 表示 4 有 性 质 妨 ，4, 有 竹 质 上 4,…，q 有 性 质 4.。 
因此 


YxACoO < 人 At 人 An) 作 … 人 4(o)。 
因为 A(a) =1,2,…sn) 四 都 没 少 个 体 变 元 ,也 没有 量词 ， 所 
名 二 一 合 取 式 实际 上 是 命题 演算 中 的 命题 公式 。 

包含 有 存在 量词 的 谓词 公式 xA (Xx) 表示 5 有 性 质 4， 或 
者 as 有 件 质 4,…， 或 者 4 有 了 性质 4。 央 下 

习 xA(K] A(T VA I WV A (0.) 。 

同样 地 ， 这 一 析 取 式 也 是 命题 演算 中 的 命题 公式 ， 

如 果 一 个 谓词 公式 中 包含 有 多 个 量词 ， 则 可 以 从 里 到 外 地 用 
上 述 方 潜 将 里 启 未 个 消去 ， 因 页 使 公式 转换 成 命题 演算 中 的 命题 
公式 ,但 建 ， 当 个 体 王 中 元 素 很 和 多， 甚至 为 无 限 集 上 时， 这 个 方法 
就 变 得 不 实际 甚至 不 可 能 了 。 

-包含 有 量词 而 不 包含 自由 变 苑 的 谓词 公式 , 实际 上 也 是 命题 演 
算 的 公式 ,因此 对 命题 演算 中 的 所 有 重 言 式 , 车 将 其 中 德 一 个 命题 
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变 元 分 别 用 这 些 公式 去 作 代 入 , 便 可 得 到 请 词 演算 中 的 永 真 公式 ， 
全 如， 在 PY 一 PP 和 P09) 呈 (~ 一 PVYQ) 中 ， 若 用 XP (x) 
代替 P， 用 3xe GO 代替 Q， 就 得 到 永 走 公式 
VRP (XV — YXP (Xx), 
(CVXP IXY + XO Nr Co WxP (XY YY FXQ (7)) 。 
若 将 每 一 命题 变 元 分 别 代 换 为 不 包含 联结 词 的 原子 调 词 公 
式 ， 则 及 可 得 到 谓词 演算 中 的 一 类 永 真 公式 。 例 如 
(A BO DI A BX, Y)), 
(CACXI WB VW ) 4 (BX, JW AD 
{COX W)C (x, 7) 


缠 含 关系 也 可 以 着 成 是 谓词 演算 中 的 等 值 关系 和 桨 含 炎 系 ， 
此 外 ， 电 于 谓 河 蔓 算 的 公式 中 出 现 了 全 称 量词 Yx 各 存在 量 
闻 习 x ， 玉 此， 丰 应 地 它 还 有 一 些 等 值 关系 式 和 葡 售 关系 式 。 其 
中 最 常见 的 列 于 表 9-3 中 。 
表 9-3 


习 %( 人 7 人) et AXACXY :AXBK) El, 
家 凡人) BON) WAAR) i WABIxX) Es 
一 XA 全 本 < 一 站 全) Es, 
YA ee) Ea 
WRAx) WXBOX) my WACACX) Bx)) Ts 
习 x( 和 人) AB mp IA "DxBx) Ts 


表 9-3 中 各 式 均 可 以 用 定义 直接 证 明 ， 其 中 FE,。 和 E,; 说 明 
全 称 量词 和 存在 量词 可 以 相互 转化 ， 而 县 量词 前 面 的 否定 号 可 以 
深入 到 辖 域内 。 

在 谓词 公式 中 ， 往 往 有 这 样 的 情形 ， 它 的 某 个 量词 的 辖 域 中 
存在 敬 不 含有 被 此 最 词 所 约束 前 个 体 谈 元 的 子 公式 。 此 时 ， 可 以 

"322 。 


渚 站 个 子 公 式 从 量词 的 糙 城 中 担 出 来 ， 但 有 峙 量词 要 作 适 当 的 改 
变 。 表 9-4 列 出 了 这 一 类 的 等 信 关 系 式 。 
9-1 


VECA BN yA YB (x) 
XtA “Bea Br) 
WXALX) > Bey D(Ax) >») 
FxXAIX) -Bey VY xf 全) AB) 
A Br) yy ABEx)). 
六 XB (IX) eRAB x) 


表 9-1 中 各 等 公式 的 证 明 也 很 容易 ， 只 要 注意 到 ， 若 公式 4 


不 富有 个 体 变 元 x， 则 
YXAE>A, DXA>A, 


89.8 谓词 演算 的 推理 理论 


利用 命题 公式 固 的 各 种 等 值 芝 系 和 蕴含 关系 ， 通 过 一 些 准 理 
规划， 从 已 知 的 命题 公式 推出 另 一 些 亲 的 命题 公式 ， 这 是 命题 油 
算 中 的 推理 。 类 似 地 ， 利 用 谓词 公式 间 的 各 却 等 值 关系 和 将 含 关 
承 ， 通过 一 些 推理 规则 ， 从 一 些 谓词 公式 推出 劳 一 些 调 词 公式 
这 就 是 谓词 演算 中 的 推理 。 在 谓词 演算 中 ， 村 进行 正确 的 推理 ， 
也 必须 构造 一 个 结构 严谨 的 形式 证 明 ， 交 此 也 要 求 给 出 一 些 租 应 
的 推理 规则 ,命题 湾 自 中 所 使 用 的 推理 规则 ， 都 可 以 应 用 于 调 词 
瘟 算 的 礁 理 中 。 除 此 以 外 ， 油 于 谓词 多 辑 中 引进 了 个 体 词 、 朝 词 
和 量词 等 ， 因 此 又 增加 了 一 些 推理 规则 ， 下 面 介绍 几 个 与 量词 有 
关 的 推理 规则 ， . 

1。US 《全称 特定 化 规则 ) 

VxA) > A 
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4 人 ( 切 是 将 4t 中 的 x 处 处 代 之 以 了 。 要求 了 在 4 中 不 约 


束 出 班 。 这 里 自由 变 元 y 也 可 以 宇 成 个 体 常 元 c ， 这 时 c 为 个 休 
域 中 任意 一 个 确定 的 个 体 . 


这 个 规则 的 意思 是 说, 如 果 个 体感 的 所 有 元 厌 痢 其 有 性 项 人 。 


册 个 体 球 中 的 任 一 个 元 素 具 有 人 竹 质 A。 


2, 大 S 《存在 特定 化 规则 ) 
习 Y# 丰 (二 训 ( 


这 里 6 是 个 体感 中 的 基 个 确定 的 合体。 这 个 规则 是 说 ， 如 时 


个 体 域 中 存在 有 性 质 4 的 元 素 ， 则 个 体 姜 中 必 有 某 -- 元 素 c 其 有 
性 质 4。 但是， 如 果 3x4 x》 中 有 其 它 自由 个 体 变 区 出现， 下 x 
是 随 其 它 自由 个 体 变 元 的 值 而 变 ， 慰 么 就 不 丰 在 唯一 的 = 使 得 
A(c) 对 自由 个 体 变 元 的 任意 值 都 是 成 立 的 。 这 时 ， 就 不 能 应 用 在 
在 特定 化 规则 。 


3. 出 G (全称 一 般 化 规则 》 
AX) YAY) 


这 个 规则 是 说 ， 如 果 个 体 域 中 任 启 一 个 个 体 事 具有 性 质 A， 


则 合体 域 由 的 全 体 个 体 部 具有 性质 4&。 这 里 要 求 x 必须 为 自由 宰 
元 ,并且 3》 不 出 现在 44x) 中 。 


4。 扎 台 〈 存 在 一 般 化 规则 ) 
六 (0) 二 YACY) 


这 个 规则 是 说 ， 如 果 个 体 域 中 有 某 一 元 豆 “ 具 厅 性质 4， 则 


个 体 域 中 存在 著 具 有 性 质 4 的 元 素 ， 这 里 枢 求 y 不 在 ACc y 中 出 


有 了 上 述 这 些 规则 ， 再 加 上 命题 访 算 中 所 给 出 的 排 姬 岩 则 ， 


我 们 就 可 以 进行 谓词 该 算 中 一 些 较为 简单 的 推进 。 


下 面 举 例 说 明 谓 词 演 算 的 推理 过 程 ， 
例 1 证 有 明 WxCPGO3000/NPC =0 (Cc) 
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”证 明 


{1Y YXx(P) 0 0) 有 前提 

(2} PP) -人 (CC) 《1 US 
(3) P(e) 前 提 

(4) tc) {2) , (3); Tt 


这 就 是 还 辑 中 的 * 三 段 论 方法 "。 倒 如 ， “所 有 的 人 帮 是 要 死 
的 ， 张 三 是 人 ， 所 以 张 三 是 要 死 的 ”。 
例 2 证 明 习 x(P(D ANG (0) = 导 xP (xX) 人 八 JDxQ (x) 


证 明 

《1 Ax(P A) AQ x)}) 前 提 

(2 pre AQ Ce) (DD ES 

(3 P(e) (2), fy 

(42 QO) 2) fs 

(5) AxP (x) (37 EG 
{6 AxQ ex) - (4): EO 
(7Y FxP XA FxQ (x) (5), (BY), Je 


在 使 用 US，BS，UG，EG 这 四 条 规则 时 ， 南 注 意 严 格 按照 
它们 的 规定 去 使 用， 否则 会 推出 错误 的 结论 我 们 举例 来 说 明 这 
一 点 。 
例如 要 求证 明 3xP (7) 八 33x0 (0 之 习 x(Py 人 QQeo) 
我 们 作 如 下 推导 ， 


(1 3xP A FXQ (x) 前 提 

(2) JIxP(x) : {1), I 

(33 AXQ (0 {1), fs 

《42 Pe) ‘27: ES 

(67 Q (0) 3), ES 

{By PCANOQ EY (4), (5S) Te 
{7 FX ANY 0) {87 了 全 
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我 们 知 注 ( 习 xP (Xx) 八 习 xQ (xX)) 一 3xX{F 了 (7) 入 Q(x)) 并 不 是 永 
真 公式 ， 因 此 上 述 推导 是 错误 的 。 错 误 在 于 《4 、(5) 两 步 使 用 
ES 时 得 到 的 Ptc) 和 品 (c) 中 的 个 体 元 素 5 不 应 该 是 相同 的 。 

例 3 证 明 YxtPOOVO00)、YxP (X= 9xQ (x) 

证 浊 ” 朋 反 让 法， 假设 一 习 xQ {xX) 成 立 。 


C1) VYx—P(x) . 前 提 

(2) —P(Y . i}; US 

(3) — 3xQ (zx 四 - 假设 

(4) YX——0Q (x) | {3); Ese 

(5) -QCy) | (4): US 

(6) 一 PP A 和 90) | (2)3 C5), 了 
(7) PO) VQ OO)) (6 Bo 

(8) YXP xX) VO x)) 前 提 

《9) POY YO (OY) (8); US 


(OPOOVOODNA— (POVOGOY (7), We I, 
因为 (PO VOD 一 个人 YYGt)) 是 永 假 人 公式， 所 以 
和 和 人 VD) 


习 题 


1， 表 渤 下 列 命 题 公 式 的 走 值 儿 : 
t1) 一 PYW QA-~R), 
(2) (PP 六 一 人 WORD 
(3 (PO (PY O), 
{4 COA CP ) -rrP:; 
(8) UPY OD (QAR -PHAR), 
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2。 下 列 分 题 公式 中 哪 此 是 重 言 式 ? 呈 实 是 下 在 入? 
(1》 (P70) (OP), | 
(2) (QA (P30) ~ (P00)., 
(3) (~ QP) >(P™0); 
(d) (CPY 名) 一 及 < 全 
(5) (PAQ) =P; 
《5) (P 一 一 P) 一 一 局。 
。 证明 下 列 命题 公式 蜀 等 值 美 系 ， 
(1) (PYO) 人 R30)<>(PYR)*O, 
(2) (PerO ey(PYVODATm (PAO 
(3) (PO eSF(PAQ)YV (PAQ), 
C4) (QAR)->S) A (RPYS)) > (RA (PO)) Ss 
(5) {P-* (QR)) > (PO) YY (Pr RY), 
。 证 肖 下 列 命题 公式 的 苦 念 关系 ; 
(1) PP- (QR) P00) -> (PP->R)， 
(2) (PVP) >OI OPY PTR) (0-rR), 
(3) (QPA-P)) (RPA—P)) SR 0), 
。 求 下 列 命题 公式 的 主 合 取 范式 和 主 析 取 范 式 并 判断 公式 是 
否 为 这 言 式 或 芳 亩 式 ， 
(1) (PY) Pe 0), 
(2) ~ (P30) + (P00), 
(3) (RA(Q=P)) = (POVR)). 
(4) (Po(QAR)DACTP 人 一 有 次), 
56。 证 明 ， 
(1) 证 明 一 S 是 前 提 PO、 (QVR}A 一 R, 一 (_-PAS) 
的 结论 
《2) 证 明 一 PY 一 QQ 是 前 提 (PAQ) 一 R, 一 RVS、 一 9 的 结论 。 
(3) 证 明 RYS5S 是 前 提 P 人 QQ ,P< 一 QQ ) 一 (RVYS) 的 结论 


ry 


IE 


CT 
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了。 证 明 : 可 
(1} 3x(POOY) AQCD)D AXP(N) Qa) 
(2) YX(PI SO YA POD. 
C83) YXx{P (XI (QAR ), 本 KPA 人 县 47) A Sx 


《PC A ROY)), 


参 考 韦 


{11] Arthu; Gill Appiied Algebra for The Computer Scieftes. Prentic. 
Hall ne,, 1976. 

{21 J，P， Tremblay and R; Manohat, Discrete Mathematicir Stir citwre 
With Applications tio Computer Science, MeGraw-Hill, 1976. 

13] CL Liu. Blements of Discrete Matrhematics, MeoGraw-liil, 1977: 

[4] D. FEF. Stanat and D, F. MeAllister, Discrete Mathematics itt Com: 
Puter Soience, Prentice-Hal!l Inc,, 19iT, 


2 6 


HUAZHONG NIVERSITY OF SCIENCE AND TECHNOLOGY PRESS 


LISAN SHUXUE XITIT TITIE 


涝 帆 情 小 青 编 


华中 理工 太 学 出 版 社 


OO ! 下 一 Hi 
HA 


离散 数学 习题 题解 


闫 帆 传 小 青 编 


GR a 


图 书 在 版 编目 (CIP) 数 机 


离散 数学 习题 题解 / 洪 帆 ” 铺 小 青 编 
武汉 ;华中 理工 大 学 出 版 社 ， 1999 年 3 月 
ISBN ?7-5609-1904-9 


1 . 离 … 
1 .OD 洪 … 四 傅 … 
1 .离散 数学 - 解 题 
N.O158-44 


离散 数学 习题 题解 
洪 帆 傅 小 青 编 
责任 编辑 ”本立 腾 
钟 
华中 理工 大 学 出 版 社 出 版 发 行 
〈 武 虽 喻 家 出 邮编 ;4300747 
华中 理工 大 学 出 版 社 照排 室 排版 
新 华 书 店 潮 北 发 行 所 经 销 
武汉 市 科普 教育 印刷 厂 印 制 
开本 :850X1168 1/32 印张 :10.125 字数 :254 000 
1999 年 3 月 第 1 版 1999 年 5 月 第 2 次 印刷 
印 数 :3 501-7 500 
ISBN 7-5609-1904-97D 。185 
定价 :11. 80 元 
{本 书 车 有 印 装 质量 问题 ,请 向 出 版 社 发 行 科 调 换 ) 


ll 


前 


本 书 是 为 配合 高 等 院 校本 .专科 “离散 数学 "课程 有 关 教 材 的 
学 习 而 编写 的 一 本 教学 参考 书 。 编 者 根据 多 年 来 作 离 散 数 学 教学 
中 所 积累 的 经 验 和 对 学 生 学 习 中 感到 困难 的 问题 ,将 其 内 容 由 线 
入 深 地 分 为 三 个 层次 ， 对 各 章 , 在 简短 扼 开 地 归纳 其 主要 内 容 之 
后 ,首先 逐一 列 出 该 章 前 基 末 知识 点 ,对 每 一 知 让 点 均 配 有 相应 的 
实例 来 加 以 说 明 , 以 使 读者 正确 地 理解 教材 中 的 基本 内 容 . 在 此 基 
础 上 ,针对 学 生 对 推理 论证 感到 较为 采 难 这 一 荡 胰 点 ,列举 了 大 二 
的 例题 对 读者 进行 泌 辑 推理 的 训练 ,与 此 剧 时 ,出 使 读者 总 练 地 党 
握 该 课程 中 的 基本 袜 念 ,基本 定理 .基本 适 算 和 方法 。 在 每 一 部 分 
之 后 ;安排 了 一 些 较为 复杂 或 有 多 种 解 题 方法 的 题 由 ,以 帮助 读 玉 
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体会 深刻 ,收获 更 大 。 另 外 ,读者 可 根据 自己 对 离散 数学 课程 学 习 
蓉 握 的 情况 ,或 采用 由 浅 入 深 , 循 序 渐进 的 学 习 方式 ,或 直接 进入 
第 一 个 层次 或 第 三 个 层次 的 学 习 。 
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本 书 针 对 "离散 数学 ”有关 教材 中 集合 论 ,代数 系统 ,图 论 和 数理 逻辑 四 
大 部 分 的 内 容 , 分 为 [- 章 进行 编排 。 控 照 基本 知识 点 、 问 答 与 论证 . 解 题 思路 
与 片 法 三 个 层次 ,由浅 入 深 地 编 入 359 多 个 具有 代表 性 的 例题 ,解答 详实 ， 
注重 基本 福 念 的 理解 ,分 析 能 力 的 培养 和 脖 辑 思维 的 训练， 

本 书本 供 高 罕 院 校 计算 机 及 有 关 专 业 本 ,专科 郧 生 作为 离散 数学 课程 的 
教学 和 学 习 佑 位 书 , 也 是 离 向 狼 学 向 学 首 的 妥 好 辅导 教材 。 
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1.1 内 容 提 要 


1. 集合 及 有 关 概 念 、 集 合 的 表示 法 


* 集合 .元素 .集合 的 基数 ; 

* 集合 的 两 种 表示 方法 :列举 法 和 描述 法 ; 

* 两 个 特殊 的 集合 :全 集合 和 空 集 ; 

* 于 和 集 、 包 含 集 和 罕 集 ; 

* 分 划 和 细 分 ; 

" 集合 的 最 小 集 标准 形式 和 最 天 集 标 准 形式 . 


2. 集合 间 的 关系 


* 集合 间 的 包含 美 系 BCA; 
合 间 的 真 包含 关系 BCA4; 

* 集合 间 的 相等 关系 4 一 有 

“ 集合 间 的 互补 关系 B' 一 A. 


3. 集合 的 运算 


* 集合 的 并 运算 AUB， 
- 集合 的 交 运 算 A 门 B; 


* 集合 的 补 运算 :相对 补 运算 (5 一 4) .绝对 补 运算 CA' 二 UU 一 
4) ,4 简称 为 4 的 补 集 ; 

。 集合 运算 的 定律 . 

4. 对 集合 间 的 关系 和 运算 进行 分 析 和 论证 的 工具 


* 文 氏 图 直观 ,形象 ,可 和 作为 描述 和 分 析 的 工具 ; 
* 成 员 表 ”是 根据 运算 的 定义 严格 询 造 出 来 的 ,可 作为 证 明 
的 工具 . 


1.2 基本 知识 点 


1. 集合 的 列举 法 和 描述 法 


列举 法 是 用 列 出 集合 中 所 有 元 素 的 方法 来 表示 集合 ,描述 法 
则 是 通过 条 件 三 来 定 习 集合 中 元 素 的 属性 ， 

例 1-1 设 全 集合 是 整数 集 1, 试 用 列举 法 表示 下 列 集 合 

(1) A={7lr 一 16==0 或 Xx 一 1); | 

(2) B={xr|lri—10r—24<20 
且 一 5sz< 委 6)}. 

解 《1) 满足 x 一 ]6 一 0 即 
一 16 的 x 有 两 个 整数 ri 一 4 和 
2 一 一 4. 满足 x!:==1 的 x 也 有 两 
个 整数 x;==1 和 z4 一 一 1 因此 

妨 一 人 4 一 4,1, 一 1). 

《2) 令 y 一 开 一 107 一 24 一 (Cr 
一 6) 一 49， 
显然 , 当 工 一 一 2 和 7 一 12 时 ,一 
0, 当 z 一 5 时 ,y 有 极 小 值 一 49. 斋 
图 1-1 数 图 象 如 图 1-1 所 示 . 因为 如 是 全 


nD 


集合 工 的 子 党 ,所 以 当 
工 二 一 1;0,1;211 时 ,3 之 0. 
但 x 的 这 些 取 值 中 ,只 有 8 个 数 满足 不 等 式 一 5 宏 z< 委 6, 西 此 
B={—1,0,1,2,3,4,5,6}, 


2， 凯 于 关系 和 包含 关系 


“caE 4 表示 wx 是 集合 4 的 一 个 元 素 .“BCA4” 表 示 B8B 是 和 4 的 
一 个 子 集 , 它 意味 着 集合 五 中 的 每 一 个 元 素 也 是 集合 4 中 的 元 
素 . 

在 "EA4” 的 关系 中 ,多 许 a 是 一 个 集合 ,因此 入 可 能 有 “BE 
及” 的 关系 成 立 , 这 表示 集合 BB 是 集合 A 的 元 素 . 

例 1-2 设 4=(ta:e:(cliaeyta 人 试 指 出 直列 论断 是 否 


正确 . 
(latA; (8) 14; 
(2) {a} EA; (9) {a EAI; 
(3) {a} SA; (0 {fad EA 
(4) ZEA; (11) cEA; 
《5) CEA; (C12) ie} EA; 
6) PE (13) fc 
C7) {pIEA; Cd) {ayasc) 24， 


解 (1)、2).(37 (5) 6) 08) 59) 10)7 12 正确 ; 
(42、(7)、(11)、 (137、 147 错误 ， 
例 1-3 对 于 任意 集合 A、.B 和 CC, 下 述 论断 是 否 正 确 ? 请 说 明 
理由 . 
(i) 车 AEB,BCC, 则 AEC; 
(2) 车 AEB,BCC, 则 .ACC; 
《3) 若 AEB,BEC, 则 AEO:; 
(4) 若 4CB,BEC 则 4SC. 
解 (1) 正确 . 


因为 SEC, 所 以 集合 互 的 每 一 个 元 素 世 是 集合 C 的 元 素 , 由 
丰 EB 知 A 是 BB 的 一 个 元 这 ,因此 有 4 也 是 局 的 一 个 元 素 , 故 AE 
CC. 


2) 锚 误 . 
举 反 例如 下 : 设 4 一 (al ,5 一 1 CC 一 人 204 显然 
， AEB,BCC, 但 A 和 EC, 因为 aEEA4, 但 a 多 必 , 

C3) 和 (C4) 都 是 错误 的 . 

举 反例 如 下 : 设 A 二 {a} ,8B 二 {a.8}) ,C=={{a,b}) ad) 显然 4 二 
已 , 且 EC, 但 4A 气 C. 因为 集合 C 中 没有 元 素 {e). 又 4SC, 国 为 集 
合 4 中 的 元 索 a 不 是 集合 的 元 素 . 


3. 子 焦 和 畦 集 


如 果 和 集合 4 的 每 一 个 元 素 都 是 集合 的 元 素 , 则 称 4 是 8B 
的 子 集 . 记 作 4A 守 8. 按照 这 一 定义 ,每 一 集合 4 是 4 自己 的 子 
集 , 有 4S=4. 如 果 4 是 如 的 子 集 , 而 B 中 至 少 有 一 个 元 素 不 属于 
4:, 则 称 4 是 吾 的 真子 集 . 记 作 ACB. 

例 1-4 列 出 下 列 集合 的 全 部 子 集 

(1) A={a,{b}}: 

(2) B= {2} 

(3) 局 == 赂 |. 

解 《1 因为 好 是 任何 集合 的 子 集 ,所 以 各 是 4 的 子 集 .由 4 . 
中 任意 一 个 元 素 所 组 成 的 集合 是 4 的 子 集 ,所 以 te)} 和 12 是 4 
的 子 集 . 由 4 中 任意 两 个 元 素 组 成 的 集合 是 4 的 子 集 , 所 以 {4， 
各)} 是 A 的 子 集 , 即 4 自己 是 4 的 子 集 . 因为 4 中 只 有 两 个 元 
素 , 故 4 再 没有 其 他 的 子 集 . 

由 上 可 知 ,4 有 四 个 子 集 : 人 3、{a}、((5)} 和 {a,45}}. 

C2) 与 上 同样 的 道理 ,CI 是 B 的 子 集 . 此 外 由 于 BB 中 仅 有 一 个 
元 素 久 ,因此 上 B 仅 有 的 另 一 个 子 集 是 {名 ) , 邑 BB 自己 . 

由 上 可 知 ,B 有 黄 个 子 集 :名 和 {0}. 

二 


(3) 儿 是 任何 集合 的 溯 集 ,因此 好 也 是 铬 的 子 梨 , 即 儿 是 C 妇 的 
子 集 , 因为 己 中 没有 元 素 , 所 以 C 不 可 能 有 其 它 的 子 集 , 故 C 只 有 
-- 个 子 集 : 他. 

由 真子 集 的 定义 ,对 于 任意 集合 4, 除 了 4 自身 不 是 用 的 真 
子 集 外 ,其 它 子 集 均 是 44 的 真子 集 . 因此 

和 夺 有 二 个 真子 集 : 高 、{a} 和 {{5)), 

有 一 个 直子 集 : 必 |. 

C 没有 真子 集 . 

集合 4 的 窒 集 是 以 4 的 所 有 子 集 为 元 素 组 成 的 集合 . 因此 只 
要 子 集 药 概念 清楚 ,将 4 的 所 有 子 集 列 出 来 , 便 可 得 到 4 的 竺 集 . 
4 的 和 车 集 记 作 224 或 王 (47). 

例 1-5 求 下 列 集合 的 暴 集 

(1) A= {a {Bb}, lab} }s 

(2) B={E ,112}. 

解 (0) 2 一 {Oa} (bab)}, {a {6}}, (a, {ab}}, 
人 可 

《2 27= {B,D} SS} CG, (}}}. 

由 例 1-4 和 例 1-5 可 以 看 出 , 当 4 是 有 限 集 ,元 素 个 数 为 
时 ,A 的 算 集 世 是 有 限 集 , 其 元 素 个 数 为 2", 因此 车 用 符 导 革 和 4 表 
示 集 全 4 的 基数 , 则 共 (247 一 2?4， 


4. 集合 间 的 包含 关系 和 相等 关系 


若 刀 是 号 的 子 集 ( 即 若 4SB), 则 称 集合 BB 包含 集合 4. 这 
时 4 的 每 一 个 元 素 也 是 B 的 元 素 , 但 8 的 元 素 不 一 定 都 是 4 的 
元 素 . 如 果 4ACB 与 BE4 同时 成 立 , 即 如 果 4 的 每 一 个 元 素 都 是 
B 的 元 素 ,8 的 每 一 个 元 素 也 都 是 4 的 元 索 , 则 4 和 也 两 个 集合 
具有 完全 相同 的 元 素 , 这 时 称 集合 4 与 如 相等 . 记 作 4 一 互 ,因此 
若 4A=B, 则 有 4 与 8 代表 的 是 同一 个 集合 

例 1-6 设 A=ii|i 一 2k8,KEN};B=ii|i 一 2,k8EN!};C= 

. 与 本 


{12;4;6;8,…) ,试用 符 导 ?C”"“ 记 ”和 “一 "恰当 地 连结 这 些 集合 . 
这 里 NN 表示 正 整数 集 ， 

解 ” 由 集合 和 4 中 元 素 的 定义 条 件 可 知 ,4 一 |i 是正 偶 数 )， 
所 以 4=C. 由 集合 B 中 元 素 的 定义 条 件 ,B 一 {2,4,8,18,32,…*} 
是 部 分 正 偶 数 的 集合 ,所 以 BSSA. 辕 为 6 舍 BB,10 售 B,-…, 订 以 B 
是 4 的 真子 集 , 因 此 又 有 BCA. 于 是 也 有 BEC,BCC. 


5 集合 的 运算 及 运算 定律 
集合 的 相对 补 运算 也 称 为 集合 的 差 运算 , 差 集 6 一 4 是 由 所 


有 属于 请 而 不 属于 A 的 元 素 组 成 ， 
例 17 设 A={2,3,12,3}) Of) , 求 下 列 集合 
(1) A— {2,3}; 
(2) {{2,3}}— 
(3) A— i, 
(4) A— {I}, 


和 解 (0 A 一 {2,3}={(2,3) ,人 0}; 
C2) {2,3})—A=; 
(3) A—2=A; 
(4) A—1{B}=1{2,3,{2,3}). 
集合 的 差 运算 可 转化 为 集合 的 交 运 算 和 补 运算 来 表达 ， 
例 18 设 4.5 是 任意 两 个 集合 , 试 证 明 
A—B=ANMNB. (1-1) 
分 析 ”根据 两 集合 相等 的 定义 , 若 能 证 明 A 一 8 守 4 门 B' 且 
碟 门 如 它 4 一 瑟 , 则 4 一 疾 一 4 门 五 ' 便 成 立 . 
证 设 wE4 一 B, 则 awEA4 有 #8B 即 wE4 且 wEB' ,因此 
#EANMB' , 故 A 一 8B 三 4 门 B'， 
有 友之 ; 设 wEA4NMmB', 则 wEA 且 uwEB', 即 wu€4 且 ww 区 B,; 由 
， 莽 上 集 的 定义 xE4 一 8B, 因 此 A 门 B' 忆 A 一 B. 
由 上 证 得 4A 一 8 二 A 门 B'， 
站 各 四 


运用 证 明 两 个 集合 互相 包含 的 方法 ,一 般 来 说 可 以 证 明 任 何 
集合 恒等式 的 成 立 , 但 这 种 方法 较为 繁琐 . 适用 集合 并 , 交 、 补 适 咎 
的 运算 定律 ,可 方便 地 证 明 集 全 恒等式 . 若 集 合 表达 式 中 出 现形 为 
4 一 吾 的 差 集 时 ,可 利用 (1-1) 式 先 将 运算 * 一 ”转化 为 运算 " 门 ? 和 


i 


例 1-9 设 A.8.C 为 任意 集合 , 试 证 明 
AN Bo—0O= NB ANG. 


证 ANGB—-0O=ANBNe') C0]-1) 式 
=ANMNBNMC', 结合 律 
XANDBD- CANO=AANDN ANeY (1-1) 式 


二 (和 4 站 8) 人 \ C4 UC’) 德 摩根 定律 
=—tANBNMNMAVDU CANBNMNC YD) 
分 配 律 
BU (ANBNC) 
交换 律 .结合 律 .互补 律 
=ANBNC, 同一 律 
因此 4 门人 一 一 (4 门 瑟 一 (4 门 C)， : 


6. 文 氏 图 与 有 限 集 的 计数 


文 氏 图 用 平面 上 图 示 的 方法 形象 地 措 述 全 集合 WV 与 其 子 集 ， 
以 及 全 集合 U 的 子 集 与 子 集 之 间 的 关系 , 由 于 文 氏 图 具有 形象 、 
直观 的 特点 ,因此 利用 文 氏 图 可 以 方 使 地 解决 一 些 有 关 有 限 集 的 
元 素 计 数 问题 . 

例 110 某 学 校 举 行 运 动 会 ,有 100 米 短 跑 、 掷 铅球 和 跌 高 
三 个 项 目 . 二 年 级 170 人 ,已 知 有 25 人 三 个 项 目 都 参加 了 ,有 62 
人 至 少 参 加 了 两 个 项 目 . 若 该 年 级 参加 比赛 的 总 人 次 是 200 人 次 ， 
试问 有 多少 人 没有 人 参加 任何 项 目 ? 

解 “1) 用 集合 的 概念 播 述 上 上述 问题 . 

设 全 集合 0 为 二 年 级 170 人 的 集合 ,4 为 参加 100 米 短 跑 的 

和 了 . 


学 生 集合 ,A 为 参加 掷 铅球 的 学 生 集合 ,43 为 参加 跳高 的 学 牛 集 
A 


(2) 用 文 氏 图 (图 1-2) 表 示 各 个 集合 . 


加 1-2 
由 题 设 条 件 和 文 氏 图 可 知 有 关 集 合 的 基数 
#U = 170(C 人 ) 
HH=#(4 /A A) = 25CA), 
#(EUBRUFUGOG = 62Ch). 
{3) 计算 
HEUFUO=H#CEUHUFUD—#H 
62 一 25 = 37C 人 )， 
25 X3 一 75( 人 次 )， 
37 X2 一 74( 人 次 )， 
200 一 (75 十 74) = 二 51( 人 次 )， 
因此 共 召 十 ##C 十 #D = 51CA), 
于 是 共 S(Cd UU As UA) ) =#U0 CC #0A, (A, LU As) 
=170 — (51 + 62) 
一 575 人 )， 
故 该 年 级 有 57 人 没有 人 参加 任何 项 目 . 


7. 集合 成 员 表 


成 员 表 是 用 表格 的 方式 描述 集合 的 并 、 交 、 补 运 筑 的 定义 。 
表 1-1 中 任 一 集 人 台 3 所 标记 的 列 中 ,0 表示 全 集合 中 的 元 素 xz 起 
4,1 表示 #*E44. 利用 上 述 三 个 基本 的 成 员 表 可 以 进而 构造 出 全 集 
合 避 的 其 它 于 集 的 成 员 表 . 


表 1-1 
a) A' 的 成 员 才 tb》ALB 的 成 员 表 Cc) 冯 门 召 的 成员 表 
4 B| 4UB A BB| ANB 
0 0 0 0 0 0 
0 1 1 0 1 0 
1 0 1 1 0 0 
1 1 1 1 1 1 


例 1-11 试 构造 集合 (4UB) 门 CUC 关 和 集合 4 门 B8' 的 成 员 
表 , 通 过 其 成 员 表 判断 这 两 个 集合 之 间 是 否 有 相等 关系 或 包含 关 
解 ” 袍 造 两 个 舍 合 的 成 员 表 如 表 1-2 所 示 . 


菜 1-2 
A B CI AUB BUC BUCY AUBDNMNGBUO' BB ANMNE 
0 0 0 0 四 0 1 0 
0 0 1 0 1 0 0 i 0 
0 1 0 1 0 0 0 0 
0 1 1 1 1 0 0 0 0 
1 0 1 ] 0 1 1 1 1 
1 0 1 1 1 0 0 ] 1 
1 1 0 1 1 0 0 0 9 
1 1 1 1 1 0 0 0 0 


集合 C4UB)NCBUCY)' 所 标记 的 列 中 , 仅 在 第 下 行为 ] ,这 意 
昧 着 当 元 素 wxE4,z 态 五 且 a 和 CC 时 ,wsE(C4UB2mCBUC ,而 在 
其 它 情 形 下 ,元 者 xz 入 (4UB) 门 CUC) 

集合 4 门 B' 所 标记 的 列 中 ,第 五 行 与 第 六 行 均 为 1, 这 意味 着 
当 元 素 wE4yau 伟 BB 上 且 ww 舍 CC 时 ,wnE4 门 B' , 当 元 素 wEA,uEC 但 
2 失忆 时 ,也 有 2EA4 门 吾 

由 上 可 以 看 出 , 当 元 素 zE CLUB})N CBUCY' 时 ,了 世 有 wwEA4 
门 B' ;但 当 wEA4N 门 B' 时 ,不 一 定 有 zzE (4UBI) 站 BUG) ,所 以 
可 以 得 出 结论 (4U5) 门 CUCT CA4 门 B ， 


8， 分 划 和 细 分 


集合 A 的 分 划 是 由 4 的 某 些 非 空子 集 组 成 的 集合 ,但 这 些 非 
空子 集 必 须 满足 以 下 两 个 条 件 ; (9 任意 两 个 子 集 没 有 公共 元 素 ; 
(2) 这 些 子 集 的 并 和 集 怡 好 等 于 集合 4， 

直观 地 说 ,所 请 集合 4 的 分 划 就 是 将 集合 4 中 的 元 素 划 分 成 
几 抉 ,使 得 4 的 每 一 个 元 素 必须 在 茶 一 块 中 ,也 仅 在 一 块 中 . 

例 1-12 设 A={2,3,5,8,9,16;22,25,27,35), 控 有 照 .A 中 元 
素 是 奇数 或 偶数 来 区 分 ,可 将 4 中 元 素 分 划 为 两 块 

B, = {3,.5,9,25,27,35); 
B, = {2,8,16,22}. 
因此 i= 全 {B, ，,B} 是 集合 | 的 一 个 分 划 ， 

按照 4 中 元 素 能 被 2 整除 ,被 3 整除 或 被 5 整除 来 区 分 ,又 
可 将 及 4 人 

= {2,8,16,22}; 
= {3,9,27}, 
= {5,25,35}. 
因此 鹉 一 {4z,A;,As} 也 是 集合 4 的 一 个 分 划 . 
若 按照 4 中 元 素 能 被 2 整除 .被 3 整除 或 被 4 整除 来 区 分 ， 
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可 得 到 4 的 如 下 几 个 非 空 子 集 

4 = 12,8,16,22}; 

A 13,9,27}): 

4 = {8,16}. 
可 令 = 14,43,4) ,但 3 不 是 4 的 分 划 . 原因 之 一 是 4 与 4， 
有 公共 元 素 ;原因 之 二 是 有 些 元 素 ,如 5,25,35 不 在 任何 子 集中 . 

分 划 囊 有 两 个 分 划 块 ,分 划 左 有 三 个 分 划 块 . 我 们 发 现 4， 

SB ,43 三 喇 ,As 生 Bi, 即 了; 的 每 一 个 分 划 块 都 是 中 的 某 一 个 分 
划 块 的 子 集 , 因此 HI 是 五, 的 细 分 . 如 图 所 示 , 图 1-3 表示 五 将 人 
分 划 成 两 块 ,图 1-4 表示 1; 将 和 A 分 划 成 三 块 , 图 1-4 可 由 在 图 1-3 
的 基础 二 加 一 根 分 划 线 (图 中 用 虚线 表示 ) 的 方法 ,将 耳 中 的 一 
个 分 划 块 分 成 两 个 分 划 块 而 得 到 ， 


图 1-3 图 1-4 
9. 集合 的 标准 形式 


设 4 "dd 是 全 集合 0 的 一 组 子 集 ， EU ,Ai, A:、 
…、 妃 有 限 次 地 施加 ; .UU, 门 运算 ,所 得 到 的 集合 称 为 是 由 未、 
4:.…\4. 所 产生 的 集合 . 

由 4 .4 人 所 产生 的 集合 ,可 以 利用 集合 的 运算 定律 将 
其 变形 化 为 标准 形式 . 

集合 的 标准 形式 可 分 为 最 小 集 标准 形式 和 最 大 集 标准 形式 . 
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最 小 集 标准 形式 是 将 集合 表示 成 4 ,4 、.…、4. 的 不 同 最 小 集 的 
并 ;最 大 集 标准 形式 是 将 集合 表示 成 4 .4:、.…,.4, 的 不 同 最 大 集 
的 交 ， 
例 1-13 利用 集合 运算 的 定律 求 出 集合 (4 门 B ULC4 (CB 
Uc 7 的 最 小 集 和 最 大 集 标准 形式 
解 〈1) 求 最 小 集 标准 形式 
《4 门 召 同门 (WCGC 入 
一 (4 门 呈 (4 NBDU CA’ fo) 
= BNMNMCUCDUAA NDN CU 
UU CA MN CD NB YU BN) | 
—ANB NOUANB NACYU A NBNO 
Ua NBNcCOUA NBNc') 
U (4 NB NC') 
=ANB NOUANB NCIU NBNo) 
Ua NBNcYU A NB NC ). 
(2) 求 最 大 集 标准 形式 
(ANMNBYIUA 站 GBUC 
=(CA MN BDU AVNNM ANBY)U BUcC')) 
=(AUAVINB UAINAUBUC') 
NCB UBUC’') 
一 (4 UBYINMNCAUBUC') 
=A UBOUCNCDHDNAUBUC') 
一 《4 UB UONMNA UB UC') 
NCAUBUC'Y. 
利用 上 集合 的 成 员 表 也 可 以 求 集合 的 标准 形式 , 详细 讨论 了 过程 
请 参阅 参考 书目 [1]j; 下 面 仅 通过 例子 给 出 其 求 标准 形式 的 方 
法 


例 1-14 利用 集合 的 成员 表 求 出 例 1-13 中 集合 的 标准 形式 . 
解 (1) 构造 集合 C4 门 B0)U CA' 门 (B8UC 的 成 员 表 
12 。 


表 1-3 
BUC’ A'MNCBUC'Y CANBYUAN BUCY 
1 1 


ABC 
00 
01l 
ol10 
QI 
199 
10t 
1 1 
111 


LT 
DD 
区 


怠 上 | 


人 
oooopcmnpls 


Cr 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 


人 
辣 定妆 
Le 中 


二 


(2) 分 别 找 出 (4PBDIUG4 NN CBUC'))D 所 标记 的 列 中 1 所 
有 的 行 和 0 所 在 的 行 
1 所 在 的 行 是 ;000,010,011,100,101; 
0 所 在 的 行 是 :001,110,111. 
《3) 根据 (4 站 有 UDCBUC 7 所 标记 的 列 中 1 所 在 的 
行 , 直 接 写 出 该 集 人 台 的 最 小 集 标 准 形式 
(ANBYU aA NN CBU CD) 
= Mon U do UU Mua UU Mo U Mo 
一 (4 NN BNMNCOU A NBNCD) 
UA NBNOUANB NC') 
UAaNB No. 
根据 C4 站 BUCa' 但 (CBUC 所 标记 的 列 中 0 所 在 的 行 ， 
直接 写 出 该 集合 的 最 大 集 标 准 形 式 
‘ANBD)U CA’ NN CB UO)) 
= 门 Mo 门 Hn 
AUBUCINtA UB UC 
NM CA UB UC'). 
在 成 员 表 方法 中 ,使 用 了 二 进 制 下 标 来 表示 最 小 集 和 最 大 集 ， 
这 为 求 集合 的 标准 形式 带 来 了 方便 . 而 且 我 们 可 以 看 出 ;利用 二 进 
= ]3* 


制 表示 ,只 要 求 出 了 最 小 集 标 准 形式 和 最 大 集 标 准 形式 中 的 任何 
一 个 : 另 一 个 亦 可 直接 写 出 , 即使 利用 集合 运算 的 定律 来 求 标准 形 
式 亦 是 如 此 . 


1.3 问答 与 论证 


例 1-1 给 定 正 整数 集 N 的 下 列子 集 : 
= {2,5,8,9,11};s 
B= {li < 100}; 
和 一 人 上 可 被 3 束 除 且 < 扫 340}. 
求 下 列 集 合 ， 
(1 CAU BINC, (3) B—CALIO),; 
C2) AU CBNO); (4) CA 门 B) UC， 
解 因为 A={2,5,8,0,11}); 
B=!1,2,3,4}; 
C={3,6,9,12,15,18,21,24,27,30}, 
所 以 | 
(1) CAUBINC={1,2,3,4,5,8,9,11}NNC= (3,9); 
2) AU CBNMNO =AL{3)} = {2,3,5,8,9,11}; 
(3) B—tAUOC=B— {2,3,5,6,8,9,11,12,15, 
18,21,24,27,30} 
={],4}; 
(4) 因为 A 二 {1,3;4,6,7,10} 册 {2,13,14,"…-}. 
所 以 
(4 NBYUC={,3,4} UIC 
={1,3,4,6,9,12,15,18,21,24,27,30}. 
例 1-16 试 定义 两 个 集合 4.8, 使 得 AEB 有 ACE. 
解 定义 A= {a}， B={{g} ay， 
则 有 AEB 且 ASB. 
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例 1-17 设 和 集合 4 的 基数 并 4 一 55, 试 问 
《1) A 有 多 少 个 子 集 ? 
《2) 有 多 少 个 子 集 的 元 素 个 数 为 27? 
多少 个 子 集 的 元 素 个 数 为 28? 
(3) 有 多 少 个 子 集 的 元 素 个 数 为 偶数 ? 
解 (1) 因 为 并 4 一 55, 所 以 4 的 寡 集 24 的 基数 # (24) 
一 25. 根据 帘 集 的 定义 ,A 有 25 个 子 集 . 


(2) 集合 是 元 素 的 组 合 ,这 些 元 素 在 集合 中 是 无 序 的 ,因此 含 


有 27 个 元 素 的 子 集 数 即 为 从 55 个 元 素 中 取出 27 个 元 素 的 组 合 
数 , 故 有 
C8 一 27 81 个 于 集 的 元 素 个 数 为 27. 
根据 组 合 的 基本 性 夺 CY==C;", 可 知 名 一 C 归 ,所 以 元 素 个 数 
为 28 的 子 集 数 也 是 27， 67- 
(3) 由 CC 一 Cm" 知 有 如 下 28 个 等 式 
Cs = CE, Cl 一 CH 
Cs = CW , CE = CE, 
因为 55 是 奇数 ,所 以 对 任意 六 近 55:m 和 55 一 m 两 个 数 中 必 有 一 
个 为 奇数 一 个 为 偶数 ,因此 元 素 个 数 为 偶数 的 子 集 数 是 2 一 25 
例 118 设 有 集合 4,8,C 和 万 ,下 述 论 断 是 否 正确 ? 说 明理 


由 . 

《1) 若 4SBCSD, 则 (4 站 CS 站 D2i 

《2) 若 ACB,CCD, 则 AmOCBNMD), 

解 《1) 正确 . 

证 设 wEANC; 则 wwEA4A 且 wwEC,; 由 A4 忆 B,CCD, 所 以 
uEBE ED, 因 此 wEBNMND,;, 故 (CAMOIEBND), 

(2) 错误 ， 

举 反 例如 下 : 设 


» 1]5* 


A=C0C= {ob 
五 一 {Qspescscd 3 
聊 一 {Qader}. 


显然 ACBCCD, 
ANMNC= {atbc} = BN 1D, 
因此 ANMNCEBND. 
例 1-19 设 4.8B 是 任意 的 集合 , 试 证 明 当 且 仪 当 ASSB 时 ， 
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证 设 ASB 情 SE24, 则 S 三 4, 因为 4 刁 B, 所 以 5 刁 B8, 因 
此 SE25, 页 24 到 22. 

反之 , 设 2 和 2* 且 gEA4; 则 {aw} 守 A4, 因 此 fu) E2 ,由 27 己 
22, 所 以 {wx} 后 , 因 此 {x} 壬 8B, 于 是 ww 部 B. 数 ACB. 

例 1-20 设 4.8 是 任意 的 集合 

人 试 证 明 24 门 于 一 2402; 

(2) 24U23 一 2402 成 立 四 ? 为 什么 ? 

解 “1 证明 设 SE24 门 22, 则 SE2 且 SE2*, 因 此 SA 
且 $SCB8, 因 而 SSA 站 mB, 即 SE240M 下 22 门 2 三 2 

反之 ; 设 SE24Mms, 则 SCANMNB, 因 此 SA 且 35 三 五 ,因此 3 
E24 有 是 SE2*, 于 是 SE24 门 23.,- 胡 2424 门 24. 

由 上 知 24 门 25 二 2405, 

(2) 24U2*CC24U8 成 立 . 其 证 明 如 下 ; 

设 SE24U28, 则 SE 或 SE23, 即 SCA 或 SSB. 因 为 A 
入 AUB,BCAUB, 所 以 必 有 SSCAUB, 即 SE249. 故 2U2" 守 
240U2. 

2403C24U 2 不成立 . 

我 们 可 以 试图 来 证 明 它 成 立 , 看 会 遇 到 什么 问题 ， 

设 SE28, 则 S 刁 4UB. 但 此 时 我 们 无 法 推 斯 5S 三 有 44, 也 无 法 
推断 S 刁 B, 因 此 既 不 能 得 出 SE2, 也 不 能 得 出 SE 2*. 例如 

设 A 二 {ayc}, B= {cb). 
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网 A2UB={a5,c}( 见 图 1- 


设 S={u6))y 则 SCAUB， 
Rp 
SEe2 人 但 S44,S 守 8B， 人 
所 以 SS 有 2 上 且 有 区 2 
因此 S 志 22 
例 1-21 试 证 明 对 任意 集合 图 1-5 
AA.B.C, 等 式 (A 一 B)U (C4 一 中 二 4 成立 的 充 要 条 件 是 A 门 B 门 C 
= | 
设 (4 一 互 )UUC4 一 CO 一 4 因为 
(4 一 BUG CC) 一 (Ca 门 号 )UGmcC 
=AN BB UCY=ANMN BN OY 
=A ~ BNO), 
所 以 A— (BNO=A. 
于 是 对 任意 的 xzEA4, 必 有 zxzE4 一 (B 门 0), 因 而 必 有 x 亿 8 门 C. 
故 ANMCBNO)= 2. 
充分 性 
设 有 4 门 B 站 C= 他 , 则 对 任意 xEA4, 必 有 zB 站 MC, 即 x 人 E(B 
门 C) ;因此 A 三 CB 们 CQ)' ,于 是 
ABU =ANBNO’ =A. 
例 1-22 设 {4,A2,… ,A.} 蚌 集合 4 的 一 个 分 划 , 试 证 明 4 
门 吕 ,42 站 呈 …… 寻 站 吾 中 所 有 非 空 集 合 组 成 44 门 所 的 一 个 分 划 ， 
证 因为 对 任意 的 7s 和 A, 所 以 A 站 BEANMB， 
即 所 有 A 门 B 都 是 A 站 B 的 子 集 . 
又 对 于 任意 1? 关 ji,j 志 7) ,有 
CANBNANBD= NANNB= NB= ; 
AMNMNBDU ANDDU :UA NB) 
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tAUAU- UAINB=ANBD. 
由 上 上 可知 ,4 门 B.4 站 B、…、4. 门 B 中 所 有 非 空 集合 构成 4A 


门 BB 的 一 个 分 划 . 
例 1-23 设 有 集合 4,8, 有 日 4A 门 B= 二 4,; 求 联 立 方程 组 
llA=B; 
TT 门 4= 二 多 


的 解 , 并 证 明 此 解 是 唯一 的 . 
解 由 ANMm8=4 可 知 4UB=B. 令 z=B8 一 4, 因 为 
(B—AUA=(BNANIUA=BUA NG AU A) 
(BUA NV=AUB=B, 
(B—ANMNMA=BNANNMNA= SS, 
所 以 集合 B 一 4 是 联 立 方程 组 的 解 . 
假设 x 和 z; 均 是 联 立 方程 组 的 解 , 则 
teUaz 门 4 一心 门 4 


于 是 
1 一 人工] 门 CX UA)=zx 门 Cre LU A) 


= Cz Nz UY raf 4) = nN zx) UY Cz A) 
= zf (rzUA) = zx (zz LU 4) = x, 
故 B 一 A 是 联 立方 程 组 唯一 的 解 . 
例 1-24 设 4,B.C 是 任意 集合 ,运用 集合 运算 定律 证 明 . 
AUBNBUONTCUA) 
=tAN BUBNCOU CN AY. 
证 (AUBN GUONCUA) 
=AUBNMN BUCHDN CU A 
= {BU ANCDY NCTCU A 
=tBN AUCDU HANON UC 
= (ANBUBNO UANCNMAUYU ANMNCNO 
= (ANMNBDU BNOU aN CY). 
例 125 设 4 为 某 些 实数 的 集合 ,定义 为 ， 
"8" 


4 一 (faela<1 
A |ale 和 1 一 于 C= 12 
试 证 明 局 4 一 4 
证 设 a€ U4:, 则 必 存 在 正 整数 使得 aE 44, 因 此 有 a<1 
一 广 , 于 是 a<1, 放 4€ A 
另 一 方面 , 设 a€ 4; 风 有 a 达 1, 若 a 所 0, 则 有 aEA; 因 此 a 


EU4i: 若 0<a<l, 则 令 p 一 1 一 aa 一 1 一 5 一 1 一 | , 令 k=[ 亏 ] 
5 
十 1 其 中 [ 亡 ] 表 示 汪 的 整数 部 分 ), 则 有 十 之 二 ,因此 a=1 一 二 < 
廊 5 


1 一 襄 : 即 aE 4h, 于 是 aE UA 


由 上 可 知 U A 一 4. 

例 1-26 设 ALl A 为 全 集合 U 的 子 集 ,试问 A A 
… ,4 至 多 能 产生 多 少 个 不 同 的 集合 ? 

解法 一 ”构造 由 A 、A、…'、A4, 所 产生 的 集合 的 成 员 表 ,显然 
该 成 员 表 由 上 个 行 所 组 成 . 在 该 成 员 表 中 不 同 的 列 可 由 Y 位 的 二 
进 制 数 00…0 一 11…1 分 别 表 示 ,而 不 同 的 列 所 标记 的 集合 是 不 相 
同 的 ,因此 由 有 1、 有 4、… A, 至 多 可 产生 2 个 不 同 的 集合 ， 

解法 二 由 4.4 .4 可 产生 “个 最 小 集 , 而 由 4,、4,、 
一, 所 产生 的 每 个 非 空 集合 都 可 唯一 地 表示 为 由 4 4 村 
所 产生 的 不 同 最 小 集 的 并 集 ; 反 之 ,由 44 .4 所 产生 的 任 
意 不 同 最 小 集 的 并 和 集 , 必 将 表示 一 个 由 A1、A:、…、A, 所 产生 的 集 
合 .因此 由 A1、A;、"…、A, 所 产生 的 集合 至 多 为 

C 十 CC 十 C 十 六 十 一 和 
个 . 
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2.1 内容 提要 


1. 集合 的 备 卡 尔 积 


* 有 新 好 元 组 Ca sy wy) 
“ 有 序 二 元 组 ( 亦 称 为 序 偶 )(a ,8); 


“个 集合 的 向 卡尔 积 
Al X A Xr XA = da EA, 
i = lo ny 
* 两 个 集合 的 首 卡 尔 积 


AxB= {ba EE AACE B)}. 
2. 关系 


" 由 集合 4 到 集合 BB 的 关系 ; 

， 集合 4 上 的 关系 ; 

" 恒 等 关系 和 普 衣 关系 : 

" 关系 的 逆 关 系 ; 

" 复合 关系 ; 

* 集合 4 上 关系 器 的 传递 泌 包 、 对 称 闭 包 和 自 友 闭 包 . 
3. 关系 的 表示 方法 

* 集合 表示 法 :列举 法 和 描述 法 ; 

“ 矩阵 表示 法 ,用 矩阵 者 示 由 有 限 集 4 到 有 限 集 B 的 关系 ; 


， 关系 图 表示 法 :用 有 向 图 表示 有 限 集 4 上 的 关系 ; 
二 下 "+ 


- 次 序 图 :于 死 向 图 米 特 定 地 表示 有 限 集 4 上 的 偏 序 关系 . 

4- 关系 的 复合 运算 和 闭 包 运算 

* 由 给 定 的 沈 系 四 和 py, 求 畴 合 关系 pL * pp; 

* 由 给 定 的 集合 4 上 的 关系 o, 求 复合 关系 0; 

* 由 给 定 的 集合 4 上 的 关系 p, 求 传递 团 包 p11 . 求 对称 闭 包 
S00). 求 自 友 闭 包 rtp). 

5. 集合 4 上 关系 的 性 质 

" 集合 4 上 的 自 反 关系 ; 

* 集合 4 上 的 对 称 关系 ; 

“集合 A 上 的 反对 称 关系 ， 

“集合 4 上 的 可 传递 的 关系 . 

土 述 这 些 具 有 特殊 性 质 的 关系 的 定义 点 判别 

6. 集合 4 上 两 类 重要 的 关系 


* 等 价 关系 .等 价 类 和 等 价 分 划 ; 
* 届 序 关系 .全 序 和 良 序 ， 


2.2 基本 知识 点 


I 有 序 ”元 组 与 笛 卡 尔 积 


本 章 讨论 关系 ,而 关系 的 概念 是 通过 有 序 ”元 组 和 笛 卡 尔 积 
来 定义 的 ,内 此 读者 应 先 将 这 两 个 概念 理解 清楚 . 因为 主要 讨论 二 
元 关系 ,所 以 有 序 二 元 组 和 两 个 集 人 台 的 笛 卡 尔 积 是 其 重点 . 

有 序 ” 元 组 与 = 个 元 素 的 集合 是 两 个 不 同 的 概念 ,不 同 在 于 
集合 中 这 个 元 素 是 无 序 的 ,而 在 有 序 # 元 组 中 ,必须 对 这 ”个 元 
索 指 定 一 个 次 序 . 因此 对 任意 给 定 的 个 个 和 本, 他们 只 能 组 成 一 个 

-dl * 


n 元 素 的 集合 ,但 却 可 以 组 成 zl 个 不 同 的 有 序 ”元 组 . 

例 21 和 集 侣 11,3,5,9: 一 {3,9.5,1} 一 19,5 1 3)3 但 有 序 四 
元 组 (1,3,5,9) 天 (3,9,5,1) 天 (9 5 1，3)， 

2 Pp 是 一 个 以 有 序 元 组 为 元 素 的 集合 , 因 
此 两 个 集合 的 第 卡尔 积 就 是 一 个 以 序 偶 为 元 素 的 集合 . 

例 2-2 设 A={11,3},8== 和 ,2,4},; 则 

AXxB={0,1),0,2),0,4),63,1),(3,2),03,4)}, 

BX A= {1,1) ,2,1) ,04,1),0,3) ,2,3), (C4,3)}. 
注意 到 (,2) 关 2.1); ,4) 关 (441) ,所 以 4XB 了 BXA, 即 
币 卡 尔 积 不 满足 交 挽 律 ， 


2. 由 集合 4 到 集合 的 关系 


笛 卡 尔 积 4 xx4x…X 的 任意 一 个 子 集 都 称 作 是 集合 
4 .4 4 上 的 一 个 元 关系 . 我 们 特别 关心 的 是 ”= 一 2 的 情 
形 , 即 笛 卡 尔 积 Ax8 的 任意 一 个 子 集 都 称 作 是 集合 4,8 上 的 一 
个 二 元 关系 ,由 于 4XB 了 BX 有 4, 为 区 别 起 见 ,我 们 称 它 为 由 A 到 
号 的 一 个 二 苑 关系 ,并 简称 为 由 4 到 B 的 关系 . 

例 23 设 4=11,2,4,7,8) ,号 一 (12 3,5y7)， 定 沈 由 冯 到 吾 
的 关系 


(cd) | “二 是 整数 3 


试问 由 哪些 序 偶 组 成 ? 
解 根据。 的 定义 ,p 中 的 序 偶 (4, 太 应 访 满 足 如 下 三 个 条 件 : 
DaEA; 2)5E B; 3)aTb 能 被 5 整除 . 于 是 
P= {(2,3),(7,3), (8,2),(8,7))., 
集合 4,8 的 基数 分 别 是 在 4 一 5, 基 8B 一 4, 因 此 向 卡尔 积 AX 
加 的 基数 划 CAXB)= 六 有 4X 闪 B==20. 即 集合 4XB 由 所 有 20 个 
可 能 的 序 偶 组 成 . 而 p 中 的 四 个 序 偶 只 是 其 中 的 一 部 分 , 即 oC 有 4 
XB. 有 xB 还 有 许多 其 它 的 子 焦 , 如 {(1,3), (2,5), (4,7), (8， 
本 22 


7)) 末 、.4x 五 等 均 可 看 作 是 由 4 到 吾 的 关系 . 

例 2-4 设 有 和 集合 4、B, #4 一 n,#8==m, 试 问 由 4 到 BB 有 
多 少 个 不 同 的 关系 ? 

解 ” 因 为 饭 卡 欠 积 AXB 的 任意 一 个 子 集 都 称 作 是 由 A 到 8B 
的 一 个 关系 ;所 以 该 问题 等 价 于 计算 4xXB 有 和 多少 个 子 集 , 由 寡 集 
的 定义 ,该 问题 又 等 价 于 计算 4x 召 的 舌 集 的 基数 是 多 少 ， 

打 (24%4) 一 DA 一 2 存 如 一 om , 

故 由 4 到 互 有 2™ 个 不 同 的 关系 . 
知 集 合 4 和 上 中 至 少 有 一 个 是 无 限 集 , 则 AXB 是 无 限 集 . 
内 此 4xBB 有 元 限 多 个 子 集 ， 这 也 就 意味 着 由 4 到 8 有 无 限 多 个 
不 同 的 关系 . 


3. 集合 A 上 的 关系 


如 果 对 上 述 由 4 到 占 的 关系 的 含义 理解 清楚 了 ,那么 集合 4 
上 的 关系 也 就 不 难 理解 ,因为 它 只 不 过 是 当 8 一 A 时 ,由 和 到 B 
的 关系 的 一 种 特殊 情形 ,是 一 个 由 4 到 有 4 自己 的 关系 ， 

例 2-5 设 4=12,3;4,5,9,25), 定 义 A 上 的 关系 6p, 对 于 任 
意 的 a,5E A, 当 有 目 仪 当 (a 一 :EA 时 ,有 2 的 ,试问 e 由 哪些 序 偶 
组 成 ? 

解 ”根据 p 的 定义 ,p 中 的 序 偶 (4; 应 满足 以 下 三 个 条 件 : 
DaE A; S20E A Dab EEA. 因此 

P= {2,4), (4,2), 2,5),C5,2),03,5),05,3), (4,9), (90,4)). 


4. 关系 的 定义 域 和 值 域 


设 p 是 由 和 4 到 户 的 一 个 关系 ,我 们 称 4 的 子 集 
二 {gla € 有 ,存在 6 € BB 使 得 (a,b) € pp} 
为 关系 p 的 定义 域 . 称 B 的 子 集 
R, 二 {6158, 存 在 a € A 使 得 (a,5) € p} 
为 关系 5 的 值 域 


= 由 号 * 


例 2-6 设 站 一 1 人 11237247 3, 3) os 一 1C1 3)， (2，412， 
(4,2))} * 试 求 出 D, “Do, Do ye, Rn, ;各 Ra ne: 

解 题目 没有 告诉 我 们 e 和 ps 是 由 什么 集合 到 什么 集合 的 
关系 . 这 对 于 我 们 解答 此 题 是 无 关 紧 要 的 . 事实 上 ,不 论 p, 和 p， 
是 定义 在 什么 样 的 集合 上 的 关系 ,根据 D,。 和 Rs 的 定义 均 有 

Dp = {1,2,38}, R, = {2,3,4}; 
DD, = {1,2,4}, R, ~ {2,4,3); 
又 因为 Pies=4(1,2) ,02,4) ,03,3),(1,3),(4,2)); 
Pf pz = (C2,4)}, 
所 以 Does ={1,2,3,4) ;Re ne —{4}. 


5. 道 关 系 


若是 由 集合 4 到 集合 B 的 关系 , 风 p 的 逆 闫 系 p( 有 的 记 作 
此 ,有 的 记 作 0 是 由 集合 羡 到 集合 4 的 关系 .若是 集合 4 上 
的 关系 , 则 pb 的 道 关系 6 也 是 集合 4 上 的 关系 ， 

如 何 由 关系 p 求 逆 关 系 bp 呢 ? 只 要 将 p 中 所 有 的 序 偶 (4 ,四 改 
成 序 偶 (,a) 便 得 到 p. 因此 6 和 e 具有 相同 个 数 的 序 偶 , 只 不 过 每 
一 个 序 人 情 中 ,两 个 元 素 的 位 置 要 互 换 . 由 此 也 可 看 出 p 与 5 豆 为 道 
关系 ， 

例 2-7 例 2-3 中 由 集合 4 到 B 的 关系 p 的 道 关 系 

p= {(3,2),(3,7), (2,8),07,8)), 

它 是 一 个 由 集合 召 到 4 的 美 系 , 

例 2-5 中 集合 4 上 的 关系 器 的 递 关系 5 也 是 4 上 的 关系 
6 一 ((4,2)， (2.4), 52) 62,5) ,C653) (3,5), (9,4), C4,97), 
在 这 里 p==p, 这 是 巧合 . 一 般 铺 形 下 ,p 天 Ap 

例如 ,在 例 25 的 集合 4 上 者 定 六 P 一 fa) 1a 一 5>4) 则 

p= {9,2), (9,3), 9,4), (25,2), (25,3), (25,4), (25,5),， 
(25,9)}, 

* 人， 


求 出 6 后 ,你 会 发 现 5 天 
6. 复合 关系 


若 pi 是 由 代 侣 4 到 品 药 关 系 ,ps 是 由 集合 BB 到 C 的 关系 , 那 
和 我 们 可 以 根据 产 和 ps 定义 出 一 个 由 集合 4 到 人 的 新 关系 , 记 
作 由。 六 .定义 的 方法 是 ,对 于 集合 4 中 任意 元 素 a 和 集合 心中 
任意 元 素 c ,如果 在 集合 B 中 至 少 存在 一 个 元 崇 b, 使 得 同时 有 (a， 
Ep 和 (Bc) 蕊 po; 则 定 光 (a yc) 马 o1，ps. 如 果 对 于 uaEA 和 cE 
C ,满足 上 述 条 件 的 元 紊 5EB 不 存在 , 则 (a,c) 信 p,， ps. 这 样 产 生 
的 关系 p,* zs 就 称 作 是 关系 疡 和 ps 的 复合 关系 . 我 们 常 将 它 简 
记 作 la 

例 2-8 设 有 集合 4={4,5,8,15},B={3,4,5;9;11),C 二 
{1,6;8;13});pi 是 由 总 到 召 的 关系 ,ps 是 由 如 到 性 的 关系 ;分 别 
定义 为 


= {a al = 1}, 
{c=? 或 6 一 c| = 4), 
试 求 复合 关系 训 "pe 
解 ” 由 题 意 知 
A = {C4,3),(4,5), (55,4), 58，9) 1 ， 
b= {3,1) (4,6) (4,8),C5,1),69,13),0]1,13)}. 
人 人 
pr" p= C41) ,5,6),C5,8), (8,13))}， 
关系 pi, po 以 加 复合 关系 A * 遍 如 图 2-1 所 示 . 


7. 逆 关 系 与 复合 关系 
例 2-9 对 于 例 2-8 中 的 关系 p,、ps 和 复合 关系 po,*， 户 ; 分 别 


求 出 其 道 关系 .Ps 和 PI “Pr. 再 求 出 复合 关系 户 * 而. 试 间 所 甩 
与 ps * pl D1 有 什么 美 系 ? 


» DH» 


国 2-1 
解 ” 根 据 逆 关系 的 定义 1p! 是 由 也 到 六 的 关系 ,os 是 由 必 到 


B 的 关系 ， “BB 是 由 C 到 A4 的 关系 ,它们 分 别 为 


p, 一 {3,4) ,C84) ,C4,5), .9,8)}, 
CT 647, 084)， (15) ,13,9) ,73,11)}, 


Py Ps = {1,4), 6.5) ,8,057, 013,8)), 
根据 复合 关系 的 定义 ， Pz* pi 是 由 CC 到 所 的 关系 且 
,aa = {C4), 6,5), 8 5 C13,8)}, 
二 * Pi 都 是 由 C 到 和 4 的 关系 , 且 四 完全 梢 同 的 浊 个 


二 让 入 此 六、 局 B= Pe * Bp * 91 与 Ps * 5 表示 的 是 由 
+ DO 。 


C 到 有 A 的 同一 个 关系 , 
在 一 般 博 形 下 ,等 式 B "所 一 2;* Pi 也 是 成 立 的 ,我 们 将 在 后 
面 给 出 其 证 明 ( 人 参见 本 章 例 2-26). 


8. 集合 4 上 的 复合 关系 挛 


设 P 是 集合 A 上 的 关系 ,根据 复合 关系 的 定义 ,bp 和 的 复合 
关系 户 也 是 A 上 的 关系 , 同样 的 道理 ,5 ,oe1,--… 均 是 A 上 的 关系 . 
因此 若 2 是 集合 4 上 的 关系 , 则 对 于 任意 的 正 整数 nn,c 是 4 上 
的 关系 ， 

例 210 设 4={abycydse} ,A 上 的 关系 6 定义 为 

= {ab Ba) (aye), ee), (51， 
斌 对 所 有 的 nENCN 表示 正 整数 集 ) , 求 出 pp 

解 严 一 0， p={(aa), ase) tp DD) be) da)}, 

由 于 关系 的 复合 运算 满足 结合 律 , 因 此 p? 可 以 看 作 是 2e。， 严 ,也 可 
看 作 是 2，c. 
B= r= (a) ,tac), Wad, Be), dp) ,tad,c)) 

类 似 地 ,p==p :Pr 二 PP P= Pp 

={(aa), (Carved), CHB), hedslad,a), (Ad,e)} 

PP" WTP Pp pp 

= {ab), Casc), bya), bye), Cd by (dc)), 
我 们 发 现 严 一 挛 , 根 据 复 合 关系 的 定义 使 有 

PP pr p= pp, 


P=P p= P=, 
P=P7 "p=P*p= = pt, 
于 是 有 广 一 太一 六 一 由 一 
MA = = 
即 当 n 之 3 时 ， op !=p, 
Di = 0. 


由 例 2-10 我 们 看 出 ,对 于 集合 A 上 的 关系 p, 昌 然 经 复合 运 
+ 27 。 


算 可 得 到 元 限 多 个 复合 关系 
a 
但 在 这 些 关 系 中 ,可 能 有 许多 关系 是 相同 的 . 
9 集合 4 上 关系 b 的 传递 用 包 p" 


集合 4 上 关系 p 的 传递 闭 包 记 作 pt+《 有 的 记 作 iCp)) , 它 也 是 

集合 4 上 的 一 个 关系 ,由 下 式 定义 
Pp =Up. 

如 pi 二 peUFU… 是 4 上 形 为 2 的 无 限 多 个 关系 的 并 集 . 

如 果 4 是 无 限 集 , 风 4x4 也 是 无 限 集 ; 于 是 4XA 的 子 集 
也 就 有 无 限 多 个 . 因此 4 上 有 元 限 多 个 不 同 的 关系 . 另外 4 上 的 
关系 有 些 也 可 能 是 无 限 集 . 这 样 一 来 + 也 就 有 可 能 是 一 个 无 限 
集 , 国 此 要 求 出 p+ 中 的 所 有 序 偶 可 能 是 一 件 困难 的 事情 . 但 是 ,如 
果 4 是 有 限 集 , 则 4X4 也 是 有 限 集 , 于 是 4xA 上 就 只 有 有 限 
个 不 同 的 关系 . 这 样 一 来 尽管 形式 上 看 p'! 是 无 限 多 个 关系 的 并 
集 , 但 实际 上 只 可 能 是 有 限 个 关系 的 并 . 二 此 在 这 种 情形 下 ， 我 们 
可 以 将 p+ 中 的 全 部 序 侦 求 出 来 

例 211 斌 求 出 例 2-10 中 关系 的 传递 闭 包 六 

解 按 定义 p1 一 Up ,但 因为 在 无 穷 序列 

Po 04 5 .0807 

中 , 除 pe 和 pt 这 四 个 关系 互 不 相同 外 ,其 它 关 系 均 与 关系 记 
或 pt: 相同 ,由 集合 并 运算 的 等 徊 律 

=pUPeUPLUep 

一 人 (GE ab , ae), (ase), Oa) ,CBO) ,bc), 
Ce) ,Ce se), dya), (dB), Cac), (dse)}. 


10. 关系 的 表示 方法 


(1) 集合 表示 法 
上 2 上 


因为 关系 是 一 个 集合 ,因此 可 以 用 集合 的 列举 法 或 描述 法 来 
表示 它 . 在 前 次 的 例题 中 ,我 们 已 多 次 采用 了 这 两 种 方法 . 
例如 , 例 2-3 中 定义 的 由 扫 4 到 8B 的 关系 


p = ( (a,b) 4 二 了 是 政 数 


用 的 就 是 描述 法 ,而 例 2-10 中 定义 的 关系 6 用 的 是 列举 法 ， 

(2) 矩阵 表示 法 

若 2 是 由 有 限 集 4 到 有 限 集 BB 的 关系 , 则 可 以 用 一 个 闪 A4 
行 ,#8 列 的 矩阵 来 表示 p. 该 矩阵 称 为 是 2 的 关系 矩阵 . 记 作 Mi 
MM 的 第 i 行列 的 元 素 7i=1 或 0, 它 取决 于 a,b)Ep 或 Ca,0),) 
各 六 

例 2-12 设 4=(5,4,35,49),B 一 {8,15,7), 由 4 到 上 B 的 关 
系 P 卫 定义 为 


p= {(a0) a 与 5 互 索 ;， 

试 写 出 2 的 关系 给 阵 Mi 

解 ” 由 定义 一 {(5,8),(5,7),(4,15), 《4.7),(35,8), (49， 
8),《49,15)) ,所 以 关系 矩阵 


8 15 7 
5 D |] 
M4 0 1 1 
35|] 0 0 
49Li 1 


(3) 图 表示 法 
车 p 是 定义 在 有 限 集 4 上 的 一 个 关系 , 则 p 又 可 以 用 一 个 有 
向 图 来 表示 ,此 有 向 图 称 为 p 的 关系 图 . 图 中 等 一 个 结 点 与 4 的 
一 个 元 素 对 应 ,图 中 的 每 一 条 边 与 bp 的 一 个 序 偶 对 应 ， 
例 2-13 设 4 一 (5,4,35,49} ,定义 4 上 的 关系 
P= aa) la ta; 53}, 
试 功 出 p 的 关系 图 . 


» DO 


-和解 ”由 定 头 p 二 1(5,5),(5,4)， 
(5,35), C4,5), (4,4), (4,35), (4, 
49),(35,5), (35,4), (49,4)}. 
因此 pp 的 关系 图 如 图 2-2。 

11, 如 何 利 用 关系 的 各 种 表示 方 
法 进行 关系 的 运算 

图 2-2 《1) 关系 的 并 、 交 、 补 和 差 运算 
例 2-14 设 和 ={4,6,9,10},P 和 ps 是 妇 上 的 两 个 关系 


ml 一 | 人, 已 | 二 是 正 笨 数 }， 


“村 “是正 整数 } ， 


p, — | ee 


试 求 Pi Ups pf pa DO 一 应 ， 
解 Pp 二 {C6,4),(10,4),(10,6)}， 
ps = {(9,6),(10,4)}; 
因此 pi Up = {6,4), C9,6), 10,4), C10,6)}; 
aN ps = {C10,4)}; 
p=(AXA)—p 
={(4,4), 4.6), (4,9), C4,10), 6,6),(6,9), 
(6,10), 9,4),C9,6) ,9,9) ,9,10) ,10,9).,C10,10)}; 
p= {64),c10,6)}. 
因为 2 和 产 都 是 4 上 的 关系 ,mmS4X4,2C4XA 所 以 
prEAXA nN TAXAP TAXA,n—pEAXA,B Lp, 
Ups sp NN pa Pi pi — ps 也 都 是 集合 直上 的 关系 , 对 这 些 关系 也 可 
用 描述 法 定义 如 下 : 


Pi p= 人 让 


和 是 正 整数 或 者 4 地 是 正 整数 | 


A = | (a,b) | 全 和 挟 为 正 束 数 | ; 
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pn 二 | (md) 


4 了 不 是 正 整数 | ， 


0 一 wz 一 | (ab) | 4 了 < 是正 整 数 ,但 < 不 是 正 整数 ]. 

《2) 关系 的 复合 运算 

关系 的 各 种 表示 方法 都 可 以 用 来 进行 关系 的 复合 运算 ， 

例 215 设 4={apycsd) ,4 上 的 关系 

p= {tau ab oa) Cad, (Adc)}, 

斌 求 复合 关系 P22, 

解 方法 一 

根据 关系 p 中 所 列 出 的 序 侦 , 控 复合 关系 的 定义 求 出 严 中 的 
序 侦 , 只 要 有 (x,y) Ep 和 (ywy,z)Ep,; 便 有 (x,z) Em 因此 

= (aa ab) ad) be) ea), Cb) ,tad ,a)}. 
这 里 特别 要 注意 (a,a) EP 不 要 焉 漏 , 它 是 由 (人 a,a} Ep,laya) Ep 
而 得 来 的 . 

方法 二 

构造 出 的 关系 矩阵 M6, 利用 zr 的 关系 矩阵 Mz = * M， 
求 出 Mz ,从 而 得 到 2. 在 进行 关系 矩阵 的 线 法 运算 时 ,全 阵 中 元 
素 的 相 乘 和 相 加 均 使 用 布尔 运算 . 


a ed 
ail 1 0 0 
m= | 9°01, 
cl oo 0 
0 0 1 0 
在 下 区 
1]100 11100 «|l 1 0 1 
M2=M- Mi 0901.1 09001 0 io 
1000 1 00 0 cll 1 0 0 
D0 010 0 010 dll 0 0 0 
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根据 关系 矩阵 的 表示 方法 ,将 矩阵 Me 中 为 1 的 项 转化 为 序 
偶 , 可 以 看 到 其 结果 与 方法 一 完全 相同 ， 
方法 三 
构造 出 P 的 关系 图 ,在 图 中 从 每 一 铺 点 x 出 发 , 找 出 经 过 长 为 
.2 的 路 能 够 到 达 的 所 有 缚 点 yn ,yz:"… ,yy: 于 是 在 忆 的 关系 图 中 有 
r 条 边 (x yy (Cry Cryy)， 
本 例 2 的 关系 图 如 图 2-3 所 示 , 从 结 点 4 出 发 ,经 过 长 为 2 的 
路 可 以 到 这 的 铺 点 分 别 是 a.5 和 Qi; 从 缚 点 8 轩 发 ,经 过 长 为 2 的 
路 可 以 到 达 的 缚 点 公有 上 一 个 ;从 结 点 c 出 发 ,经 过 长 为 2 的 路 订 
以 到 达 的 结 点 分 别 是 a 和 如 从 结 点 台 出 发 ,经 过 长 为 2 的 路 仅 可 
以 到 达 结 点 a. 于 是 5 的 关系 图 的 构造 如 图 2-4 所 示 . 


G © OO, 
© (oO) CF 2 
图 2-3 2 的 关系 图 图 2-4 产 的 关系 图 


根据 关系 图 中 的 边 , 写 出 相应 的 序 侦 , 所 得 的 结果 与 方法 
一 完全 相同 . 

例 2-16 设 有 集合 A 一 {2,3,4},B 二 {4,6,7},C 一 18,9,12， 
14}),P 是 由 入 到 B 的 关系 ,ps 是 由 8 到 CC 的 关系 ,分 别 定义 为 

Dl 二 (aa 是 素数 且 4 整除 人 乡 ， 
Bz 二 {的 ,0 15 整除 c}; 

试用 关系 矩阵 表示 法 求 复合 关系 pl *， ps， 

解 pl 二 {02,4),(2,6),(3,6)}; 

Ps= {C4,8), C4,12), C6,12), C7,14)}. 

和 # 32 . 


因此 


故 Pl* pe = {(2,8),62,12), (3,12)), 
“(3) 关系 的 闲 包 运算 

如 前 所 述 ,如 果 o 是 定义 在 有 限 集 4 上 的 关系 , 则 一 定 存 在 
茶 个 正 整 数 m, 使 得 的 传递 闭 包 p27 一品 #. 事实 上 可 以 证 明 , 懈 
于 任意 基数 为 a 的 有 限 集 4,4 上 关系 p 的 传递 闭 包 

P=Ur=eUPUmUp, 

即 p+ 可 表示 为 4 上 ?个 关系 的 并 集 , 而 这 些 关系 中 除 P 以 外 ,其 
余 均 是 复合 关系 ,因此 运用 前 面 的 方法 可 以 求 出 p+. 下 面 介 绍 用 
关系 图 求 p+ 的 更 简单 的 方法 :构造 出 p 的 关系 图 ,在 图 中 从 每 一 
结 点 z 出 发 , 找 出 能 够 阐 达 的 所 有 结 点 ,如 ,2，…,y, 则 在 p? 
的 关系 图 中 有 过 Cry) fr》 (和 ) 

例 2-17 用 构造 ot 的 关系 图 的 方法 , 求 例 2-10 中 关系 p 的 
传递 闭 包 pt 

解 〈1) 先 构造 出 p 的 关系 图 (图 2-5). 

C2) 在 p 的 关系 图 中 , 对 每 一 结 点 zx, 找 出 从 xz 出 发 能 到 达 的 
所 有 结 点 . 从 结 点 a 出 发 可 分 别 到 达 a.5.c.e, 从 结 点 5 出 发 可 分 
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别 到 这 结 点 dbye ;8 ;从 结 点 [ 出 发 可 到 达 结 点 ef; 从 结 点 a 出 发 可 
分 别 到 达 ba、c,e. 
(3) 构造 让 的 关系 图 (图 2-6)， 


图 2-5 2 的 关系 图 图 2-6 2 的 关系 国 

《4) 根据 p+ 的 关系 图 写 出 p+ 的 相应 序 偶 . 

={aa) ,aD), ase) ase) Oa) HO) (Pye), (He), 
ere) ,aa) ,tap), Cade), de)). 


12. 集合 4 上 关系 的 性 质 


集合 4 上 的 关系 可 能 具有 各 种 不 同 的 性 质 ,根据 它 具 有 的 不 
同性 质 ,我 们 赋予 它们 相应 不 同 的 名 称 ， 

设 p 是 集合 4 上 的 关系 , 若 对 于 4 中 每 一 个 元 素 4a, 均 有 (a，. 
a) Ep; 则 称 p 是 4 上 的 自 反 关系 ;对 于 4 中 任意 两 个 元 素 a.68, 若 
有 (a; 如 Ep;, 风 一 定 有 8,2) EB, 即 (4; 认 各,a) 或 者 同时 出 现 干 
P 中 ,或 者 均 不 在 Pp 中 ,这 样 的 关系 称 为 4 上 的 对 称 蒋 系 ; 对 于 4 
中 任意 两 个 不 同 的 元 素 a,, 如 果 (a;8) 和 (4,a) 至 多 内 有 一 个 在 
中 出 现 , 则 称 p 是 4 上 的 反对 称 关 系 ; 对 于 4 中 任意 三 个 元 素 a、 
ec: 若 PP 中 出 现 有 Ca; 和 (0B,c) 时 ,就 一 定 出 现 (a ,ec) 这 个 序 偶 , 则 
称 b 是 A 上 的 可 传递 关系 . 
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例 2-18 设 A={asbycsd} 

《1) 沽 断 下 列 关 系 是 否 自 反 闫 系 . 

一 人 ae) 

一 人 dy CHD) Cyc), fy 

maa), (ab) dd) Cec), Cb); 

p41= {ae CHB Ada), esc)}, 

解 pi 不 是 自 反 关系 ,因为 对 于 所 有 的 xEA4,(zx,x) 均 不 在 
向 中 . 
pz 个 是 自 友 关系 ,因为 (4 ,4) 所 pp. 

Aa 是 自 反 关系 ,但 不 是 恒 等 关 系 . 

Pr 是 自 反 关系 ,也 是 恒 等 关系 ， 

(2) 判断 下 列 关 系 是 否 对 称 关 系 或 反对 称 关 系 . 

os—={tab) aa Cha), Be), Cob)}; 

Pe= {Ca asa (Be 

Pr= {cb) Cara , Cyc), Cerd)}; 

pe= { {2,6b), Cd ad)}, 

解 ”ps 是 对 称 关 系 . 它 不 是 反对 称 关系 ,因为 a 考 5; 但 (a,5) 
和 届 ,a) 均 出 现在 js 中 , 同样 5 关 c 但 名 ,ce 和 人 , 执 均 出 现在 ps 
中 . 

ps 不 是 对 称 关 系 , 因 为 (e; 术 和 所 mi 但 他,a) 术 ps 同样 (ce) EE 
Psy 但 Cc,5} 千 pss (qd,c)Eps 但 te,a) 悉 .26 而 上 述 这 几 条 原因 正好 
说 明 ps 是 反对 称 关 系 ， 

Pr 不 是 对 称 关 系 : 因 为 好 ,六 后 启 但 避 ,e 各 局, 它 也 不 是 反对 
称 美 系 , 因 为 c 关 2, 但 tc; 中 和 (4 ye) 均 在 or 中 ， 

Ps 既是 对 称 关 系 ,也 是 反对 称 关系 ， 

(3) 判断 下 烈 关 系 是 否 可 传递 的 关系 . 

p= {Bc ere Cd) ,Hai; 

Po 一 (Bee Cad}}, 
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on= {Bc), Cda), Cc)). 
和 解 Am 是 可 传递 的 关系 . 
Pw 不 是 可 传递 的 关系 . 亲 为 Ce sb) EPlos (Ch,e) E pn ,但 keyc) 得 
Plo 
”0 是 可 传递 的 关系 . 在 此 例 中 没有 出 现 (x,y) Epu 同 时 (y,z) 
万 pu 的 情形 ,因此 也 就 无 所 谓 (7,z)E pu 的 要 求 . 


13. 构造 传递 闭 包 的 叉 一 种 方法 


我 们 知道 ,等 递 闲 包 p! 具 有 以 下 三 条 性 质 . 

(1) pp 

(2) p+ 是 集合 4 上 的 可 传递 关系 ，; 

(3) 对 于 集合 4 上 任意 的 可 传递 关系 wm, 大 om , 则 扩大 0， 

以 上 三 条 性 质 说 明 pt 是 集合 4 上 所 有 包含 的 可 传递 关系 
中 最 小 的 一 个 关系 . 这 三 条 性 质 可 唯一 地 确定 传递 闭 包 pf+. 也 就 
是 说 ,如 果 我 们 能 构造 一 个 满足 上 述 条 件 (1) 和 (2) ,而 又 具有 最 少 
序 侦 的 关系 ,那么 该 关系 就 是 +. 因此 我 们 可 以 采用 在 p 中 深 加 
序 偶 的 方法 来 构造 p+. 所 添加 的 序 偶 必 须 是 为 了 使 得 Ce 具有 可 传 
递 性 而 需要 的 . 

例 2-19 设 A={abycyd} yp 和 ps 是 A 上 的 关系 

a= adc ,ea), (Hb), Cd ,a)}, 
i {Bc (cd), tc,b)}, 

试 间 pt 二 ?,pt = 二? 

解 因为 pp 且 pp 是 可 和 传递 的 ,而 po 显然 是 满足 (1), (2) 
这 两 条 件 中 最 小 的 关系 ,所 以 pi 一 p.. 

库 不 是 可 传递 的 ,因为 有 C8,e)》 Epss Cc,d) Ep 但 (Bd) po 
所 以 必须 漆 加 6). 类 似 地 道理 ,也 必须 添加 C6, 和 (Ce ,ey). 

注意 到 序 得 多, 让) ,公信 和 (Cec) 是 必须 添加 的 ,否则 无 法 全 
所 变 成 可 传递 关系 . 而 添加 了 这 三 个 序 偶 后 ,e 变 成 可 传递 了 , 因 
此 不 能 青 添加 其 它 的 序 偶 , 政 
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a = {Be ed) core bP), (Cec)). 
14. 等 价 关 系 


(1) 等 价 关系 

若 p 是 集合 4 上 的 关系 ,而 县 p 同时 具有 自 反 性 ,对 称 性 和 
可 传递 性 ,那么 称 jp 是 A 上 的 等 价 关系 . 

例 2-20 设 A=tasbycydye},A 上 的 美 系 

a= {asa), CHa) (Bb), de tasb), (ed) (dd), (cc), 

(ee)}, 

Ba— (hb), Co a) ab) ,ds a), dye}, (Cesc)}, 
斌 判断 p, 和 ps 是 否 等 价 关 系 . 

解 ”p; 是 等 价 关系 . 因为 它 具 有 自 反 性 .对 称 性 和 可 传递 性 . 

Pa 不 是 等 价 关 系 . 原因 是 :1 (Caya) 久 py, (ee) 入 pa; 所 以 ps 不 
具有 自 友 性 ;2) C4,e}Eps; 但 Ce,d) 志 所 ,所 以 ps 不 具有 对 称 性 ; 
3) Ep (ba) 人 Em; 但 (a ya) 护 pi, 所 以 ps 不 具有 可 传递 性 . 

虽然 有 以 上 三 条 原因 ,然而 其 中 单独 任何 一 条 均 可 使 得 p; 不 
成 为 等 价 关系 . 例如 

pa 一 人 (人 ea CBye) ,Case) CHD), aya) ,Cesb), Ce,a), 

Coc) (aad), (ese))} 

是 4 上 的 自 反 且 对 称 的 关系 ,但 因 mm 不 是 可 传递 的 ,所 以 m 不 是 
等 价 关 系 . 

(2) 等 价 类 

设 p 是 集合 4A 上 的 等 价 关 系 , 若 ta,5) Ep, 则 称 a 与 5 等 价 . 
由 于 的 对 称 性 ,也 必 有 中 ,a) Ep, 因 此 5 也 与 a 等 价 . 

我 们 将 集合 4 中 所 有 与 元 素 a 等 价 的 元 素 所 构成 的 集合 ， 
为 元 素 4 生成 的 等 价 类 ,用 符号 [<], 表示, 显然 集合 4 中 每 一 个 
元 素 均 可 生成 一 个 等 价 类 . 

例 2-21 试 对 例 2-20 中 等 价 关 系 a 写 出 集合 4 中 每 一 个 元 
素 生 成 的 等 价 类 . 
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解 好 因为 (aaEaGBaEm, 所 以 a 生成 的 等 
价 类 le j。 一 由 

对 于 元 素 五 ,因为 尼克 Eee 区 Emo: 所 以 如 生成 的 等 价 交 
[8] = {a }. 

类 似 地 ,[cj, 一 {c} ,La = {ed} ,ejs {ed}, 

由 上 看 出 [a], = 二 055js ,Le 一 [e] ,这 说 明 不 同 的 元 素 可 能 
生成 的 等 价 类 是 相同 的 . 

《3) 等 价 分 划 

由 了 等 价 关系 具有 对 称 性 和 可 传递 性 ,因此 ,如 果 集 合 4 中 
元 素 z 与 ?等 价 ,那么 4 中 凡是 与 了 等 价 的 元 素 必 与 等 价 , 反 
之 ,凡是 与 z 等 价 的 元 素 必 与 y 等 价 . 因此 必 有 [zj 一 [>]jr 

如 果 工 与 y 不 等 价 , 则 不 但 [xjs 关 [yjs; 而 且 [xjo 站 Ly],= 
疙 , 即 没 有 元 素 能 够 既 与 x 等 价 ,又 与 y 等 价 . 因此 4 中 元 素 产 生 
的 所 有 等 价 类 构成 4 的 一 个 分 划 , 称 作 是 等 价 分 划 . 记 作 74 

例如 ,上 例 中 集合 4 上 由 pi 导出 的 等 价 分 划 是 

4 = {a,b}, {c), {dse}) = {el [cl ,Lal ). 


15. 偏 序 关 系 


若 b 是 集合 4 上 的 关系 ;而 生 bp 同时 具有 上 自 反 性 .反对 称 性 
和 可 传递 性 ,那么 称 吕 是 4 上 的 偏 序 关系 . 偏 序 关 系 常 特定 地 用 
符号 “所 "表示. 
例 2-22 设 A={2,3,4,6,8};p 是 A 上 的 关系 ;定义 为 
二 (tab) 1a 驯 除 己 }， 
试问 e 是 偏 序 关 系 吗 ? 
解 ” 由 的 定义 ,Pp 由 以 下 序 偶 组 成 
p={(2,2) ,C2,4), C2,6), (2,8),C3,3) ,03,6),(4,4), (4,8), 
(6,6) ,C8,8)). 
因 汐 (2,2),(3,3),(4,4),(6,6);(8,8) 均 在 Pp 中 ,所 以 4p 其 自 
反 的 
# 号 全 


当 a 关 5 时 , 序 偶 ta,;58) 和 个 ,a) 至 多 内 有 一 个 在 bo 中 ,所 以 pp 
是 反对 称 的 . 

检查 每 一 对 序 偶 可 以 看 出 ,每 当 有 (ep ,tc)Ep 时 , 便 有 
(asc)Eo. 例 如 (人 24)，04.9)Epo 也 有 (2,8)Ep 所 以 PP 是 可 传递 
的 . : 

由 上 可 知 # 是 4 上 的 偏 序 关 系 . 

事实 上 ,只 要 4 是 由 一 些 正 整数 组 成 的 集合 , 则 4 上 的 整除 
关系 一 定 是 偏 序 关系 ， 

对 于 有 限 集 4 上 的 偏 序 关 系 , 上 既 可 以 用 关系 图 表示 ,也 可 以 
用 次 序 图 表示 . 用 次 序 图 表示 比 用 关系 图 表示 简洁 得 多 ， 

例 223 分 别 用 关系 图 和 次 序 图 表示 例 2 22 中 的 偏 序 关 系 


解 ” 偏 序 关系 p 的 关系 图 和 次 序 图 分 别 如 图 2-? 和 图 2-8 所 


9 
(2) © 
2 

图 2-7 的 关系 图 图 2-8 p 的 次 序 图 


偏 序 关系 又 称 为 部 分 序 关系 , 它 使 得 集合 4 中 部 分 元 素 之 间 
星 现 一 种 次 序 关 系 . 这 种 次 序 关 系 在 关系 图 中 体现 不 出 来 ,但 在 次 
序 图 中 却 表现 得 很 清楚 ， 

如 上 例 中 2 所 4 所 8,3 扎 6,2 所 6. 而 4 与 6 之 间 ,6f 与 8 之 间 没 
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有 这 种 次 序 关 系 ,因为 它们 相 守 都 不 能 整除 对 方 . 
2.3 间 答 与 论证 


例 2-24 设 4.B8.C 和 DD 是 任意 的 集合 ,试问 于 列 等 式 吓 否 
成 立 ? 为 什么 ? 
(GD CANB XCND= AXON BXD; 
(2) CAU BYX (CUD= AXOU BD). 
解 (1) 成 立 . 可 以 通过 证 明 
CANB xX CNDEAXxXONMNMBXxD) 
和 
(AxO 门 BxXDEANB Xx (CD 
来 证 明 这 一 等 式 成 立 . 
首先 ,因为 4 门 5G4.C 站 DEC ,所 以 
AMNBXxX CNDEAxXCG, 
类 人 地 4A 门 BSE8,C 站 DSED, 所 以 
(ANMNBx CNDEBXD, 
ANBXxX CNDEAXONGExD. 
反之 ; 若 (zr yy) ECAXO)T (BXD), 则 
(x yr EAXCHArI YEBXD, 
因此 EA,yEC 有 是 xEB,yED. 于 是 
TEANB,yECNMND, 
因而 (ryy)E CA 站 BX CNMD), 故 
(AXONMNBxXDEANB x CN DY. 
由 上 可 知 CANmNB)YXCNMND}Y= (AXONCGBXxDY. 
(2) 不 成 立 , 其 分 析 如 下 : 
” ACALB,CECUD, 
(AXOETAUBX CUD). 
类 似 地 CBXD)CCAUB) x CUDY. 因此 
和 总 和 


(qd4XODUGXEBDESCdUBI Xx CUD.. 

但 是 C4AUB) x (CUD) 守 (4 XCYUY CBXD) 却 不 成 立 ,因为 ， 
若 (zT ,ECAUBDX CUD, 则 xEAUB,yECUD, 此 时 可 能 x 
所 有 而 x 区 ByyED 而 y 人 CC, 于 是 

(Xsy) 守 AXOC 日 (x,y} & BXD, 

因而 ry AxXOCOUBXxD. 

例如 , 设 A 二 {a},B 二 人 8}) ,C= 二 =:c} ,DD={Q), 则 

AUB= {ab ,CU DQ {te,d). 
显然 (ayd) EC4UB)X(CUDD), 但 
ae: 四 相公 XC 目 人 ad) BxD, 

因此 (aa 多 (4XC)UCBXDD). 

由 此 可 知 ,对 于 任意 的 集合 4.5.C 和 品 , (2) 式 不 成 立 ， 

例 225 设 w 和 ps 是 由 和 妇 到 B 的 任意 两 个 关系 , 斌 证 明 
Dp Us, =D, UD,. 等 式 Ro ne = Rs 但 BR。 成 立 吗 ? 为 什 和 必 ? 

证 设 a E DD, ue, ; 则 必 存 在 5EB, 使 得 (a,b) Ep Up 于 是 
(C4) EP 或 (4a)E; 因 此 aE Ds 或 zED,, 即 aE€ Ds UD , 故 

Dy yr, =De, UD,,. 

反之 , 设 aE Ds UD ; 则 aE Ds 或 ED,。, 于 是 存在 Bb.EB， 
使 (a,61) Ep ,或 者 存在 bEB, 使 (a,5,) Eoo; 由 并 和 集 的 定义 有 
《46D EP1Ups 或 者 Cay54) EpiUp; 总 之 有 2E€ Dea, 故 Ds UD 
ED yn,. 

由 上 可 知 Du 二 Ds UD,. 

等 式 Ra Na = Rp 门 R 不 成 立 . 

我 们 可 以 证 明 Rn ne Rp 八 R 是 成 并 的 . 

设 bE Rno: 则 必 存 在 aE A4, 使 (a,8) Epi 门 oi; 于 是 (4,5) EE 
上 且 (a)5)E pr; 因 此 BE Ro 目 2E Ro; 由 交集 的 定义 BER, 站 RR,， 
故 R。 Na Rp NNR,,. 

但 Rn 门 Ra 壬 Rs nn: 下 面 证 明和 包含 其 系 成 立 ,看 会 遇 到 什么 
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问题 . 
设 BER。 站 Ro ; 则 5E Rs 有 目 5ER, 由 
bE Ry, , 必 存 在 al 忆 4A, 使 得 (a ,5)Enpi， 
bE Ro ;, 必 存 在 as 所 4， 使 得 (as ,5) E€ ps, : 

在 这 里 a 是 否 等 于 az :我们 无 法 知道 ,因此 必须 用 两 个 不 同 的 符 
号 表示 . 事实 上 可 能 不 存在 公共 的 元 素 a€E 4, 使 得 (a,5)Epi 且 
{ab) EE ps 因此 也 就 不 存在 元 于 ad 世 A, 使 得 ca,52) Epi 站 pz; 因 而 
无 法 推出 5E Rs nn. 

有 反例 如 下 : 
设 4={1,2,3},B 二 {2,4,5)， 
{1,2) ,01,4)} ,0 = {C3,2), 01,4),(3,5)}, 
则 aN = (id))}. 
于 是 RR ==12,4} ,RR 一 {12,4,5}, 因 此 
R, NN R= {2,4}, 
而 Ro na 二 4), 所 以 
R, Nn Rs, FE Ra na 
注意 在 此 例 中 有 (1,2) Epi,(3,2)Eps, 因 此 2€R, ,2ER,， 
但 不 存在 任何 元 素 aE A, 使 (a,2) EPPps ,所 以 2 芒 Ro np 
例 226 设 是 由 集合 4 天 8 的 关系 ,ps 是 由 B 到 忆 的 关 


系 . 试 证 明 久 二 py * pi. 
证 由 拓 没 A 忘 和 记 六 均 是 由 C 到 上 的 关系 ,因此 只 要 
证 明 它 们 由 完全 相同 的 序 偶 所 组 成 . 
设 (cya) EP 所; 则 (asc) Ep * ps; 因此 必 存 在 元 素 5EB, 使 
BED 00 TR Em 0 En Re 
。 Pi , 故 历 也 BEps* pp. 
反之 , 设 (c,a) Eps pi, 则 必 存 在 元 素 b' EB8, 使 得 (c,6') EE 


pa， C6! ,0 Ep ;于 是 ta,5) Ep Cb se)E psy 因此 (usc) EP? pz: 
三 42 二 ” 


于 是 (c， GE 。 5 太 , 故 mm 。 PS eh * ba. 


由 上 证 得 “一 p:» Pi. 

例 227 设 4 是 具有 nn 个 元 素 的 有 限 集 ， 2 是 A 上 的 关系 . 
斌 证明 必 存在 两 个 正 整 数 和 i; 使 得 上 =. 

证 因为 p 是 A 上 的 关系 ,所 以 对 于 任意 正 整数 x,w 也 都 是 
及 上 的 关系 . 另 一 方面 ,因为 六 4 二 nn; 上 所 以 并 (4A XA)= 六 ， 
并 (24X4) 一 2#4x 力 一 2" ,这 意味 着 4 上 只 有 2 个 不 同 的 关系 , 因 
此 在 关系 


ER on 
中 必 有 两 个 是 相同 的 , 即 存在 正 整 数 有 和 1,1<&<<tS&2" 十 1, 使 得 
= 

例 2-28 设 p 是 由 44 到 8B 的 关系 ,p: 和 p: 是 申 吾 到 C 的 关 
系 . 试 证 明 

《1》 pr* Co Ups} =p, * prlp,* ps 

(2) pr* (paf Mo) Ep pf lp * 

有 《93) pi 记 门 pL 守门 让 ) 成 立 否 ? 为 什么 ? 

证 (1) 根据 并 集 和 复合 关系 的 定义 ,Pl， 《pz UP) 种 Pl" Pa 
Up*， ps 都 是 由 4 到 C 的 关系 .因此 只 要 证 明 它们 由 完全 相同 的 
序 偶 所 组 成 ， 

设 (ay 人 Ep CpsU pa); 则 必 存 在 8EB, 使 得 (a ,5) Ep (5， 
OEPUps; 于 是 ,cE pi 或 也 ;中 ER; 因此 (layc) Ep * jy; 或 
《ae Ep 户 ; 于 是 (aceEm PPUa va: 故 

Pi (es Up Ep: pl ps 

反之 , 设 (ayc)E 0i * Up * Ba; Ma yc) Ep * 或 (a,c)E 
Pr” :车 (a 中 En " 2: 则 存在 EB, 使 得 Ca,6) Ep (bc)E 
Dz; 于 是 有 (ay6) Ep (bc) ED Us; 因此 {a,c) Ea 《oz L035); 
车 (QO)Ep* 启 , 风 存在 如 EB, 使 得 (4a,B)}E p.,(B,c)E Pps, 类 似 
地 有 Cayo) Ep CozUpes); 故 pp po pp Cpt ps), 

了 日 


由 上 证 得 o * Cpsljps3) = 二 pi * pap * pos. 

(2) 设 (a,o) Ep * (ps 门 p3); 则 存在 858EB, 使 得 Ca15) EE pi 
(8,0)E pf pe: LG ER EG Ep 于 是 (a,c) Ep » po 
Hlayc) Ep Bs; 因此 Caco} Ep op pa 喜 CPPps) ES 
pi* plo * Ps: 

解 《3) pi Pi 门户 三 C02 门 乌 ) 不 成 立 .分 析 如 下 : 

车 设 {ayc) Ep "papi . ps 出 (Ca IE * i Blaye) Ea - 
户 , 因 此 , 必 存 在 负 EB, 使 (a ,BEm, (be Ep:; 

必 存 在 如 EB, 使 (a ,bE p16brsc) EE pps. 

在 这 里 与 名 很 可 能 是 两 个 不 同 的 元 素 , 其 至 不 存在 5 一 5 的 可 
能 性 . 因此 在 这 种 情形 下 , 刻 想 推出 (a,c) Ep ， 《ps 门 ps) 是 不 可 
能 . 因为 (a ,cEp (ez 站 意味 着 存在 一 个 公共 元 素 5E8, 使 
得 (a En ,Bc Ep HY Ep;. 

反例 如 下 : 

设 A 二 {asb,c},B={dyeyf} ,C={1,2,3},0={(a,d), (a, 
ea ,p={d 1) (fF,3)) ,p={(d,1),(e,3)}. 

则 ee= {ad} ,0 ” Cp p63) = i(a,1)}, 
但 Pr Pe={(asD), a, 3 0 p={(a,1),Ca,3))}. 
于 是 人 Pi 记 一 {04s1), Ca;3)) 因此 
aNAa* pp ps NM p63) 
注意 到 (a,3)Ep* po 门 po ;但 Ca,3) 入 * Cpz 门 p3) ,原因 
是 不 存在 一 个 公共 的 元 素 zxEB, 能 使 (x,3)Eps; 征 (x,3) Ep 

例 2-29 设 p 是 基数 为 n 的 集合 4 上 的 一 个 关系 , 试 证 明 p 
的 传递 闭 包 p+ 一 Up 

分 析 ”由 定义 p+ 一 Up, 要 证 明 p' 一 员 P, 即 要 证 明山 w 一 
UF 显然 Uz 己 Up ,因此 只 要 证 明 UxS Up 即 可 

证 设 (a,6)E Uz, 则 必 存 在 正 整 数 &, 使 得 (4,5) Ez 
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车 Esc , 则 (ay 本 e Uo. 
车 记 >>n, 则 在 和 4 中 必 存 在 一 1 个 元 素 a ,em…a， 使 得 
HP ri Pa ss OP. 
因为 >n, 所 以 在 ayar yearaa 二 这 有 十 ] 个 元 素 中 必 有 两 个 
元 素 和 一 a Cr<psk, 记 a 为 ai; 记 上 为 qi), 因 此 下 述 关系 
Gi a PA si Ri i 

成 立 , 这 表明 ap 站 一 下 一 (一) ,< 

若 丰 > 用 业 似 的 方法 又 可 找到 恕 < 一直 ,使 spke 最 后 必 
可 找到 一 正 整 数 有 ,使 ap5, 且 hn, 因此 (4a,6)E Up. 帮 Up 
He 

由 上 可 知 p+ 一 UP. 

例 230 设 p 和 ps 是 集合 A 上 的 两 个 关系 , 试 证 明 p+ Ups 
二 (UP 又 人 aiUp) 三 所 坟 成 立 吗 ? 为 什么 ? 

证 

证 法 一 (根据 六 的 定义 进行 推理 ) 

设 ta,BDDEpi Upt; 则 (uDD) Ept 或 ta,B6) E pi. 

车 (a, 让 所 pit, 则 必 存 在 正 整 数 训 ,使 得 (a,58) Et, 于 是 存在 
元 素 aero ，w…ai ,全 有 4, 使 得 

A Qi OR 9 Oo. 
因为 记忆 Pi Upz; 所 所 又 有 
am U ez Jan 29 Co U Ped as, 9 《om UU pb, 
于 是 atpilio) 6, Ba,6) Eo Upp}, 
由 Co Up En, Us)+, 因 此 
Cab) E Co LU p02) 1, 

车 ta,b) Epz ,类 似 地 可 以 证 明 (a,5)E CpUpo)+. 由 (a, 刀 的 

任意 性 ,可 得 pt Uw 和 (Cp Ups)1， 
三 二 与 上 


证 法 二 (根据 p+ 的 性 质 进 行 推理 ) 
由 p* 的 定义 ,p+ 二 gp 王 PUP UPrU…, 因 此 
BC XACPU BT UY pr 

根据 传递 闭 包 的 性 质 ,pt 包含 于 每 一 个 包含 pi 的 可 传递 关系 中 ， 
由 于 (oem 是 4 上 包含 说 的 可 传递 关系 ,所 以 丰 和 (Co 局 
2 

类 似 地 可 以 证 明 pitpiU pe)+. 
因此 pi Up 人 Sp le). 

区 CtUe2fCot Ut 不 成 立 , 可 举 反 例如 下 : 

设 4 一 (1,2,3) ,4 上 的 关系 器 二 {01,2)) ,ps 一 1(2,3)} 
则 六 ={01,2)}, 奔 二 1《2,3)}) ,于 是 

a Up = {C01,2), 2,3)) 
而 CPUp)+={(1,2),(2,3),(1,3)} ,显然 
(pi U py)tE ot LU pi. 

例 231 设 p 和 ps 是 集合 4 上 的 两 个 关系 ,判断 下 列 命 题 
是 否 正确 . 

(1) 若 记 和 Pz 是 自 反 的 ; 划 P* 让 也 是 自 皮 的 ; 

(2) 车 和 ps 是 对 称 的 , 则 am 也 是 对 称 的 ; 

《3) 车 p, 和 ps 是 反对 称 的 , 则 aa， 挛 也 是 反对 称 的 ; 

(4) 若 阅 和 了 是 可 传递 的 , 则 pj* ps 也 是 可 传递 的 . 

解 (1) 命题 显然 正确 ， 

因为 和 p; 是 自 反 的 ,所 以 对 于 任意 的 a 所 有; 均 有 apia 和 
aosa. 于 是 由 复合 关系 的 定义 ,对 于 任意 的 aE4, 有 alp* ps)a， 
因此 p;， ps 也 是 自 反 的 ， 

(2) 命题 错误 . 举 反 例如 下 : 

设 4 二 {1,2,3} ,A 上 的 关系 

pi = {1,2), (2,1) sa = {1,3),(3,1)). 
显然 都 是 对 称 的 . 但 p， pz 二 {C2,3)} 却 不 是 对 称 的 . 
» dD +， 


(3) 命题 错误 . 举 反 例如 下 ， 
设 4 一 {1,2,3},4 上 的 关系 
站 二 {C1 , 2», C3,.3)} ,0 = {1(2,3), {3,1)}., 
显然 都 是 反对 称 的 . 但 p,* ps 一 4(1,3), (3,1))} } 却 不 是 反对 称 的 

4) 命题 错误 . 举 反 例如 下 ， 

设 A 一 们 ,2,3} ,4 上 的 关系 

p= {01,2) ,2,3), 1 3) ,ps = 1(2,3),(3,1),(2,1)), 
显然 都 是 可 传递 的 .但 po.* ps 二 {0(1,3),(1,1),(2,1)} 却 不 是 可 传 
递 的 . 

例 2-32 设 p 是 集合 4 上 的 一 个 关系 ,m 一 {(a ,的 | 存在 c， 
使 {a,cOYEp, 有 (ec,5) EP), 试 证 明 ; 若 po 是 一 个 等 价 关系 , 则 Ps 
也 是 一 个 等 价 关 系 ， 

证 证 法 一 (根据 等 价 关 系 的 定义 ,证 明 ps 具有 自 反 性 ,对称 
性 和 订 传 递 性 ) 

因为 p 是 自 反 的 ,所 以 对 于 任意 的 ae 4， 有 (a,a) Ea. 由 
aa EP (Aaa ED: 因此 有 (Caya) Em;, 故 ps 是 自 反 的 . 

对 于 任意 的 a,58EA, 若 tay5) Ep;; 则 必 有 元 素 cE 4, 使 得 避 ， 
OER 有 te:2)E A, 由 pp 的 对 称 性 又 有 (Bc) Ep 且 (cya) Ep 
因而 有 (,a) Eo : 故 ps 是 对 称 的 . 

对 于 任意 的 a,5,cE A, 若 ta, 拉 Ep, 中 cE,; 则 必 有 元 素 
de 和 4 使 得 

(ad) Ep: db)En; 

《se EP (lec) EE A. 
由 p, 的 可 传递 性 ,又 有 (a 人 EP 人 Be) Ep;, 于 是 又 有 (4a,c) Ep， 
故 疡 是 可 传递 的 ， 

由 土 证 得 pz 是 一 个 等 价 关系 ， 

证 法 二 (通过 证 明 pz 二 pi, 得 到 p; 是 等 价 关 系 的 结论 ) 

设 ta, 人 Eps 由 A 的 目 反 性 ,又 有 (aya) 所 pl: 由 (a a) En,, 
(qa) Ep 于 是 有 (a) 人 Ey;, 因 此 op. 
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反之 , 设 (a,5) Eps; 则 必 存 在 cEA, 使 得 (as.cYEpi,(c,b)E 
身 ; 无 由 pi 的 可 传递 性 ,又 有 (Ca; 让 EP; 因此 pp 局. 

出 上 可 知 ez 一 六 国 此 Pe 是 等 价 关系 . 

例 2-33 设 p 和 ps 都 是 集合 4 上 的 等 价 关 系 . 试 证 明 pi 门 
局 也 是 4 上 的 等 价 关 系 . pi Ups 是 A 上 前 等 价 关系 吗 ? 为 什么 ? 

证 由 交集 的 定义 p={(ay6) |(as5yEp 臣 (a,5) EE 
102), 

对 于 和 任 一 aE4, 因 为 和 po 痢 是 自 反 的 ,所 以 有 (a,a) Ep 
二 (aya) Em, 因而 有 (a,a}Ep Nes ; 故 pf ps 是 自 反 的 . 

对 于 枉 意 &1bEA, 若 (a,5)Epi 门 pz; 则 有 ta,5}ERP 且 (a,6) 
Em: 由 pl 和 ps 的 对 称 性 有 6,2)Ep 县 (Bya) Ep, 因而 有 (6,a) 
Ep; 下 A Nps 是 对 称 的 . 

对 于 任意 的 a,8,cEA, 若 (4.86) Ep Np BE pn 门 pz; 则 有 
(a En Be Ep a bd Ep b,c) ED. Bp 和 ps 的 可 屠 弟 
性 有 (lace) Ep， (ac) Ep, 因而 有 (aye) EE 让 门 训 , 故 a1 NN ps 是 可 
传递 的 . 

由 .上 证 得 p; 作 p, 是 有 4 上 的 等 价 关系 . 

为 了 判断 ma Ups 是 否 4 上 的 等 价 关系 ,我 们 试图 来 证 明 它 的 
自 反 性 .对 称 性 和 可 传递 性 . 

由 并 集 的 定义 ,mm Um={(a,)|(a,0)En 或 (a ,5) EPs}. 

对 于 任 一 aE44， 因为 Pl 是 自 皮 的 ,所 以 有 ta,a) Epi， 因而 有 
(qnUp; 故 piljp; 是 自 友 的 . 

对 于 任意 的 a,8EA, 若 (a 了 EAUPps, 则 (Cab)Ep 或 (a,0) 
Ef: 由 于 pi 和 po 者 是 对 称 的 ,因此 义 有 (Bya) Ep 或 (5,a) pp， 
因而 有 (8,a) Ep pK 6 Les 是 对 称 的 . 

对 于 任意 的 a、6,cEA4, 若 (a,8)EpiUpayCB,c)EpiUp, 则 

(qb) EP 或 (u,b) E pi 
(CE 或 WB) EE ps. 
因为 (4; 办 和 收 ,e) 不 一 定 能 同时 属于 pi, 也 不 一 定 能 同时 属于 p,， 
站 二 名 四 


所 以 我 们 无 法 推出 (a,c) Ep 或 layc) EE pz 因而 也 就 无 法 推出 (a， 
EPIUpz 这 说 明 pp Up; 的 可 传递 性 不 一 定 能 成 立 ,因此 推 不 出 
oljos 是 4 上 的 等 价 关 系 . 

举 反 例如 下 : 

设 4 一 11,2,3},4 上 的 关系 

Pi = {1,1), (2,2 ,3,3),(1,3),(3,1)}; 
pz = {1,1), C2,2), C3,3),(1,2),(2,1)}. 
显然 p: PH es 均 是 等 价 关 系 , 
pi UU ps = {1 1) ,2,2),C03,3) ,C1,3) ,3,1), (1,2), 2,1)). 

这 里 wa Up 是 自 反 .对 称 的 ,但 不 可 传递 

例 2-34 设 4 是 由 4 个 元 素 组 成 的 集合 ,试问 在 4 上 可 以 定 
义 密 少 个 不 同 的 等 价 关 系 ? 

分 析 如果 直接 考虑 4 上 可 以 定义 多 少 个 等 价 关系 , 则 计算 
过 程 比较 繁琐 ,也 容易 出 错 . 此 题 可 利用 集 4 上 等 价 关系 与 分 划 
1-1 对 应 关系 ,转化 为 考虑 4 上 有 多 少 个 不 同 的 分 划 . 

解 将 和 分 划 为 一 块 :有 一 和 神 方 法 ; 

将 4 分 划 为 两 块 :2 十 2 方式 有 省 C? 各 方法 ; 

1 十 3 方式 有 种 方法 ; 

将 4 分 划 为 三 欣 : 只 能 是 1 十 1 十 ?2 方式 ,有 种 方法 ; 

将 4 分 划 为 四 块 :有 一 种 方法 . 

因此 , 集 4 上 不 同等 价 关 系 的 个 数 为 

1 十 二 GE 十 对 十 CET1= 15. 


例 2-35 设 p 和 ps 是 4 上 的 等 价 关 系 , 试 证 明 ; 当 且 仅 当 
4 中 的 每 一 个 等 价 类 都 包含 于 琶 的 蘑 一 个 等 价 类 中 时 ,有 p 丑 
Pz 


证 充分 性 设 厂 中 的 每 一 个 等 价 类 都 包含 于 到 的 某 一 
个 等 价 类 中 ， 对 性 一 《eu 人 抱 Pls 有 AOA 因 此 引 和 Ea Jj s 
* dO 


上 5 各 Leijo 又 出 假 设 必 有 某 元 素 5E 4 存在 ,使 得 Le 三 [JJ 因 
此 有 aiELBj, ya;E D5jss 所 以 Caraj}Eps: 故 有 Sp. 

必要 性 设 记 三 请, 并 设 Leaj 是 2 中 任 一 等 价 类 . 对 任 一 
zE[e] ,有 aipr; 即 (Cas,x) 世 pi, 由 假设 Cai, rT) Eps, 即 x+€E 
[a 1; 故 有 [Laijs 守 [aij 

下 面 介 绍 两 个 简单 的 概念 . 

定 妈 1 设 p 是 集合 4 上 的 关系 , 若 对 于 所 有 的 <E4, 均 有 
(ad) 冬 o, 则 称 o 是 4 上 的 反 自 反 关系 . 

定义 2 集合 4 上 的 关系 P, 如 果 它 是 反 自 反 和 可 和 传递 的 , 则 
称 4 是 A 上 的 氟 序 关系 . 

例如 设 A={a,8,c}, 则 

p= {a,0), (6,c)) 
是 4 上 的 反 自 反 关系 . 
B= {a 6) He), Cac)} 

是 4 上 的 拟 序 关 系 ， 

例 2-36 设 p 是 集合 4 上 的 一 个 关系 . 试 证 明 

(1) 如 果 5 是 4A 上 的 拟 序 关系 , 则 的 自 反 出 包 r(0) 一 pUIa 
是 A4 上 的 偏 序 . 

《2) 如果 pp 是 一 个 慷 序 , 则 p 一 I 是 一 拟 序 . 

证 (1) 对 任意 的 aE A, 有 (aya) EDs, 所 忆 (a,a) EplIa; 
因此 xcp) 是 自 友 的 . . 

对 任意 的 a,65E 4, 设 (45) ErCpP) ,车 a5, 则 (a,6) Epp, 如果 
男 有 好,a) Ep, 则 由 p 的 可 传递 性 , 必 有 (Ca,a) Ep, 这 与 op 的 反 自 
反 性 相 了 矛盾 . 所 以 当 4 埃 5 时 ,车 (a,8) Ep; 必 用 ,a) 乞 p; 因 此 
(6;Q) 次 7(D) ;所 以 rtp) 是 反对 称 的 . 

对 任意 的 a,6,cEA4, 设 (a,B)Er(0), (Bc Ercp). 

阁 {a; 丰 E44; 则 a 二 56, 于 是 有 Cac) Er ; 

车 3,c) EI4, 则 6==c, 于 是 有 (40) ErCp); ， 
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若 4a' 人 Epo 旧 人 ,ceEo 则 由 请 的 可 传递 性 ,有 (ec 所 P, 琴 
此 faycEro, 丰 ro 是 可 传 递 的 . 

宙 上 证 得 ,r(P2)? 是 一 偏 序 关系 . 

《2) 证 明 过 程 简单 , 留 给 读者 作为 练习 . 

例 2-37 设 。 是 集合 A 上 的 偏 序 关 系 ,BSSA4, 试 证 明 p(B 
X 了 下) 是 已 上 的 偏 序 关 系 ， 

证 ”对 任意 的 aEB, 必 有 (ta,a)EBXB, 叉 因为 aEA 及 Pp 的 
自 反 性 ,所 以 (a,a) Ep, 因 此 (2,a) Ez 站 (BXB), 破 p 几 (BXB) 
是 自 反 的 . 

对 任意 的 a.5EB8, 若 (a,6YEPDNCBXB)HB,a) EP BX 
BB),; 则 有 (Ca,56)Ep 且 收 ,a) Ep; 由 的 反对 称 性 ,有 a=6. 因此 
P 门 (BXB) 是 反对 称 的. 

对 任意 的 ab,cEB, 若 Ca,5) EP 站 (BXB),B ec) EPN (BX 
BB), 则 ta,5)E€Ep 且 (6,c) Ep, 由 的 可 传递 性 必 有 (ayc)Ep; 由 B 
XB 的 定义 , (a;c) EBXB, 于 是 (a,c) Ep 门 (B8XB), 因 此 pn 门 (B 
xx 是) 是 可 传递 的 ， 

由 上 证 得 ,p 门 (8XB) 是 B 上 的 偏 序 关系 . 
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3.1 内 容 提要 


函数 的 概念 


* 由 集合 4 到 集合 B 的 函数 ; 

" 吏 数 的 定义 域 和 值 域 ; 

" 恒 等 函数 ，; 

* 复合 函数 ; 
2 三 种 特殊 的 函数 

* 由 集合 4 到 集合 上 的 内 射 ; 

， 由 集合 4 到 集合 8 的 满 射 ， 

* 由 集合 了 4 到 集合 互 的 双 射 
3. 函数 的 复合 运算 及 其 性 质 

"函数 复合 运算 的 可 结合 

说 有 函数 frAB.g:B—C :五 :C=DD, 则 有 
A gDN) = ra): f. 
* 设 4 和 分 别 是 集合 4.B 上 的 恒 等 函 数 ; 则 对 于 任 一 函 


数 ,A 一 B, 有 
fTa=ls* /=/. 


s Bo» 


4. 复合 函数 的 性 质 


“。 设 有 函数 上 请 4- 屯 和 用: 有 CC, 那么 
(1) 如 果 了 和 g 都 是 内 射 , 则 se，* 子 也 是 内 射 ; 
《2) 如 果子 和 六 都 是 满 射 , 则 g， 了 也 是 满 射 ; 
《3) 如 果 广 和 g 都 是 双 射 , 则 g， 广 也 是 双 射 . 
* 设 有 函数 了 :A->B 和 gg;B-*C, 那 么 
(1) 如 果 ,了 是 内 射 , 则 了 是 内 射 ， 
(2) 如 时 g， 下 是 注射 , 则 g 是 满 射 ， 
(3) 如 果 g “了 是 双 射 , 则 了 是 内 射 ,gs 是 满 射 . 


5. 逆 函 数 的 有 关 性 质 


* 只 有 双 射 函数 才 有 逆 范 数 ; 

* 了 的 逆 函 数 就 是 了 的 道 关系 ; 

“了 的 道 画 数 也 是 一 个 双 射 , 且 了 和 广 ! 皇 为 道 函 数 ; 
* 如 果 函 数 六 4 一 她 是 可 道 药 , 则 

六 了 一 了 
* 如 果 函 数 f ;A>B 和 g;:B>C 均 是 可 道 的 , 则 
(gf = fli'g 

6. 集合 的 基数 

* 集合 的 同 基 ; 

* 有限 集 与 无 限 集 ; 

* 可 数 集 与 不 可 数 集 ; 

“ 集合 基数 的 比较 . 


3.2 基本 知识 点 


1. 由 集合 4 到 集合 B 的 函数 


若 了 是 由 集 台 4 到 集合 互 的 一 个 函数 , 则 了 必须 是 由 4 到 召 
的 一 个 关系 ,并 且 对 于 集合 4 中 的 任 一 元 素 a, 在 集合 8 中 存在 
一 个 元 素 5 且 仅 有 这 一 个 元 素 5 使 得 a 放 . 这 样 的 关系 了 才 称 作 是 
自 妇 4 到 B 的 函数 . 若 a 遍 ; 则 称 5 是 a 的 像 ,a 是 5 的 像 源 , 且 记 作 
fa) 二 6. 函数 f 记 作 :A 一 B, 由 此 可 见 , 由 4 到 百 的 函数 实际 
工 是 一 个 由 4 到 五 的 关系 ,但 它 是 满足 上 述 条 件 的 一 种 特殊 的 关 

例 31 设 4 一 11,2,3,4;5)， 吾 一 16,7:8,9,10) 分 别 确 定 下 


列 各 式 中 的 了 上 是否 为 由 4 到 吾 的 函数 . 
了 一 {C1.8) ,3.90 ,C4,10), 2,6) ,05,97}: (1) 
f= {1,9),(3,10), (2,6), (4,9)}; (2) 


fF= {1,7) (2,6 ,04,5), C1 ,9),(5,10), C3,9)}. C3) 

解 《1) 式 中 了 是 由 4 到 召 的 函数 . 因为 对 于 4 中 的 每 一 个 
.元素 , 在 B 中 都 有 唯一 一 个 元 素 与 它 对 应 . 

(2) 式 中 了 不 是 由 4 到 8 的 函数 , 因为 4 中 的 元 素 5 在 8 中 
没有 和 任何 元 素 与 它 对 应 ,不 满足 像 的 存在 性 . 

(3) 式 中 了 不 是 由 委 到 8B 的 函数 . 因为 4 中 的 元 素 1 在 呈 中 
有 ?了 和 9 两 个 元 素 与 它 对 应 ,不 满足 像 的 唯一 性 . 

例 32 集合 妇 4={1,2,3} 上 的 下 列 关 系 ,哪些 是 由 A 到 A 的 
递 数 ? 


= (01.3), C02,3), (3,1)}: 1) 
瑚 一 (1 3)， (2 1》 C2,2)}. {3) 


解 了 是 由 及 到 4 的 函数 ,但 g 和 不 是 由 A 到 及 的 函数 . 
54 。 


其 理由 读者 可 参照 例 3-1 分 析 得 出 . 
2. 恒 等 函 数 


集合 4 上 的 恒 等 关 系 14 符合 函数 的 定义 条 件 , 它 使 得 4 中 
每 一 个 元 素 a 均 以 自身 为 像 , 因 此 又 称 瑟 为 集合 4 上 的 恒 等 函 
数 . 

例 3-3 设 A={1,2,3,4); 则 

JT4 二 401,1), (2,2),《3,3),(4,4)}) 既 称 为 A 上 的 恒 等 关系 ， 
又 称 为 4 上 的 恒 等 前 数 . 

车 记 一 {1),(2,2),(3,3 冰 , 则 不 是 4 上 的 恒 等 函 数 . 因 
为 它 缺 少 (4,4) 这 一 序 偶 . 

车 启 二 {1,1),02,2) 5533 01 3， (4 区 os 也 不 是 4 
上 的 恒 等 函 数 . 因为 1 关 3, 但 序 偶 忆 ,3) 出 现在 ps 中 ， 

例 3-4 设 有 函数 :4 一 A, 试 证 明 

C1) 车 E74; 则 f= 

《2) 若 了 8 则 /一 六. 

说 明 这 里 应 注意 消 数 f 和 恒 等 函 数 14 既是 由 集合 4 到 4 
的 函数 ,又 可 看 作 是 集合 4 上 的 关系 ,而 它们 自身 又 是 一 个 以 序 
避 为 元 素 的 集 台 . 

证 0) 出 题 设 /过 天 ,因此 只 要 证 明 14 刁 丰 

设 ta,a) E14a, 因 为 六 蚌 由 和 4 到 和 4 的 函数 ,所 以 对 于 元 素 a， 
必 有 了 唯一 的 元 素 5E4, 使 得 ta,5) Ef, 因 为 f 呈 14, 所 以 (a,8) EE 
Ta;: 但 14 是 恒 等 沙 数 , 必 有 8 一 4a, 因此 (4,a)Ef. 由 a 的 任意 性 ,有 
7 二 于 是 了 一 了 4， 

(2) 由 题 设 全 7 ,因此 只 要 证 明 产 = 六 

设 (a,5)Ef, 风 a€ 4, 因 为 是 恒 等 函 数 , 所 以 (a,a) E14，. 
由 世 宇 可知 (laya) Ef, 由 (ay)EF 和 (4aya)EFf 月 了 是 函数 , 必 
有 4a 一刀 即 (a 他 一 (aya) 所 以 ta,5) E14; 即 fTa, 于 是 f=. 

. 55 站 


3- 内 射 满 射 和 驱 射 


设 了 是 一 由 所 4 到 8B 的 莉 数 ,者 对 于 4 中 任意 两 个 元 素 a: 和 
Qj 当 医 aj; 时, 一定 有 (a) 六 f(ap) ,出 称 了 是 由 4 到 号 的 内 射 ; 
若 对 于 B 中 任 一 元 素 5 ,一定 存 在 有 aEA4, 使 得 f(x) 二 5, 则 称 了 
是 由 4 到 8 的 注射 ; 若 既是 内 射 又 是 满 射 , 则 称 了 是 由 妇 4 到 B 
的 双 射 . 

例 35 在 下 列 函 数 中 ,确定 哪些 是 内 射 . 哪 些 是 满 射 .哪些 
是 双 射 ， 

(1) RR, 六 (7 门 一 天 十 2 一 15 

C2) Fi NN ,fm on) ~—n, 

(C3) fy CY 02), fos 352) = 3 Usssn lss); 

(4) ZZ FT) =—ress(37). 

其 中 尺 表示 实数 集 ,人 N 表示 正 整 数 集 ,U 表示 全 集合 ,2; 二 {0,1， 
2,3,4,5,6}, 

解 (1) 因为 六 (一 5 一 方 (3 一 0 所 以 万 不 是 内 射 ， 

万 (一 (天 十 好 十 1 一 16 一 信 十 132 一 16. 显然 对 于 任意 的 rE 
RR, 均 有 Gr 十 1 之 0; 所 以 对 于 任意 的 rER, 放 0) 写 一 16. 这 就 是 
说 , 当 y 忆 一 16 讨 ,y 在 中 无 像 源 ,因此 万 不 是 满 射 , 由 此 可 知 
万 也 不 是 双 射 . 

(2) 因为 产 导 1 一 户 ( 人 22 一 4 一 天 一 4 所 以 fi; 不 是 内 射 ， 

对 于 任意 的 ENw, 有 六 人 ,1) 一 1 一 2 即 对 于 任意 的 nEN， 
# 有 像 源 cr ,1) ,所 以 f; 是 满 射 , 但 户 不 是 双 射 . 

(3) 对 任 音 = 各 3EE 冤 ,车 5 和 9 Cs 82 S21 ). 而 

Fats1s83) = (Csi {sas MN 5s); 
Ca = C32 WU) 51952 ( 531), 
由 集合 并 运算 和 交 运 算 的 可 交换 性 ,有 
fals1 sz) 一 Cs 


因此 玉 不 是 内 射 . 


* GD * 


(UD)E (2 ,但 不 存在 EZ 和 5 和 242, 使 得 sss= 
名 ,而 ss 站 ss=U, 即 (2 ,四 在 (2)? 中 没有 像 源 ,所 以 天 也 不 是 满 
射 .因此 天 不 是 双 射 , 

《4) resr(C3ry 表 示 3x 被 7 除 后 的 非 负 余 数 , 于 是 按照 函数 不 
的 定义 

fi{0)=resi(0)=0, 万 (4 一 resr(12) 一 5， 

万 人 1) 一 resif3) 一 3， 万 55) 一 resy(15) 一 ]， 

ft2)—=res:t6)=6, 六 (6) 一 resy(18) 一 4 

(3) =—resi(9)=2, 
显然 二 既是 内 射 又 是 满 射 , 因 此 记 蚌 一 个 双 射 . 


4. 复合 前 数 


车 有 函数 了 .4 一 8B 和 g:BC, 那 么 我 们 可 以 根据 了 和 4g 定 
义 一 个 由 和 到 C 的 新 函数 g* f;4 一 C. 定义 的 方法 是 对 于 集合 4 
中 的 每 一 个 元 素 za, 若 f(a) 一 6, 而 g(6) 一 c, 则 定义 g*， (a) 一 c, 
也 就 是 说 , 若 元 素 a 在 沙 数 了 作用 下 的 像 是 456, 而 5 在 函数 g 作用 
下 的 像 是 c,; 则 定义 & 在 复合 函数 gg， 了 作用 下 的 像 为 c, 即 
gf =ea(f tla) =g(6) =e. 

由 于 了 和 gg 均 是 函数 ,因此 fla) 的 存在 和 了 唯一 以 及 gg 人 5) 的 
存在 和 唯一 保证 了 gg。 了 f(a) 的 存在 和 唯一 . 因而 也 就 保证 了 这 样 
定义 的 g:，f 必 是 一 由 和 4 到 C 的 函数 . 我 们 常 将 g .了 简 记 作 gf 

例 3-6 设 有 函数 R=R,g:R>R 和 户 :R-xRCR 表示 实数 
集 ), 且 有 /rzD) 一 7 十 5,g(z) 一 3z 十 1,A(z) 一 沪 . 试 求 复 合 函数 
8 六 7 和 三 .有 

解 由 复合 函数 的 定义 ,所 求 的 复合 函数 均 是 由 尺 到 民 的 函 
数 . 

和 “Fr 一 5CFCr) 一 ECr 十 5 一 3(z 十 5 十 1 一 3z 十 16; 

了 Bt 一 了 (一 上 37 十 1) 一 3z 十 1 十 5 一 37 十 fi; 

+ BT 


frhCr) =/ hE) fF) + 
例 37 设 有 函数 了;R->R 和 g:R-rRCR 表示 实数 集 ) 


Am 一 1 ， “2 g(r) 一 工 十 2， 
试 求 复合 函数 "Bg 和 g*， 
解 复合 消 数 fg 和 g， 下 均 是 由 R 到 尺 的 函数 . 
( 工 十 2)， 工 十 2 之 3; 


go = f(g) = fr + 2) = | 


一 了 让 十 2 之 3， 
{x 二 2}:， 1] 
有 。 一 | 
L f+* gr) 2, 本 


EC 工交 3 
如 一 2 T<3， 
一 全 十 2， 工 守 3; 

D0, 不 3， 

例 3-8 设 有 羡 数 ,RR 和 g:R=R,; 这 里 f(x) 一 x 一 2， 
2{7) 二 f+ 十 4, 试 求 出 复合 冰 数 了- g 和 gg*， 了 ,并 说 明 这 些 函 数 是 
否 内 射 , 满 射 或 双 射 . 

解 .gz 一 Fr 十 和 一 (十 4 了 2 一 2 

g* fn)=gtr—2) = —?2+4=zx: 十 2. 

(1) 因为 2) 二 了 (一 2), 所 以 了 不 是 内 射 . 又 因为 对 于 任意 
的 XEER,f(z) 写 一 2, 所 以 了 也 不 是 满 射 , 故 耻 不 是 双 射 , 

{2) 因为 当局 夭 z 时 , 工 十 4 闫 zx 十 4 ,所 以 g 是 内 射 . 又 对 于 
任 一 y€R,g (9y 一 4 二 yy. 即 实数 集 尺 中 任 一 实数 y 都 有 像 源 
> 一 4, 所 以 g 是 满 射 ,因此 g 是 双 射 . | 

(3) 因为 对 于 任意 zER,f* g(tf) 一 (zr 十 4)? 一 2 祷 一 2, 这 说 
明 当 y<< 一 2 时 y 在 中 没有 像 源 , 因 此 ，g 不 是 满 射 . 又 因为 
1800) 二 Je( 一 8), 上 所 以 f，g 不 是 内 射 , 因此 ，g 不 是 双 射 . 

(4) 因为 对 任意 xzER, 有 x 十 2 宇 2, 所 以 g， 了 不 是 满 暑 . 又 

"58+ 


g* f(r) 一 scrcoD) 一 | 


因为 对 于 任意 zER,g :了 (x) 一 g， (一 x+); 所 以 &*， 也 不 是 内 
射 . 因此 g， 了 不 是 双 射 . 

例 39 设 有 二 (1,2;3,;4}; 定 义 一 个 函数 :4 一 4A, 使 得 是 
双 射 但 14; 求 产 、 疡 .能 否 找到 一 个 双 射 g:A4-*A, 使 g 关 4 但 
到 一 了 4 

解 ”定义 丽 数 六 4 一 4. 使 得 f(D) 一 2,f(2) 一 3,7(3) 一 4， 
4 一 1. 显然 了 上 是 双 射 且 f 尖 1. 

国 数 产 ;4 一 4, 产 (1) 一 3, 挛 (2) 一 4, 产 (3) 一 1 产 (4) 一 23 

函数 ;AA 产 (1 一 产 (CCD 一 产 (2 一 4 
类 似 声 疡 人 (2 一 1 六 (3) 一 2 六 (4 一 3， 

可 定义 函数 :4->4 使 得 SC) 一 2,8(2) 一 1,853) 一 4g(4) 
一 3. 显然 天 元 ,但 8 一 了 


5. 复合 函数 的 性 质 


在 内 和 容 提 要 中 ,我们 介绍 了 复合 函数 的 两 条 性 质 . 即 虹 函数 
;A 一 B 和 阔 数 g;B 一 C 的 性 质 可 以 决定 复合 函数 5E， 了 ;AC 
的 性 质 ; 反 过 来 ,由 z* 了 的 性 质 可 部 分 地 决定 fF 和 g 的 性 质 . 

例 3-10 设 有 函数 f.4->B,g:B->A 且 g， 是 4 上 的 惜 等 
函数 , 试 证 明 了 是 内 射 ,g 是 满 射 . 

证 因为 g* f:A-*A4 是 恒 等 函 数 ,所 以 g， 了 是 双 射 . 由 复 
合 函 数 的 性 质 ,f 必 蚌 内 射 而 g 必 是 满 射 . 

楼 注 意 的 是 , 当 复合 函数 g，f:4-*C 是 内 射 时 ,虽然 可 推出 
了 一 定 是 内 射 ,但 g 可 以 不 是 内 射 . 图 3-1 给 出 了 这 种 情形 的 一 个 
例子 . 但 如 果 我 们 限定 /是 一 个 满 射 时 , 刚 又 是 不 同 的 结果 了 了 . 

例 3-11 设 有 函数 .A 一 B 和 和 g:B>C, 且 gf 是 内 射 ,f 
是 满 射 , 试 证 明 g 是 内 射 . 举 一 个 例子 说 明 , 若 f 不 是 满 射 , 则 g 
不 一 定 是 内 射 . 

分 析 根据 内 射 的 定义 ,在 扎 中 任 取 两 个 元 素 记 和 丈 , 假 设 
入 天 站 证明 86 天 ge) 即 可 . 在 证 了 明 的 过 程 中 需要 用 到 了 是 满 

和 5 者 


图 3-1 
射 和 BE "上 了 是 内 射 的 条 件 , 因 此 还 需 与 4 中 的 元 素 发 生 关 系 . 


证 任 取 Ds bs EB, 并 设 ai 因为 f 是 满 射 ,所 以 必 有 
disdzE A, 使 得 fa) =h sf az) 二 机 ;由 于 入 ,根据 咀 数 的 定 
祥 , 几 有 ai 天 cea， 又 因为 g 是 由 BC 的 冰 数 ,所 以 有 ci :2 伺 己 ,使 
得 B01) = :BPe) ers, 于 是 根据 复 台 函数 的 定义 ， 

8 fla) = a0) 一 cl Bg* fA) = gh) 一 6 
因为 g* 了 是 内 射 ; 所 以 由 wa 天 as 可 知 ci 天 cz 此 即 gC61) 才 8 (62)， 
故 .g 是 内 射 

图 3-1 中 的 例子 可 说 明 当 不 是 满 射 时 ,g 不 一 定 是 内 射 . 

类 似 地 , 当 复 合 浮 数 g， 了 ;4-~C 是 满 射 ,虽然 可 推出 & 是 满 
射 ,但 子 可 以 不 是 满 射 . 但 是 , 如果 我 们 限定 g 是 内 射 时 , 则 又 是 
不 同 的 结果 了 . 

例 3-12 设 有 芽 数 六 4-= 互 和 号 :了 一 和 C, 且 有 ， 是 满 射 ,g 
是 内 射 , 试 证 明了 是 满 射 . 举 一 个 例子 说 明 , 若 g 不 是 内 射 ,; 则 f 
不 一 定 是 满 射 . 

分 析 根据 满 射 的 定义 ,在 8 中 任 取 一 元 素 5€E B, 证 明 在 A 
中 必 存 在 一 元 素 a€ 4 使 得 f(a) 一 b 即 可 ., 在 证 明 过 程 中 需要 用 
到 & "了 是 满 射 和 8 是 内 射 的 条 件 ,; 因 此 还 需 与 C 中 的 元 素 发 生 

证 对 任 一 BEB, 因 为 g 是 由 8 到 人 忆 的 落 数 ,所 以 必 有 

» GO， 


EC 使 ED 一 ec 区 因为 8 了 是 满 射 , 所 以 往 必 有 eE4 使 
SCa) =e gr f= ia) =c, 令 fla) =b' , 则 有 gC6') 二 
c. 于 是 有 g(5)==g (5b') 二 e, 但 g 是 内 射 , 必 有 4=b' .此 即 Fa) 一 
;因此 是 一 满 射 . 

图 3-2 中 复合 函数 &， 了 是 满 射 ,g 不 是 内 射 ,不是 满 射 . 


Cc 


图 3-2 
6- 鹃 数 复合 运算 的 人 性质 


由 函数 了 ;4 一 B 和 g:B8-C 求 复合 函数 g，f:4C 的 过 程 
称 为 范 数 的 复合 运算 , 在 内 容 提要 中 ,我 们 介绍 了 函数 的 复合 运算 
满足 结合 律 . 事实 上 , 戎 数 复 合 运 算 的 可 结合 性 可 以 推广 到 任意 > 
个 函数 . 车 有 函数 :4 一 Az ;所 :和 一 Ady 一遍 一 sti;y 则 订 
以 对 表达 式 :ff ;，…，， 记 任意 加 括 导 , 记 得 到 的 复合 函 
数 都 是 相同 的 . 因此 我 们 常 使 用 不 加 括号 的 表达 式 六 ， 矿 ，， … 
“fi:* 方 , 它 唯 一 地 表示 一 个 由 4 到 4 的 郊 数 . 

例 3-13 设 有 活 数 ;4A 一 4, 车 存在 一 正 整 数 使 得 六 =14， 
试问 你 可 否 判 断 上 是 否 内 射 . 满 射 或 双 射 ? 
” 解 若 x=1, 则 f=14. 因 为 全 等 函数 1 是 双 射 ,所 以 上 是 双 


射 . 
若 n>1, 则 由 复合 函数 的 可 结合 性 ,得 
F=f f= ff =. 
< 1 * 


由 户 "* 了 ==I4 和 14 是 肉 射 , 可 知 了 是 内 射 . 
由 了 产 ' 一 Ta 和 14 是 满 射 ,可知 了 是 满 射 ,; 故 可 判断 六 是 
一 个 双 射 ， 


7- 函数 的 定 尽 域 和 值 域 


设 了 是 一 由 集合 4 到 如 的 范 数 ,因为 对 于 4 中 每 一 个 元 素 ， 
在 集合 B 中 均 有 元 素 与 之 对 应 ,所 以 了 上 的 定义 域 石 :一 4 但 对 于 
任 一 函数 了 来 说 ,B 中 的 每 一 个 元 素 在 4 中 不 一 定 有 像 源 ,因此 了 
的 值 域 忆 忆 B. 只 有 当 是 满 射 时 , 才 有 Rj=B. 

我 们 常用 符号 AA) 表 示 函 数 了 的 值 域 , 即 

A0A) 一 {5815 EB, 存 在 a € 妇 , 使 得 fa) 一 全 
若 5E4, 克 3 中 所 有 元 素 的 像 的 集合 也 通常 记 作 7C5), 即 
FS) 一 全 上 后 旦 ,存在 a ES 使 得 ra 一 站， 
例 314 设 有 国 数 /4 一 中 ,SC4, 等 式 | 
fA) — f(s) = fA Ss) 

成 立 吗 ? 为 什么 ? 

解 ”根据 前 面 的 定义 , 式 中 的 fCA)、ACS)、fCA 一 S) 均 是 8 
的 子 集 ,因此 C4) 一 了 (05) 也 是 B 的 子 集 . 

下 面 证明 FAD 一 Af(SICFA(A 一 S》, 

设 BEFCD 一 了 A059), 则 8EFCAD) 目 8105S9), 所 以 必 在 在 aEe 
有 4 熏 f(a) 一 b. 由 于 56 多 1C9) ,所 以 a 态 5, 于 是 a€ 4 一 S$, 因此 5E 
F(A 一 S), 邦 fC 一 FACSICFCA 一 SY 

但 是 ,对 于 任意 的 函数 f. 4 一 B28, f(A4 一 S)CEfC4) 一 了 ACS) 不 
成 立 , 分 析 如 下 ， | 

车 设 bE 了 ACA 一 S) , 则 可 推出 必 有 aeE A 一 5S, 使 得 f(a)=5. 但 
根据 函数 的 定义 ,此 时 并 不 排斥 同时 可 能 有 元 素 a' ES, 也 使 得 
a’) 一 5, 这 样 一 来 就 有 可 能 5€ 7 了 09) ,而 导致 5 伟 (CA) 一 六 (S)， 

举 反 例如 下 : 

设 A=iads dr dd = {a 43), 出 A—S—iaa} ,下 数 

» + 


了 :4 一 B 的 定义 如 图 3-3 所 示 ， 


了 f B 


~ 


一 一 
3 二 一 


图 3-3 
显然 4 一 :页 
AS)={D bs} 
f(A—S)—= {0 0:); 
FAD— AOS) {hy}s 
fA—SIFF CA) AS). 

由 上 可 知 ,等 式 了 C4) 一 f05) 一 f(A4 一 5) 不 成 立 . 

例 3-15 设 了 和 g 是 函数 , 且 有 fg 和 户 守 Dis 试 证 明 
f=g, 

分 析 题 肯 只 代 诉 我 们 了 和 吾 是 函数 ,并 没有 告诉 我 们 它们 
是 由 哪 一 个 集合 到 哪 一 个 集合 的 函数 . 这 并 不 影响 我 们 证 明 
7 一 & 

一 个 函数 实际 上 是 一 个 关系 ;因此 函数 是 由 序 慢 组 成 的 集合 . 
若 能 证 明和 g 是 由 相同 的 序 偶 所 组 成 , 则 意味 着 上 和 g 是 相同 
的 函数 , 即 /一 g. 由 题 设 已 知 fCSg ,因此 只 要 证 明 g 忆 f 即 可 . 

证 设 妇 ;六 牛 E 刚 攻 人 一: 所 以 和 E 万 .因为 瑟 全 站 所 
以 aEDy,; 于 是 必 有 6' 使 fla) 二 5 ,有 即 (4,b') EE. 由 题 设 Fe， 
所 以 (a,58')Eg, 由 于 gg 是 函数 , 必 有 上 4 一 5' ,于 是 ta15)Ef, 故 
8 二 让 又 由 题 设 /Cg ;因此 f 一 g. 
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$8， 首 函数 


设 有 函数 f: 4 一 B, 著 了 不 是 内 射 , 则 /的 逆 关 系 7 必 使 得 吾 
中 至 少 有 一 个 元 素 5, 与 A 中 多 个 不 同 的 元 素 相对 应 ,因此 /不 能 

若 了 不 是 满 射 , 则 上 的 闭关 系 7 必 使 得 B 中 至 少 有 一 个 元 素 
5 在 44 中 没有 元 素 与 其 对 应 . 因此 7 也 不 能 成 为 函数 . 

车 了 是 一 个 双 射 ; 则 因为 了 是 满 射 , 它 必 使 得 上 5 中 每 一 元 素 4 
在 4 中 有 像 源 . 又 因 为 是 内 射 ,b 的 像 源 必 是 唯一 的 , 习 此 道 头 
系 是 一 由 8B 到 4 的 配 数 .我 们 称 它 为 的 道 函数 . 记 作 广 :. 白 
上 可 知 , 只 有 当 是 双 射 时 ,了 才 有 逆 函 数 . 而 且 容 易 证 明 广 ' 也 
是 一 个 双 射 ， | 

例 3-16 下 列 四 个 函数 是 否 存在 道 国 数 ? 苦 有 , 则 求 旱 其 族 
函数 (RK 表示 实数 集 ). 

(C1) :RR, 三 (人 Zr) 一 2 | 

(2) fu: R=R, fx) =—2; 

(3) fos;R>R, 六 () 一 人 2 一 27r 一 33 

(4) 六:RR- 民 ， 六 (一 好 ， 

解 ”要 判断 上 述 函 数 是 否 存在 道 函 数 , 实 际 上 是 要 判断 上 述 
函数 是 否 为 双 射 ， 

(1) 因为 户 (2)? 一 万 (一 2 一 4, 且 当 y 为 负数 时 ,没有 像 源 , 所 
以 万 既 不 是 内 射 , 又 不 是 满 射 . 因此 六 没有 道 本 数 . 

(2) 对 于 任意 的 xzER, 有 记 (x) 记 0, 因 此 六 不 是 注射 ,所 以 
户 没有 逆 函 数 . 

C3) (7) 一 X72 一 27 一 3 一 {x 十 (x 一 3) 一 (7 一 1 一 4; 显 然 
fa 一 1) 二 (3) 二 0, 因此 不 是 内 射 . 又 对 于 任意 的 xzER， 
f(t) 之 一 4; 因 此 六 也 不 是 满 射 , 故 户 设 有 道 函 数 . 

《4) 扩 了 既是 内 射 , 又 是 满 射 , 所 以 方 是 双 射 , 它 有 道光 数 

= 本 本 


fi:R>R, fr (ym Vy, 
若 作 蜡 各 函数 的 图 象 , 杰 可 直观 地 得 出 上 述 结 论 . 
利用 逆 函 数 的 疆 念 ,我 们 可 以 用 更 简单 的 方法 来 证 明 例 3-11 
和 例 3-12， 
例 3-11 的 证 法 二 如 下 ， 
证 因为 g， 了 是 内 各 ,所 以 了 是 内 射 . 又 因为 六 是 满 射 ,所 
以 子 是 双 射 . 了 是 有 逆 蝴 数 了 :B—A 且 太 也是 双 射 根据 函数 
复合 运算 的 可 结 
g*f*1!= a. . “一 六) 一 上 一 
因为 g， 了 是 内 射 ,Ft 也 是 内 射 ,所 以 g 是 内 射 . 
仿照 例 3-11, 可 类 似 地 给 出 例 3-12 的 证 法 二 , 这 留 给 读者 作 
为 练习 . 


9. 数学 归纳 法 


数学 归纳 法 是 读者 早已 熟悉 的 一 种 证 明 方法 . 实际 上 ,数学 归 
纳 法 除了 可 以 用 来 证 明 与 自然 数 有 关 的 命题 外 ,还 可 以 利用 数学 
归纳 法 的 原理 来 定义 函数 和 人 桌 合 . 

例 3-17 阿 克 曼 (Ackerman) 蓝 数 4;22--Z 归纳 地 定义 如 
下 : 


07 一 拓 十 1 (0; 
Atm0) = Atm — 1,1) Cm 0); 

Atmn) = Atm Oo lA A Om)) Gn on 0)， 
试 计算 A4(2,3). 

解 ” 为 计算 4(2,3), 我 们 采用 数学 归纳 法 来 证 明 4A(2,n) 的 
一 般 计 算 公 式 ， 

当 m 一 0 时 ,A(0,n) 二 # 十 ] (20); 

当 交 =] 时 , 若 z 一 0, 则 4 人 1,0) 一 450,1) 一 2 一 0 十 2; 

若 n 二 1, 则 A ,1)==A{0,A(1,0)) 二 4(1,0) 十 1 

一 3 一 1 十 2， 
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假设 441 一 1 一人 一 1 十 2 G4 宇 1), 则 
ALl,n) =ACO, A ,nO— 1)) 


一 A(tl,n 一 1) 十 1 
一 (nn 一 1} 十 2 十 1 
一 并 十 2， 


因此 , 当 亚 王 1 时 ,4 人 0 一 2 十 2 (之 拉 ， 
当天 一 2 时 ,; 若 n= 二 0; 则 4(2,0) 一 A401 ,1) 一 3 一 2 0 十 3; 
车 4 二 1; 则 At2,1)=A(l,A4(2,0))=A4(2,0) 十 2 
一 5 一 2 . 1 十 3. 
假设 At2,n 一 由 二 2 。 (一 1 十 3 tn 这 1)， 
则 A(2n) =AC,ACQ,n—1)=A(2,n—1)2 
二 2 * (一 |) 十 3 十 2 一 2，7m 十 3， 
国 此 , 当 束 王 2 时 , 442, 一 2 2 十 5 (0)， 
由 此 可 知 ,4(2,3? 一 2 。 3 十 3 一 4. 


10. 集合 的 基数 


前 面 曾 将 集合 的 基数 定义 为 集合 中 不 同 元 素 的 个 数 ,这 种 定 
义 方 法 对 于 无 限 集 来 说 ,显得 过 于 简单 ,因此 , 我 们 引进 集合 同 基 
的 概念 . 对 于 集合 4.B, 如 果 存 在 一 个 双 射 函数 ,A 一 B, 则 称 集 
合 4 与 有 相同 的 基数 . 或 者 说 4 与 8 同 基 ( 或 4 与 8 等 势 ), 常 
记 作 A~B. 

若 集 合 4 与 互 同 基 , 即 若 有 双 射 函数 f; 4 一 B, 则 f 的 逆 函 
数 广 !: B->A 也 是 一 个 双 射 函数 ,因此 B 也 与 4 同 基 . 因此 集合 
的 同 基 关 系 是 对 称 的 . 容易 证 明 它 也 是 自 反 和 可 传递 的 , 因此 同 基 
关系 是 一 个 等 价 关系 

例 3-18 证 明 [0,1) 与 (0,1) 同 基 . [0,1) 与 [9,1] 辣 基 , 

证 设 4={0, 记 ,地 ,下 ,定义 函数 /50,1) 一 (0,1) 
如 下 
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1 = 
广 ， 1 二 0; 

Fz) = 1 1 
有 十 1， 二 六 且 n 之 2; 
工 ， zz 人 [0,1) 一 人 4 


显然 了 是 一 双 射 函数 ,所 书 [L0,1) 与 (0,1) 同 共 . 
定义 函数 gg; [9,1) 一 [09,1] 如 下 ; 


DD， I 二 0; 
1 1 
ED) 二 417 一 J 王宫 且 # 字 2 
工 ， E101) 一 人 4 
显然 g 也 是 一 双 射 函数 ,所 以 [0,1) 与 [0,1] 同 基 . 


由 于 同 基 关 系 具有 对 称 性 和 可 传递 性 , 固 地 (0,1) 与 [0,1] 同 
基 

一 个 无 限 集 如 果 它 与 正 整数 集 N 同 基 , 则 称 它 为 可 数 集 , 否 
则 称 它 为 不 可 数 集 , 如 整数 集 I、 有 理 数 集 Q@、 所 有 奇数 的 集合 和 
所 有 偶数 的 集合 等 均 是 可 数 集 ,它们 具有 相同 的 基数 , 记 作 办 ,. 
中] 中 也 列举 了 许多 的 不 可 数 集 ,如 (0,1) ,0,1], 实 数 集 有 等 均 
是 不 可 数 集 , 且 它们 相互 同 基 ,因此 它们 具有 相间 的 基数 , 称 作 连 
续 基数 , 记 作 So 对 此 [1 中 均 有 详细 的 证 明和 叙述 ,这 里 不 再 疝 
述 . 


在 定义 了 集合 同 基 的 福 念 后 ,可 以 进一步 定义 集合 之 间 基 数 
大 小 的 比较 . 下 面 我 们 仍 用 符号 划 妹 来 表示 集合 4 的 基数 . 对 于 
任意 两 个 集合 4 、 呈 ,车 存在 双 射 A, 4->B, 则 #4 一 # 厂 ; 若 妇 与 瑟 
之 间 不 存在 双 射 ,存在 内 射 fA 一 8B, 则 划 有 A 之 ##B; 若 只 和 惹 由 有 4 到 
B 存在 内 射 ,不 知 由 4 到 是否 存在 双 射 , 则 可 记 妆 A 所 # 有 B， 

定理 设 A,B 是 两 个 集合 , 若 有 4 到 4 利 妨 守 B 使 得 A~ 
Bl 五 一 4 ; 则 A~—B. 

例 3-19 利用 上 述 定理 证 明 [0,1j~《0,1). 

证 显然 (0,1) 守 [10,1]. 定义 函数 /;(0,1)->[0,1] 使 得 
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f(x) 一 工 ， 
这 是 由 50,17 到 50,1) 的 一 个 双 射 ,所 以 (401) 一 (0,1)， 
又 [ 芽 , 羡 JE(0,1 ,定义 函数 &:[0,1]->[ 才 ,了 半 ] 使 得 
四 
fr) = 5 十 EE 


这 是 由 [0,1] 豆 [ 寺 , 守 J] 的 一 个 双 射 ,所 以 [0,1]~[ 地 ,二 


由 上 述 定 理 可 得 ,[0,1]~(0,1), 


3.3 ”问答 与 论证 


例 320 设 A={a,5,c)},B=={p,9}) ,试问 有 多 少 个 由 4A 到 8 
的 函数 ? 有 多 少 个 由 2 到 B 的 满 射 ? 

解 记 由 4 和 列 互 的 所 有 函数 的 集合 为 B*, 即 

如 :一 114 一 吾 }， 

由 并 (如 人 一 划 呈 3 可知 ,本 例 中 由 4 到 吾 的 函数 的 个 数 并 嫩 *4 一 
2 一 8(《 个 ). 

由 妇 A>##B 可知, 由 和 4 到 不 存在 双 射 ,也 不 存在 内 射 ,但 
存在 满 射 是 可 能 的 , 有 和 多少 个 满 射 呢 ? 可 分 别 用 以 下 两 种 方法 计 
算 . 


方法 一 “计算 非 满 射 的 函数 个 数 ， 

函数 了 ;A 一 B 兰 不 是 满 射 , 则 上 只 有 两 种 情形 ,或 者 Fe) 一 
(5) 一 ce) 一 六 ,或 者 Fa) 一 7 一 rc) 一 ,因此 非 满 射 的 函数 
仅 2 个 , 故 由 4 到 上 B 的 满 射 为 6 个 . 

方法 二 ”交接 计算 满 射 函数 的 个 数 . 

苞 数 .4A->B 车 为 潢 射 , 则 必 是 和 4 中 两 个 元 素 对 应 于 BB 中 向 
一 个 元 素 ,而 另 一 个 元 素 对 应 于 8 中 剩 下 的 那个 元 素 . 

若是 两 个 元 素 对 应 于 pp, 则 函数 个 数 为 C4. 

若是 两 个 元 素 对 应 于 g, 则 函数 个 数 也 为 C3. 因此 满 和 函数 个 

四 人 8 中 


数 为 2。CS 一 2 .3 一 6 个 ). 

例 321 试 证 明 车 4SB, 则 AB 

分 析 4 和 尾 正 如 例 3-20 中 所 解释 的 ,它们 分 别 震 示 由 和 集 
合 C 天 集合 4 的 所 有 函数 的 集合 和 由 集合 C 到 集合 吾 的 所 有 函 
数 的 集合 ， 

证 设 fEA, 则 了 是 一 由 C 到 有 4 的 函数 ,于 是 对 于 任 音 
fc 全 已 , 必 有 了 唯一 的 4A, 使 得 ftc) 二 a ;因为 4B, 所 以 aE 译 , 因 
此 ,对 于 任意 cEC, 必 有 了 唯一 的 aEB, 使 得 flc)==&. 根据 函数 的 
定义 ,ff 也 是 一 由 CC 到 8B 的 函数 . 即 fEB', 故 4°=. 

例 3-22 设 有 轴 数 ;AUBC, 斌 证明 

fA UU FB} = FA4 UB). 

证 设 cEACDUFEB), 则 cEFCA0D) 或 cEfCB). 若 cE 
(4) , 则 存在 a€ 4 使 得 fla) 一 c, 因 此 有 aE€ AUB, 所 以 cE f(4 
UB), 车 cE 了 0B) ,类 似 地 , 亦 有 cEACAUB), 故 (A) UFCB) 
CAAUB). 

友之 :车 cE 4UB)， 则 存在 5E4UB ,使 得 Fo 二 c, 由 并 
集 的 定义 8EA 或 EB, 因 此 cE 4 或 ecE7FB) 于 是 rcE7a) 
UB), 故 CAUB)EFCAD UAB). 

由 上 证 得 fAD UCB)== 了 (AUB). 

例 323 设 有 函数 上 4UB-=C ,试问 FCONfGBY== 了 CA 站 
互 ) 成 立 吗 ? 为 什么 ? 

解 A4nmB)EF4)m7FGB) 是 成 立 的 , 证 明 如 下 ， 

设 cEfCANMmB), 则 存在 a€ A 站 mB 使 得 Fe 一 ce 因为 waE4 
且 aEB, 所 以 cEFCAD 且 cEFCB) ,因此 cEFCDNFCGB), 故 f(A 
NDEACAANMNAB). 

但 CODNACBCFCANB) 不 成 立 . 

为 了 说 明 这 一 论断 ,我 们 设 cE74) 门 FCB) ,于 是 由 交集 的 
定义 有 ceEfCA8 cEFCB), 

由 <E7C40) 可 知 ,存在 某 个 元 素 eE4 ,使 得 f(a) 二 <; 

时 丰台 日 


由 ce 所 (CB) 可知 ,存在 共 个 元 束 5E BB, 合 得 FAO) 一 < 

但 我 们 无 法 推出 4 门 B 中 一 定 有 元 素 a 使 得 f(d)=c. 反例 
如 下 : 

设 AUB={a,5,ed) ,其 中 A={ayeyad!,B= {68,e} ,C= fei， 
ca 0) ;图 数 ;AUB 定义 为 fo) 二 了 (0) 一 cyle)=cryf ta) 
一 cz, 于 是 

ANMNB= {eA B) = {co}, 
fA) 一 fc sC2 3C3} ,0B) 一 {ci 5C2} 9 
fC MN FCB) = {cscs). 
这 里 元 素 cEfCDNACB), 但 oF(4 站 BB), 
例 3-24 设 有 函数 :AB8,B' 守 B, 定 义 
NIB' Y=~={alaE AH fa) EE B'). 

(1) 试 证 明 fCN(B'CB'; 

(2) 在 什么 情形 下 有 (NCB) 一 B'? 

分 析 ”要 能 正确 解答 此 题 ,首先 必须 清楚 各 个 符 习 的 含义 . 

NB 是 4 的 子 集 , 它 是 由 集合 B' 中 所 有 元 素 的 像 源 组 成 
的 集合 . 

了 CNCB') 是 B 的 子 集 , 它 是 由 NCB') 中 所 有 元 素 的 像 组 成 
的 集合 . 

证 《1) 设 BbEACNCB)), 则 存在 aEN(B') ,使 得 fla)= 
b. 由 NCB' 的 定义 aEB', 见 5EB') 故 ANECB' DCB'. 

解 C2) 当 B' 守 FCA) 时 ,有 (NCB'Y))=B, 

在 证 明 这 一 结论 之 前 ,我 们 先 看 一 合 . 如 图 3-4 所 示 ， 

广 是 一 由 4 到 B 的 函数 , 设 B' 二 {2,3,4}) ,根据 定义 NCB') 
二 8,c,d}) ,但 由 于 B' 中 的 元 素 4 在 A 中 无 像 源 ,因此 NN(B') 经 f 
映射 后 ， 

ONCB ND = (2,3} 5.B'， 
由 此 可 知 ,要 使 ACNCB')) 一 B' ,必须 吾 ' 中 每 一 元 素 光 有 像 产 . 

下 面 给 出 一 般 的 证 明 : 

-TO* 


疼 3-4 

由 (1) 可 知 ACNKCB')) 守 B' ,我 们 只 要 证 明 百 : 王 FCV(CB )) 
即 可 . 

设 5EB' ,因为 B 夺 fA, 所 以 必 有 aEA, 使 得 了 l(a) 二 4. 由 
和 N(B ) 的 定义 ,a ENCB'), 因 此 f(a) EFCNCGB')), 即 56E€ 
FCNCB' DD), 政 B' CACNCB' )). 

例 3-25 设 有 肖 数 了 ;A 一 4,g:4 一 4 和 :A 一 A, 使 得 复合 
函数 A， 了 ==h，g. 试 证 明 若 有 是 一 内 射 , 则 = 

证 《 反 证 法 ) 假 设 f 关 8g, 则 必 存 在 元 素 aE 4A, 使 得 f(a) 关 
gay 因为 产 是 内 射 , 所 以 户 CFCa)) 关 REg(a)， 即 疡 Fa) 天 疡 。 
g(a). 这 与 题 设 h， 了 f=h，g 相 矛 盾 , 故 rr 

例 326 设 有 函数 了 ;4 一 B, 定 义 函数 g;B 一 2, 使 得 

gb) = {ala € A,fla) = 5}, 

试 证 明 如 果 上 了 是 满 射 , 则 sg 是 内 射 . 其 道成 立 吗 ? 

证 ”证 法 一 设 训 :太后 百 :机 天 ,因为 六 是 满 射 ,所 以 必 有 4a 
入 4 使 得 fla) 一 Bb. ,由浅 数 的 定义 ,f(a) 关 ;因此 a Eg(b)， 
4 区 gCBo) ,于 是 gC61) 关 gCBs), 故 g 是 一 内 射 ， 

证 法 二 ( 反 证 法 ) 假 设 g 不 是 内 射 , 则 必 存 在 bb B,b 才 Db,， 
但 g(61) 一 gC62) 一 4, 因 为 了 是 满 射 ,所 以 广 关 氏 , 因 此 Ai 中 至 少 
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存在 一 个 元 素 ce, 满足 Fi) 一 下 ,Fa) 一 玉 ， 然 而 铀 么 总 ,这 与 子 是 
一 个 函数 相 矛 盾 , 帮 点 是 一 内 射 . 
其 道 不 成 立 , 因为 当 g 是 内 射 时 ,可 能 有 一 个 元 素 5 使 (8) 
二 名 ,这 意味 着 元 素 5E 8 在 4 中 没有 像 源 , 因此 了 不 是 满 射 ， 
例如 设 总 二 {a 293} ;B= (如 ez sba} ; 藻 数 了 和 吾 的 定 浆 
如 图 3-5 所 示 . 此 时 g 是 内 射 , 但 了 天 是 满 射 . 


图 3-5 


例 3-27 设 有 集合 4.5, 其 中 4 一 (arrasy as) 又 设 下 一 
{7 4 有， 画 数 g:F 一 下 定义 为 对 于 每 一 AEF,g (让 一 
CFCaD) far) ,fas)), 试 证 朋 g 是 一 个 双 射 . 

分 析 注意 记号 B" 表示 第 卡尔 积 

Bx Bx x B= wb, ) | 六 各 号 一 1 2 


集合 中 的 每 一 个 元 素 是 一 个 有 序 元 组 . 
证 对 于 任意 的 ,fi€F， 
EC) = Fn) fa) f(a))}, 
ECFf2) = Coa) flas) ,fila,)), 
若 万 天 廊 , 则 至 少 存在 一 个 整数 :1 过 i 委 ma ,使 得 方 (ee 天方 Ce)， 
因此 g(tf17 关 g (fo), 帮 gg 是 内 射 . 

对 于 任意 的 (六 ,6%,…,5)EB"' ,定义 函数 了 ;A 一 8, 使 得 
Fla) =6, flan) =6, 0 fa) = ;RTEF,H gt) = 0,, 
5;) ;因此 gg 是 一 个 满 射 . 

TO» 


由 上 证 得 g:F 一 B" 是 一 个 双 射 . 

例 3-28 设 4 和 旦 都 是 有 限 集 ,六 4 一 ”并 吾 一 试问 由 上 
到 B 存在 多 人 少 个 不 同 的 内 射 ? 存在 多 少 个 不 同 的 双 射 ? 

解 ” 若 要 使 函数 六 4 一 互 成 为 内 射 , 必须 并 4 委 共 百 : 即 
nm. 否则 由 4 到 B 不 可 能 存在 内 射 . 当 ms<m 时 ,由 和 4 到 互 可 
定义 和 一 二 1 个 不 同 的 内 射 . 比 即 为 从 BB 的 m 个 元 素 中 取 
由 个 元 素 的 排列 数 . 

若 要 使 明 数 f:A*B 成 为 双 射 ， 必须 并 4 一 术 呈 , 妈 nn 一 mm, 怕 
则 由 有 妇 到 8 不 可 能 存在 双 射 . 当 wn 一 mr 时 ,由 A 到 B 可 定义 A7= 
m! 个 不 同 的 双 射 , 此 即 为 8 中 x 个 元 素 的 全 排列 数 , 

例 3-29 设 4 和 8B 都 是 有 限 集 , 且 #4 二 #8B=x, 试 证 明 由 
4 到 召 的 卫 数 ,如 果 它 是 内 射 , 则 它 必 是 满 射 . 反之 亦 真 ， 

证 《到 证 法 ) 己 条 f ;4 一 8 是 内 射 ,假设 了 不 是 满 射 , 则 8 
中 至 少 有 一 个 元 素 没 有 像 源 , 即 和 集合 4 中 的 元 素 至 多 只 有 nn 一 1 
个 像 ,但 并 4 二 x, 所 以 4 中 至 少 有 两 个 元 素 对 应 同一 个 像 ,这 与 / 
是 内 射 相 了 矛盾 . 故 是 满 射 . 

反之 ,已 知 f;4 一 8 是 满 射 ,假设 三 不 是 内 射 , 则 4 中 至 少 有 
两 个 元 素 对 应 同一 个 像 , 即 A 症 B 中 宇多 有 一 1 个 像 ,这 与 了 上 是 
满 射 相 蔬 盾 , 故 子 是 内 射 . 

例 3-30 设 有 函数 4 一 号 和 g:CDD, 定 义 范 数 h:AXC-* 
B XDD, 使 得 h(a,c) 一 (fla),g (ey) * 试 证 明 当 且 促 当 5 皆 为 双 
射 时 上 为 双 射 . 

证 设 I 和 号 都 是 双 射 . 对 于 任意 的 (a1sr ) 和 (azs cs) » 大 
(ac 天 (arycesj 则 和 关 as 和 C1 FCs 至 少 有 一 式 成 立 ， 因为 了 和 £ 
都 是 内 射 , 所 以 fan) 取 f(as)y 和 glci) 关 glcs) 至少 有 一 式 成 立 . 因 
cf ea) ete) a,) YB (cs)) ,由 汪 数 上 的 定 疼 , 即 有 上 Cas 
1) 关 h(azyc2) : 故 廊 是 内 射 

又 对 于 任意 的 (5,4)EBxD, 因 为 和 g 都 是 满 射 ,所 以 必 

» 


存在 aE4,ceEC 使 得 Fa 一 5gCc) 一 ad: 因此 Atasc) 一 (7 , 故 
是 满 射 . 

由 上 证 得 疡 是 双 射 . 

反之 , 设 A 是 邓 射 ， 对 于 任意 的 好 1 :0 后 后 , 若 拉 天 co, 则 对 于 任 
意 的 cEC:ke:c) 天 (ac , 国 为 挛 是 内 射 , 所 以 让 (al yc) 了 h(a, 
ec , 即 (CFanDEtc 天 (Faaygtc) 由 gc 一 5fc) 必 有 Fei) 天 
as) 因此 上 是 内 射 . 

类 似 地 可 以 证 明 g 是 内 射 . 
”对 于 任意 5€B 和 任意 的 4ED, (5,dq)EBXD; 因 为 为 满 
射 , 所 以 必 存 在 a,c) EAXC, 合 得 haye) 一 (8,d) ,也 就 是 说 存在 
aEA, 使 fta)=6, 存 在 cEC, 合 g(r) 一 d, 基 此 了 和 & 都 是 满 射 . 

由 上 证 得 了 和 gg 都 是 双 射 ， 

例 331 设 f 了 是 由 A 到 8B 的 孙 数 ,#4>#B. 

《1) 当 #A4 除 以 要 BB 时 , 设 i 是 商 ,r 是 余数 ,证 明 


[其]={” 寺 7 光 0 (Te 表 示 不 小 于 的 最 小 整数 )， 


”(2) 证 明 在 4 中 存在 了 个 元 素 avass…,ais7 一 | 卉 全 ] ,使 得 
fla) = as) 一 … = fa)), 
-证 (1) 由 题 设 ##4 一 #8B i 十 r， 《QOSr 所 并 五 ) 


因此 i (OEE 
车 + 埃 0, 则 有 0< 天 <<1, 于 是 ;一 天 人 < 十 1 
因而 有 | 甘 委 |=i+1, 若 + 一 0, 则 有 可 所 ==0, 于 是 村 全 一 i， 
要 A . 
因此 |#$ |= 
(2) (用 反 证 法 ) 
假设 结论 不 成 立 , 即 假设 对 于 4 中 任意 /一 | 基 久 | 个 元 素 a,， 


oap7kaD 一 Fe 一 …= ai) 均 不 成 立 , 于 是 互 中 任 一 元 素 
"7 了 4 。 


5, 最 多 只 有 7 一 1 个 像 源 ,因此 4 中 最 多 只 有 CI 一 1)， 并 巨 个 元 
素 . 即 #4<SG 一 7》。，# 互 , 即 


因此 [#8 ki—1. 
于 是 有 ;所 ) 一 1» 闻 盾 . 因此 证 得 结论 成 泣 . 

例 332 设 有 函数 AB,eg:B>C,h,C—>A,H hgf 和 gg 六 
是 满 射 ,fg 是 内 射 , 试 证 明 g ,4 都 是 双 射 . 

分 析 ”做 此 题 之 前 ,应 该 注意 到 以 下 几 个 有 关 的 结论 , 

Q) 根据 复合 函数 的 定义 ， 

hg 是 一 由 入 到 A 的 函数 ; 

&r 是 一 由 忆 到 CC 的 函数 ， 

六 g 是 一 由 吾 到 号 的 函数 ， 

《2) 消 数 的 复合 运算 满足 结合 律 , 因 此 复合 应 数 

| hgf =h(gf) = Heyf, 

即 hgf 既 可 看 作 是 旺 数 gf 与 4 的 复合 ,也 可 看 作 是 函数 了 与 hg 
的 复合 . 其 它 两 个 复合 函数 也 有 类 似 的 结论 . 

(3) 由 函数 了 和 g 的 性 质 可 推出 gf 的 性 质 ,反之 由 gf 的 性 
质 可 部 分 地 推出 上 和 二 的 性 质 . 
《4) 若 函 数 ,A->B 是 双 射 , 则 它 存 在 道 函 数 广 :;:B-=4, 广 : 
也 是 双 射 ;并且 广 !: 一 严 , 广 :，/ 一 7 
如 果 熟 悉 以 上 四 条 ,那么 此 题 的 证 明 就 并 不 困难 . 
证 因为 hgf 一 (4g)f 一 hl(g 站 是 满 射 ,所 以 hg 和 4 均 是 满 


射 ， 
国 为 g 训 一 g( 记 ) 一 Cg 站 hh 是 满 射 ,所 以 g 和 gf 均 是 满 射 
因为 记 g= 二 fhg)==( 矶 )g 是 内 射 , 所 以 hg 种 gg 敬 是 内 射 . 
因此 g 是 双 射 ,hg 也 是 双 射 . 于 是 hg 的 弟 函 数 (hg)-!1 :A 一 B 

也 是 双 射 . 又 
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Chey rl (hg = (hg) ICE 一 三 了 一 
式 中 (png) -和 As 均 是 满 射 , 所 以 了 是 满 射 , 又 . 
《mg Chey 一 Cg pe) 一 了 一 了 
式 申 户 g 和 hg) 1! 均 是 内 射 , 所 以 让 是 内 射 . 
因此 上 是 双 射 . 
因为 和 上 了 均 是 双 射 ,所 以 8 :和 广 ! 也 是 双 射 ,于 是 
Fhag = (NN hgg y= Lahl.=h. 
由 产 !、 让 g 和 857: 均 是 内 射 , 所 以 上 也 是 内 射 , 国 此 大 是 双 射 . 
例 3-33 设 有 症 数 .A4-*B, 定 义 函 数 g:2" 一 24, 使 得 对 于 任 
一 SE23, 有 


gLS) = falaE A fa) ES}, 
试问 (1) 当下 是 内 射 时 ,g 是 否 满 射 ? 
《2) 当 了 不 是 内 射 时 ,g 是 否 一 定 不 是 满 射 ? 

解 (1) 当 了 是 内 射 时 ,5 是 满 射 . 

为 了 确定 在 题 设 条 件 下 ,sg 是 否 满 射 ,我 们 可 考察 集合 2 中 
任 一 元 素 五 ,看 它 在 g 作用 下 是 否 一 定 有 像 源 . 这 里 要 注意 的 是 
五 E25, 即 EC4, 是 4 的 任 一 于 集 . 

另外 ,符号 gCS) 中 的 SE23, 妈 5 是 8B 的 子 集 ,根据 gC5) 的 
定义 ,glS) 是 5 中 所 有 元 素 在 了 作用 下 的 像 源 的 集合 . 

下 面 给 出 这 一 结论 的 证 明 . 

证 对 任 一 五 各 2 经 , 设 五 尖 久 ,并 令 

S = fH) = (bb € B, 存 在 a € 五 使 得 f(a) 一 人 
即 S 是 十 中 所 有 元 素 在 作用 下 的 像 的 集合 . 也 就 是 说 ,对 于 任 
一 二 ES, 必 有 auE 古 ,使 Fa) 一 5 昌国 为 了 是 内 射 , 所 以 对 于 4 中 
任 一 元 素 a 仿 召 ,有 f(a' ) 闫 5, 因此 必 有 gC45)== 瑟 , 即 S 是 二 在 
g 作用 下 的 像 源 ， 

-因为 中 人 一 应, 所 以 关中 的 元 素 人 入 也 有 像 源 . 
由 上 证 得 ,g 是 满 射 . 
(2) 当 了 不 是 内 射 时 ,g 一 定 不 是 满 射 , 
* 了 全 * 


证 知 了 不 是 内 射 , 则 必 存 在 元 素 eeiE4,a 关 oj 但 fai) 
三 f(aj) 二 ,由 g(5) 的 定义 , {2} 各 {aj} 在 g 作用 下 ,在 2” 中 均 不 
存在 像 源 . 故 g 不 是 满 射 . 

为 了 理解 上 述 结论 ,我 们 通过 下 面 两 个 例子 帮助 读者 建立 一 
些 直观 的 认识 ， 

例 3-34 设 4 一 (aa 瑟 一 人 pe ,而 数 ,A 一 B 的 定 
文 如 图 3-6 所 示 . 


图 3-6 


相应 的 函数 g :25->24 如 图 3-7 所 示 . 
因为 方 是 内 射 , 所 以 gi 是 满 射 . 
例 35 设 4 一 (ayeasyas) 理 王 人 六) 函数 应 ;4 一 B 的 
定义 如 图 3-8 所 示 ， 
相应 的 函数 gy:25>24 如 图 3-9 所 示 ， 
因为 f 不 是 内 射 ,所 以 gs 不 是 满 射 . 
例 3-35 设 有 集合 4.5.C 和 也 ;车 A4~B8B,C~DD, 试 证 明 
AXC~BXxD. 
证 国 为 4~8, 即 集合 4 与 8 同 楚 ,所 以 存在 双 射 函数 了 ,4 
—B. 又 园 为 C~DD, 所 以 存在 双 射 函数 g:C—*D. 
现 定义 函数 ,AXC>BXD, 使 得 hlayc})==(fla),g(le)). 根 
据 例 3-29 的 结论 玫 也 是 一 个 双 射 ,因此 A4xXC~8BXD. 
例 3-37 证 明 任 一 无 限 集 都 包含 一 个 与 它 自身 等 势 的 真子 
站 了 7 遇 
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集 . 
分 析 设 4 是 一 个 无 限 集 , 此 题 的 要 求 是 要 找 出 4 的 一 个 真 
子 集 ,使 这 个 真子 集 与 4 之 间 存 在 双 射 , 为 此 我 们 利用 “ 任 一 无 限 
集 必 包 含 一 可 数 子 集 " 这 一 性 质 . 
证 设 44 为 一 无 限 集 , 则 4 必 包 含 一 可 数 子 集 M== {a von 
as 令 BB 二 A 一 M, 在 A 中 取出 一 真子 集 S 一 (aq) 


= TO = 


图 3-9 


ca UBCBS 一 4 一 (at 定义 函数 了 ,48 ,使 得 
fla) = f(a) GG = 1,2,") 
fH) =6 对 任意 bE€EB 
显然 了 是 一 由 4 到 S 的 双 射 . 


A， 解 题 思路 与 方法 


由 第 二 章 的 例 2-31 知道 ,对 于 集合 4 上 的 两 个 关系 c 和 p， 
著 Pp 和 ps 都 是 对 秘 的 , 复 台 关系 由 Pa 不 一 定 是 对 称 的 ; 若 p, 和 ps 
都 是 可 传递 的 ,aps 不 一 定 是 可 传递 的 . 因此 车 p, 和 六 都 是 等 价 
关系 ,olips 不 一 定 是 等 价 关 系 . 
例如 设 4= 一 tasec}, 4 上 的 关系 
A = (a) HP) Cec) KE) (ba)}, 
pa = aa CHD ,eed hc) Cet)). 


TD 。 


显然 ,pi 和 p; 都 是 等 价 关 系 ,但 pipz 不 是 等 价 关 系 . 因为 根据 复合 
甘 系 的 定义 ,aseoEPmma 但 (ca 在 pp 

那么 在 什么 样 的 情形 下 ,eps 会 是 等 价 美 系 呢 ?下 例 给 出 它 成 
将 的 一 个 充 要 条 件 . 

例 A-1 设 A1 和 re 是 4 上 的 等 价 关系 . 试 证 明 当 且 仅 当 A 
二 pzPis Pip 是 4 上 的 等 价 关系 . 

证 必要 性 设 pp 是 A 上 的 等 价 关系 .车 (u,57YE Pip: 则 
信 ,) 毛 pss 于 是 存在 cEA 使 (BOEp Cc) Ep ,因此 (cD)€ 
pir Ca co) ED; 因而 Ca A) EE on; 上 训 p10:EpPip. 

若 人 ,Eap 则 和 疮 在 号 所 所 使 Case EE Gs 《EC 人 和 说 于 
是 好 :ce 和 ptcel a po 因此 忆 ,aEop 由 pp 的 对 称 性 又 
有 Ca)E pips; 因此 psp1SSpi0z ,由 上 知 cuas 一 zol 

充分 性 设 记 p= 二 pp; 对 于 任意 的 aE 有 4, 因为 (a a) 名， 
tasa) Ep 所 Ca, Eno: 因此 pip: 自 反 . 

对 于 任意 的 rb A 若 (a DE PD: 则 存在 CEA 使 《est 人 
posDDEEpz: 于 是 (8DE pi (Cera)Ep; 因 此 C6ya) Epip. 因为 
二 PzPis 所 以 中 ,2) EE pipz, 故 pip: 是 对 称 的 . 

对 于 任意 的 ayB,cEA, 若 (46) Ep B,C)E po, 则 有 
t 介 :ceEapm 于 是 存在 了 eE4 ,使 

ta 人 DG 的 Epo 人 tpe 和 Ptece) EP, 
由 的 可 传递 性 有 (a,4d) Epi, (de) € pte,c)Ep, 于 是 有 
(deE pp 因此 :ccEaom 夏 必 存 在 FE4, 使 
(dE FED, 
由 pi 的 可 传递 性 有 (Cay 让 Epi, 叉 因为 (fc) Epssy 所 (layc) EE 
和 Pa 机 pips 是 可 传递 的 .由 上 知 pp 是 4 上 的 等 价 关系 ， 

由 例 2-33 知道 ,如 果 p, 和 ps 者 是 集合 4 上 的 等 价 头 系 ， 
PiUp: 不 一 定 是 4 上 的 等 价 关系 . 那么 在 什么 样 的 精 形 下 ,pi Up， 
会 是 等 价 关系 呢 ? 下 例 给 出 它 成 立 的 一 个 充分 条 件 . 

例 A-2 设 p 和 ps 都 是 集合 A 上 的 等 价 关系 ,pips 守 p63, 试 证 
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明 pLUjps 是 4 上 的 等 价 关 系 . 

分 析 在 例 2-33 中 已经 证 明了 , 若 训 和 产 是 4 上 的 等 价 关 
系 ; 则 tps 是 A 上 的 自 有 友和 对 称 的 关系. 因此 在 本 例 中 ,只 要 利 
用 新 添加 的 条 件 pp; 刁 ps ;证 明 pi Lp; 具有 可 传递 性 即 可 . 

证 对 于 任意 的 a.8,cE 4, 若 ta 了 Emp cEpUp, 
则 (ga) Ep 荆 (a,b) EE po. 

巷 (a;y 让 Ep; 则 出 个 , 拉 Epzs 可 得 C4, 让 Epps, 因 为 p10; 守 p;， 
所 以 (ez 和 D2. 

类 似 地 可 以 证 明 c6， J Eps. 

于 是 ,由 Ca,5, (b,c) Eps 和 po 的 可 传递 性 ,得 (a,c) Ep. 因 
此 (a 中 EEpitUipz. 故 piUp: 是 可 传递 的 . 

但 是 上 述 条 伴 并 不 是 必要 条 件 . 举 下 例 说 明之 ， 

例如 , 设 A 二 {1,2,3,4),A4 上 的 关系 

={(1,1),C2.2),C3,3), (4,4) ,01,3) ,C3,1),01,4),(4,1),(3, 

4) ,Cd4,3)}, 
Do C= {1,1) ,2,27,03,3) ,4,4), (3,4), (4,3)} 
均 是 等 价 关系 , 且 pi Up 一 pl 也 是 等 价 关系 .但 Ps 入 pz 

若 2 是 集合 4 上 的 等 价 关 系 ,那么 6 的 等 价 类 的 个 数 常 称 为 
P 的 秩 ， 

在 例 2-33 中 我 们 曾 证 明了 ,车 o, 和 ps 都 是 集合 4 上 的 等 价 
关系 , 则 pi 们 ps 也 是 4 上 的 等 价 关系 . 进一步 我 们 有 下 面 的 结论 . 

例 A-3 设 p 和 fm 是 集合 4 上 分 别 有 秩 mm 和 rs 的 等 价 关 
系 , 试 证 明 等 价 关 系 疡 门 m 的 秩 至 凶 为 ri ， rs. 

分 析 我们 知道 ,集合 A 上 等 价 关 系 6 的 所 有 等 价 类 构成 4 
的 一 个 分 划 , 每 一 个 等 价 类 便 是 该 分 划 的 一 个 分 划 块 . 而 且 我 们 知 
道 ,集合 4 上 的 等 价 关 系 与 4 的 分 划一 一 对 应 ,因此 在 描述 集 4 
上 的 一 个 等 价 关系 时 ,我 们 常用 与 它 对 应 的 等 价 分 划 来 简 洛 地 表 
示 它 . 

由 题 设 条 件 可 知 ,p, 所 导致 的 4 的 分 划 1% 有 x 个 分 划 块 ,mm 
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所 导致 的 A 的 分 划 到 有 7 个 分 划 块 ,题目 要 求 我 们 证 明 证 门 m 
所 导致 的 分 划 瑞 至 过 为 产 “ 产 个 . 

设 Hs 一 4 aa } ,了 一 {B,, Br, ,站 ;于 是 当 i 关 j 
时 ,因为 4; 与 4 是 同一 个 分 划 的 两 个 不 同 的 分 划 块 ,所 以 4. 门 
及 ; 王 冲 , 同 术 的 道理 ,Bi 门 B;== 多 . 但 对 于 任意 的 i ji 和 71 ,1 二 
7 sr ,入 门 B; 却 可 能 不 为 宅 ; 因 还 形 为 4. 们 BB; 的 交集 有 ri :17 
个 ,其 中 不 为 作 的 交集 的 个 数 至 多 为 r,，r; 个 . 

而 且 我 们 注意 到 ,对 于 任意 两 个 不 同 的 交集 4 站 号 与 4 站 
BG 或 j 关 ;C4 门 B) 们 C4 人 门 B)= 包 ,因此 ,所 有 这 样 的 非 
空 交 集 (4. 们 B;) 有 可 能 构成 集合 4 的 分 划 , 这 一 分 划 可 能 与 等 价 
关系 门 ps 对 应 . . 

以 上 只 是 我 们 的 分 析 和 推测 . 下面 我 们 以 此 为 目标 来 证 明 , 以 
证 实 我 们 推测 的 结论 是 否 正确 . 为 此 ,我 们 假设 分 划 ino = 
{chmx; 如 果 我 们 能 证 明 每 一 个 分 划 块 c, 均 和 和 基 一 个 交集 4. 们 BB 
相等 , 则 Zane 的 分 划 块 就 是 有 限 个 , 目 个 数 < 六 

证 设 了 一 {A 2 ,人 } ,了 一 { 五 :五 ， "BB,, } nm 
一 {cohen 任 取 一 cE fn ,由 分 划 的 定义 4 非 空 ,因此 必 存 在 一 
元 素 xEC. 由 于 王 和 后 也 是 和 4 的 分 划 , 因 此 有 4 sr 和 
BIT 存在 ,使 得 rzE4 ,zB;; 于 是 xEA 门 B;. 下面 证 明 
a=A 站 By, 

尾 取 vyEC,, 因 为 C(x,y) EBDNp: 所 D(x yy) Em Her,y)E 
户 ; 因 此 有 J 有 是 yEB;; 于 是 yEA4 Ma, , 故 CE4 门 如 

反之 ;性 取 xEANMB, 则 zEA 昌 xzEB;, 所 以 (xr,z}Ep, 
(rye) Ee; 因此 (rz) Epie; 由 二 Gy 所 以 z 扎 己 , 世 
A BEGO,. 

由 此 可 知 任 一 . 必 等 于 某 一 个 A; 门 B;, 然 而 形 为 4 站 B;(1 
Sr,1SjS<r) 的 非 空 集合 至 多 只 有 ro 个 ,所 以 等 价 关系 
记 门 2 的 秩 至 多 沟 x， 

例 4-3 的 结论 说 明 i 门 ps 所 导致 的 4 的 分 划 是 ol 所 导致 的 
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4 的 分 划 的 细 分 ,也 是 ps 所 导致 的 4 的 分 划 的 细 分 . 

利用 例 2.35 的 结论 ,我 们 可 以 给 出 例 4-3 的 另 一 证 明 方 法 . 

证 法 二 设 I2 二 (Las; [Laz ,La jn} 

了 一 人 [La das LB, J,,}, 
Jano 一 (人 ena|tE 天 }. 
显然 疡 门 mE 阅 ,和 门 声 三 疡 ,出 例 -35 的 结论 ， 对 于 任 一 [ec]。 六 ma 
EI ne, * 必 存在 正 整数 : 和 (tn + 1 委 JS:r?) 使 得 
er) ne, = Le » Le Ja ns, 二 [2 3 

因此 Le Junm 二 [Le ]， 门 [2 

现 假设 mnw 中 有 两 个 等 价 业 [Lejone 与 [cnn 都 包含 于 
te]。 门 [8;]s 之 中 ;由 

[ee ns, CC Le。 门 [8] ,Len ls Na ~ La]; 门 [5 

则 Keosgi) € pi Cena) €E Pp,, 因 此 (ec) € pi, 
x cb);) E pos ond;) 后记 ,因此 ke Ep, 
于 是 {cycn)E pi 站 py; 因而 有 [ej Na,— Les ja ne 这 说 明 En 中 只 
有 唯一 的 一 个 等 价 类 包含 于 Faijs 门 [61 之 中 . 然而 形 如 
[aijs 门 [5;js 的 非 空 集合 至 多 只 有 rz 个 ;因此 pi 门 p 的 秩 至 
多 是 ， 72， 

例 A-4 设 只 为 集合 4 上 的 自 反 和 可 传递 的 关系 ， 

《1) 你 能 否 根据 ,在 4 上 再 定义 一 个 关系 p, 使 5 成 为 一 个 
等 价 关 系 ? 

《2) 又 车 在 A/p 上 定义 关系 R' ,使 得 当 且 仅 当 (x,y) ER 时 ， 
(fx;[yjp ER , 试 证 明 R' 是 A/p 上 的 编 序 关系 ， 

解 (1 由 题 设 R 已 具有 自 反 性 和 传递 性 ,但 不 一 定 具 
有 对 称 性 . 也 就 是 说 ,对 于 任意 序 偶 (a,5) ER, (56,a) 可 能 不 属于 
RR. 那么 将 序 偶 B,) 漆 加 到 RR 中 去 不 就 可 以 使 及 满足 对 称 性 玛 ? 

为 此 令 p= 二 RU 下 ,这 里 充 是 尺 的 道 美 系 .6 仍 具有 自 反 性 基 
显然 的 , 对 称 性 也 洪 足 ,因为 对 于 任意 (4,5)Ep, 有 (a,5b) ER 或 
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(et 入 站, 于 是 有 人 ,和 让 吉 全 , 拉 和 下 六 ;因此 人 人 9 所 六 但 六 的 
传阅 性 是否 会 因为 添加 了 某 些 序 偶而 遭 天 破坏 呢 ? 为 此 我 们 看 下 
面 的 例子 . 
例如 设 思 二 们 ,2,3),A 上 的 关系 ， 
= {1,1),C2,2) ,C3,3) ,1 ,2), C03,2)} 
是 自 反 的 和 可 传递 的 , R 的 逆 关 系 
太一 {01,1),(2,2),(3,3),(2,1), (2,3)), 


于 是 
RUR= {0,1),(2,2) 033)， (1, 2) 63，2)， (2 17， (2，3))， 
显然 尺 U 用 是 自 反 的 ,了 世 是 对 称 的 ,但 却 是 不 可 传递 的 . 因为 (1， 
2), 人 ,3)ERUKR, 但 (01,3) 入 及 URK, 因 眠 用 上 述 方 式 来 定 闵 不 

能 满足 题目 的 要 求 . 
注意 到 集合 4 上 任 一 关系 jb, 不 论 它 是 否 具 有 可 传递 性 , 它 的 
传递 闭 包 pt 一 定 是 可 传递 的 . 因此 可 否 将 定义 为 {RUD+ 呢 ? 
解法 一 ”定义 4 上 的 关系 p 二 (RUNR)T+, 下 面 证 明 p 是 4 上 
的 等 价 关系 . 
对 于 任意 «aE A, 有 (a,o) ER, 所 以 (a,a) ERUR, 天 此 (Caya} 
Ep, 故 2 是 自 反 的 ， 
对 于 任意 a,5E 4, 着 Ca;5) Ep; 则 必 存 在 正 整 数 7, 使 得 (a,6) 
ECRUR)", 于 是 存在 元 素 a ,a;,，… sas_ EE 4, 使 得 
atR UV Ra sa CR YU Ra ee CRU Fb 
因为 RU 训 是 对 称 的 ,所 以 有 
BCR U Ra» sa CR U Ra vas CR U Kya 
于 是 56(RUR)ra, 凤 (8,a) ECRUNY)', 因 而 必 ,a) Ep; 故 p 是 对 称 
的 . 


由 传递 亲 包 的 性 质 ,p 是 可 传递 的 . 
由 上 可 知 p 是 4 上 的 等 价 关系 . 
对 于 任意 (4,6) ER,(6,4) 可 能 不 属于 尺 , 这 一 现象 影响 了 忆 
的 对 称 性 ,那么 在 此 情形 下 ,我 们 将 序 偶 (a,6) 从 R 中 去 掉 , 仅 保 
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留 那 些 (e , 妃 与 包 ,a) 均 在 尺 中 的 序 偶 , 不 也 可 以 使 玉 具有 对 称 性 
吗 ? 


为 此 令 p= {aD (aD) ER CG, AER). MS p=RNE. 
与 前 面 玉 山区 不 同 的 是 ,这 样 定 义 的 e 仍 保持 了 民 的 可 传递 性 . 下 
面 给 出 证 明 - 

解法 二 ”定义 4 上 的 关系 p 一 民 门 区 . 

对 于 任意 的 aE4: 因 为 丸和 目 反 ,所 以 (aa) ER, 因 此 
fa,a) 生 站 ,于 是 (eeEp 故 天 自 反 . 

对 于 任意 abEA, 若 (4,2)EP, 则 (4,8) ER 有 自 (a,5) ER, 于 
是 人 8,a) 忆 处 日 (6,4)ER, 因 此 收 ,a)Ep, 故 2 是 对 称 的 . 

对 于 任意 a,b,cEA, 若 (ub)Ep 自 (OEPp;WMia,b) ER, 
(BC) ER 有 C6 ER, CH,e) ER, RAENTS 递 性 ,有 {a,e) 
ER 有 8Ca,e) ER, 因 上 LC(a,c) Er, 故 p 是 可 传递 的 . 

由 上 证 得 bp 是 等 价 关系 . 

落 令 pz 二 RR - 玉 , 利 用 复合 关系 和 北 关 系 的 性 质 , 可 使 p 具 有 
对 称 性 . 因为 对 于 仁 意 的 a,58EA 敌 (a,5)Ep; 则 必 存 在 cEA, 使 
(Cac) ER, Cb) ER 于 是 (Be) ER, (eya) EER, 因此 (8,4a) EE 
民 :及 , 即 (6,a) EE p; 故 p 是 对 称 的 .p 的 自 反 性 是 显然 的 . 但 可 异 
的 是 p 可 能 不 具有 传递 性 . 
例如 , 设 有 4 二 {1,2,3,4,5),A4 上 的 关系 

R={(1,1) ,C2,2),C3,3), (4,4) ,C5,5), (1 ,4), (2,5), 

(2,4), (3,5)}, 
R= {1,1),(2,2) ,03,3), (4.4) ,C5,5), (4,1), (5,2), 
(4,2), C5,3)}, 
R* R={(],1),C2,2),(3,3), (64,4) ,5,5), (4,1),¢5, 
2), C4,2),05,3), (1,2),C2,3),(2,1),(3,2), 
(1 ,4) ,2,5), (2,4) ,3,5)). 
在 这 里 尺 是 自 上 友和 可 传递 的 . R， 刘 是 自 反 和 双 称 的 ,但 
尺 ， 充 不 可 传递 . 因为 (1 ,2),(2,3) ER 六, 但 (1,3) 色 RR 训 ,因此 
全 


| 
过 


用 上 述 方 式 定义 的 p, 不 能 满足 题目 的 要 求 , 为 使 p 具 有 可 传递 
性 ,我 们 可 令 p 一 (R01. 

解法 三 ”定义 4 上 的 关系 # 一 (CR: 及 )1, 下面 证 明 p 是 A 上 
的 等 价 关系 ， 

对 于 任意 的 aE€ 有 4, 有 (la,0) ER, (Cara) ER, 所 WL (a,a) EE 
R， 训 ,因此 (4,a)Ep; 帮 pp 是 自 反 的 . 

对 于 任意 ceE4, 若 Ca 信和 2 则 必 存 在 某 正 整数 ,使 得 
(a 上 DE (R ,RR)', 于 是 存在 元 素 ai ,ai ,…"* sa;_, 马 44, 使 得 

aCR ~ Ra sar (R: Ba yorisas,_(R* RL 
因为 尺 " 训 是 对 称 的 ,所 以 有 
piR, Ras_, yi (RR. Kya, , ,sa (RR, Rya; sR Ka. 
于 是 CR， 让 Ya ,因而 (Bya}Ep, 故 是 对 称 的 . 

由 传递 闭 包 的 性 质 ,2 是 可 传递 的 . 

由 上 证 得 是 4 上 的 等 价 关 系 . 

证 (2) 

由 解法 一 ,po 一 <RUR)+. 

对 于 任意 [ze 4/6; 因 为 (x;x)ER, 所 以 Lr][xj ER'， 
因此 R' 是 自 反 的 ， 

对 于 任意 Er],, Ly] EE A/p, 若 ([ xz] Ly],) E R' 且 (Ly),, 
[zj ER', 则 (x,y)ER 且 (yx)ER, 由 (Cx; yy) ER, 必 有 
(rT 9) EP; 因 此 [zjp==Lyjo: 故 RR! 是 反对 称 的 . 

对 于 任意 [zj],， Ly jp Lz Ec Ajp, 若 (Lx js Ly i) ER' 且 
Cyjos [2 ER' , 则 (x;y)ER 有 ECOyz)ER, 由 R 的 可 传递 性 , 必 
有 (Cx,z) ER, 所 以 ([xjosTzjp) ER' ,因此 天 是 可 传递 的 

由 上 证 得 R' 是 A/p 上 的 偏 序 关系 . 

由 上 面 的 证 明 我 们 看 出 ,R’ 的 自 反 性 和 可 传递 性 分 别 依 束 
呈 的 自 反 性 和 可 传递 性 ,只 有 RR' 的 反对 称 性 与 p 的 定义 有 关 . 
此 对 于 解法 二 和 解法 三 ,我 们 只 给 出 R' 的 反对 称 性 的 证 明 . 

由 解法 二 ,2 一 屎 全 交 . 

* 


对 于 任意 [rj LyjoE dA; 车 (rbs[y]) ER' 有 (yy 
[zl EER, 则 {x,y}ER ECYy, XIER, 于 是 有 Cx,y) ER, 因 此 
Cx,y)EP, 于 是 [zj 一 [yjp, 故 RR 是 反对 称 的 ， 

由 解法 三 ,p 一 CR*，R}*. 

对 于 任意 [z] [yjER’ , 若 ([x][y] ER HOYy],,Lr],) 
ER', 则 有 (Cx,y) ER, 又 (yy) 蕊 及 ,所 以 (x,y) ER.， 识 ,因此 
C(x,y) En, 于 是 [x j= [yj; 故 用 是 反对 称 的 ， 

例 A-5 设 4 为 任意 非 空 集 台 ,下 = (AAA:4 一 (0,1})， 试 证 
明 2 与 五 等 势 ， 

分 析 要 证 明 24 与 五 等 执 , 即 要 证 明 由 24 到 下 存在 双 射 . 
我 们 采用 构造 式 证 明 方 法 ,通过 定义 一 个 由 部 到 下 的 双 射 来 证 
崩 双 射 的 存在 . 

证 定义 函数 g:;24 一 下 ,使 得 对 于 任意 的 SE, 即 对 于 任意 
SCA,g(S)=f, 这 里 炒 数 ;A 一 10,1} 是 根据 S 来 定义 的 ， 


0, 全 人 
Ac =1 若 4 


1， 若 上 入 9， 

设 39sE24.g093 一 六 53 一 万 , 若 1 天 9, 则 必 存 在 
QiESi, 但 4 太 S;, 或 者 存在 2; 夸 S1, 但 a;ESs. 不 失 一 般 性 ,假设 存 
在 ESi; 但 而 仿 54, 则 有 Ca) 一 0, 天 (aj) = 二], 于 是 让 了 关 ;: 即 
(5) 到 8C52) ;因此 gg 是 一 个 内 射 ， 

& 是 满 射 . 其 证 明 如 下 : 

对 于 任意 的 fEF, 令 S={ala€4 且 f(a)=0), 则 由 8 的 定 
尺 可 知 g《S)= 二 六 因此 g 是 一 个 满 射 . 

因为 g 是 双 射 ,所 以 2 与 下 等 势 . 

例 A-6 设 4 为 任意 非 空 集合 ,2 一 {0;1,…,n 一 1}, 玉 = 
{ff:2. 一 4}. 试 证 明 存 在 由 下 到 4 的 双 射 . 

证 定义 函数 g:F 一 A", 使 得 对 于 任意 EF,g (Cf) = 
CAO FLy Fn 一 1))， 
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对 于 任意 六 、 产 各 下 ,车 万 短 广 , 则 至 少 存在 一 个 E 和 ,使 得 
DFf), Ek ge) 柄 是 内 对 
对 于 任 一 有 序 > 元 组 (aa yan_DE 和 ,定义 有 ,24 一 4A, 使 
太一 ay 所 一 Ge 一 a, 局 则 由 g 的 定 浆 必 有 
EF) = (Canal sd ll)， 


故 g 是 满 射 ， 

由 上 证 得 g 是 双 射 . 

例 A-7 设 有 集合 4, 令 A 二 {ff.4 一 4) ,集合 44 上 的 关 
系 P 定 义 为 ,对 于 任意 的 ,gE 4A, 当 且 仅 当 Rj 一 RR 时 ,fog.， 

(1) 证 明 p 是 44 上 的 等 价 关系 ; 

(22 证 明 由 集合 44/6 到 24 一 { 凶 } 存 在 双 射 . 

分 析 ”只 要 概念 清楚 ,此 题 的 证 明 并 不 困难 , 关键 是 在 做 此 题 
之 前 ,要 将 题目 中 各 种 记号 的 会 义 以 及 相关 的 概念 搞 清楚 . 

了 ,8E 4 表示 了 上 和 8 都 是 由 A 到 4 的 函数 . RR 表示 函数 
的 值 域 . 因此 Rj 二 RR, 表示 函数 了 和 g 的 值 域 是 和 等 的 . 

若是 A 上 的 等 价 关 系 ,那么 447p 表示 由 所 导致 的 集合 
A% 上 的 等 价 分 划 , 即 44/e 是 由 在 A4 中 的 所 有 等 价 类 组 成 的 
集合 ,这 一 集合 也 称 为 集合 44 关于 等 价 关 系 p 的 商 集 ， 

证 (1)} 对 于 任意 EA4”, 因 为 R== 民 ,所 以 fof ,因此 
是 自 反 的 . 

对 于 任意 f,gE4', 若 fog, 则 Ri 一 Ro; 即 R. 一 Ri, 所 以 gpf， 
因此 p 是 对 称 的 . 

对 于 任意 ghEA’, 车 pg gph, 则 Rr Rs R= ;于 是 
Rj/ 二 民 ; 因 此 fioh, 故 6 是 可 传递 的 ， 

由 上 证 得 是 等 价 关 系 . 

(2) 思路 47/o 中 的 元 素 是 形 如 [ 门 。 的 等 价 类 ,其 中 了 是 由 
4 到 4 的 函数 , 门 , 是 由 44 中 所 有 与 上 有 相同 值 域 的 函数 所 组 
成 , 即 


[ 门 。 一 18|18:4 一 4 上 且 尽 一 民 r). 


» 


负 于 [ 门 , 中 所 有 函数 都 具有 相同 的 值 域 ,因此 我 代 很 容易 想到 ， 
在 定义 双 射 尺 :447o->22 一 ! 玫 )} 时 ,让 每 一 个 等 价 类 [ 门 , 与 其 值 
域 Rj 对 应 ， 
证 ”定义 荔 数 已 :447/p24 一 ! 好 ) ,使 得 对 任意 [站 ,EE Ap， 
F(A =R,. 
设 [站 ,EuEAa2pp 有 是 FO 一 FO) ; 则 Rj 一 RR; 因此 
foh, 于 是 [ 门 ,二 [hj 故 下 是 内 射 . 
丸 对 于 任意 的 SE 一 1 名), 则 SCA ES 关 放 , 任 取 一 元 素 
aES, 定 尺 函 数 上 4 一 4, 使 得 
TX， 车 XES 
fx) = a， 车 xz 多 5， 
显然 玉 ; 一 5 因此 RECLA 一 9, 故 下 是 满 射 ， 
由 上 证 得 已 : 447po 一 2 一 { 作 ) 是 一 双 射 . 
例 A-8 设 44 一 11A4->4) ,hE A', 试 证 明 当 且 仅 当 无 是 
满 射 时 ,对 于 任意 的 了 BE 由 A* k=g* 无 * 可 推 得 了 一 和 
证 充分 性 设 疡 是 满 射 ,日 及 ,gsE44, 使 得 卫 一 g 由， 
对 于 任意 的 5E4, 必 有 <E4, 使 得 ha) 一 ,于 是 
FB) 一 FORfa)) = f+ ha): 
gO) = gh(a)) = gg + h(a), , 
因为 :一 gh 所 以 :hg hla) ;上 比 芭 (5) 二 g (C0), 由 
5b 的 任意 性 ,可 得 /一 g. 
必要 性 设 对 于 任意 AgE44, 由 了 A 一 5 天 ,可 推 得 
了 一 g. 又 假设 关 不 是 满 射 ( 反 证 法 ), 则 必 有 元 束 bEA,b 信 hh(AY. 
定义 肾 数 f= 请 数 gt:A 一 和 4, 司 得 
ay 当 a€E Ah(A); 
8(9) 一 他 aE CAY. 
这 里 ao 是 4) 中 的 某 一 元 素 . 于 是 对 于 任意 的 a€ 4， 
Fata = fh(la)) = h(a), 
ghta) 一 二 (Ra)) 一 下 ta) (为 ha) € RCAY), 
本 89 二 


因此 有 了 "A==g A; 但 因 了 (6) = 二 5 而 gg) 一 aoyao 关 ,所 以 
了 eg. 这 与 题 设 相 矛盾 . 故 产 必 为 满 射 . 

例 A-9 设 尺 是 集 台 4 上 的 一 个 关系 ， 

《1) 求 4 上 包含 灵 的 最 小 等 价 关 系 e 的 表达 式 ; 

《2 证明 的 最 小 性 ; 

《3) 以 A={],2,3,4,5,6},R={(1,2),(1,3), (4,4), (4,5)} 
为 例 验证 你 的 续 汇 ， 

分 析 为 使 包含 民 且 满足 对 称 性 ,必须 将 民 葛 首 关系 下 中 

序 侦 添 加 到 RR 中 去 , 即 令 pj 一 RU 训 . 如 使 满足 自 反 性 ,必须 
将 Ja 中 的 序 偶 添加 到 p, 中 去 ,因此 令 ps 一 J4U {RU 并 ). 根据 例 
-4 的 讨论 ,RU 让 不 一 定 具有 可 传递 性 ,为 使 p; 具有 可 传递 性 ， 
令 o: 一 UCRUR)+. 

解 (1) Pp 二 aU RUR)+ 是 4 上 包含 RR 的 最 小 等 价 关系 ， 

因为 4 硅 p,; 所 以 p 是 自 反 的 . | 

由 和 例 A-4 的 证 明 , 《RU 诛 )+ 是 对 称 的 ,因此 p 也 是 对 称 的 . 

由 传递 闭 包 的 性 质 ,(RRU 训 六 是 可 传递 的 ,因此 p 也 是 可 传递 
的 . 

(2) 设 3 是 4 上 包含 民 的 任 一 等 价 关 系 , 则 ES. 下 面 给 出 

这 一 结论 的 证 明 . 

首先 , 由 玉 忆 S$, 可 得 六 CS, 因为 对 于 任意 (a;b) E 充 , 必 有 
(5,4) ER, 于 是 ,a) ESS, 由 SS 的 对 称 性 ,又 有 (a,5)ES, 因 此 六 
Ss. 

由 上 可 知 ,RURCS., 

设 C 认 EP; 则 (a 人 EL 或 (a ,5) ECRUR)+. 

若 ta,8)EE4, 由 SS 的 自 反 性 , 必 有 (a,8) ES. 

车 ta,6) ECRUR)+, 则 必 存 在 正 整 数 x, 使 得 (2,5)E CRU 
让 )", 因 此 必 存 在 元 素 a aaa 44, 使 得 

(ae E RUR, a a) E RUR,., (a 0 ERUR, 
咨 为 RURKGSS ,所 以 有 
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(a EE Sa a ) EE Sela is ES, 
由 5S 的 传递 性 ,有 (a, 办 E5, 故 pCsS. 由 此 证 明了 6 的 最 小 性 . 
《3) 由 R= 二 {1,2), (1 3),(4,4),(4,5)}， 
则 ={(2,1) ,03,1) ,4,4), (5,4)}, 
RUR= {0 ,2),C2,1),€1,3),03,1), (4,4), (4,5), 
(C5,47}. 
构造 RU 六 的 关系 图 ,如 图 A-1 所 示 . 根据 RUR 的 关系 图 构造 出 
{RUE)1+ 的 关系 图 ,如 图 A-2 所 示 . 由 此 得 
p=Tal) (RUR)+ 
={(1,1), C2,2), (3,3), C4,4), (5,.5), 1,2), (2,1), (1, 
3),0331) ,C2,3),03,2) ,04,5) (5,4), C6,6)). 


图 A-1 RU 让 的 关系 图 图 A-2 CRUR)+ 的 关系 图 

显然 , 是 等 价 关 系 , 旦 是 包含 及 的 最 小 的 等 价 关 系 . 

例 A-10 设 有 集合 4.8, 试 证 明 由 4 到 BB 的 一 个 函数 可 决 
定 如 的 一 个 分 划 ;A 的 一 个 分 划 近 可 决定 由 4 到 互 的 一 个 函数 ， 

证 设 有 函数 f,4 一 B, 定 义 A 上 的 关系 pi, 使 得 对 于 仔 音 的 
Geii 人 全, 当 目 仅 当 Fa 一 Fa 时 ,ap 

对 于 任意 的 xcE4, 有 Fa) 一 Fa ,所 以 ap 因此 pr 是 自 反 
的 . 

对 于 任意 disdj; 忆 A 及， 若 必 prai 则 Fa) = f(a;) » 即 (ai 一 
Fa 所 以 aiprei 因 此 pr 是 对 称 的 ， 
. 91 


对 于 任意 aiyajyar EA; 若 ipyaj sapra:， 则 Fea) 一 Fei， 
Fa sfta) 二 fan), 因此 了 (a0) 二 far). 于 是 aipras; 因 此 py 是 可 
传递 的 . 

由 上 得 py 是 4 上 的 等 价 关 系 . 因此 有 pr 所 导致 的 集 4 上 的 
等 价 分 划 2 

设 了 =(14iles* 是 4 的 一 个 分 划 , 于 是 对 于 任意 aE4, 有 且 仅 
有 唯一 4.C(iER), 使 得 a€ 4i. 定义 郊 数 g:4 一 开 , 司 得 对 于 任意 
4 七 有 A, 当 且 仅 当 a€ 4; 时 ,ge 一刀 ,显然 该 函数 中 是 由 4 到 如 
的 一 个 满 射 ， 

例 A-11 设 有 集合 4,B, 函 数 了 . 4 一 B 是 一 满 射 . 试 证 明 存 
在 双 射 g;42 一 B, 且 存在 满 射 q; A 一 12 使 得 g*，g= 了 Cpr 的 定 
义 和 五 4 的 含义 在 例 A-10 中 已 给 出) 

分 析 采用 构造 式 的 证 明 方法 ,恰当 地 定义 函数 g: 2 一 8B 
和 :4 一 175 ,然后 证 明 这 两 个 函数 满足 题目 所 要 求 的 条 忻 . 

在 证 明 过 程 中 要 注意 的 是 ,对 于 任 一 等 价 类 [ee 到,[e]， 
中 的 每 一 个 元 素 在 了 作用 下 的 滑 数 值 均 相等 . 即 若 ai,aj€ [aj,， 
则 fla? = 7 a)= f(a). 

证 定义 函数 g; 4 祈 B, 使 得 对 于 任意 [aj, € I， 
g([als = f(a). 

对 于 任意 6E 8B, 因 为 了 是 满 射 ,所 以 必 有 aE€ 4, 使 得 
ja) 一 5, 因此 gl[ajoy) 一 f(a)=b. 这 说 明 对 于 任意 5EB, 必 有 
[ajwyE2 使 gl[ajs) 一 6; 所 以 g 是 满 射 

设 [aijs[asjs EDS, 有 [Lasjs¥Lejsyi 则 Caiyay) 仿 pys 因 此 
fa) 关 flaj). 四国 数 g 的 定义 ， 

ew ly) A ga dh) 


因此 g 是 内 射 . 
由 上 证 得 g 是 双 射 , 
定义 函数 g:A 一 114 ,使 得 对 于 任意 <E 4A,9Ca) 一 =[al,. 
+* ID. 


对 于 任意 [ww E714, 因为 mE [ajyy; 所 以 glai)==[aiJy; 国 
此 ?是 满 射 

又 对 于 任意 eaE4, 有 

S Ha) 一 5(Ma)) = gfal) = fa), 

于 是 由 a 的 任意 性 ,g :pg 一 

下 面 通过 一 简单 的 傅 子 来 说 明 例 4-11 的 党 论 

例 A-12 设 4 一 {1,2,3,4},B 二 仙 ;cyd}. 定义 一 由 A4 到 有 B 
的 满 射 函数 ,如 图 4-3 所 示 ， 


个 


图 A-3 
于 是 1 一 {[L1]。 [2]。 [4 一 (人 1 23}， (4}). 
定义 由 18 到 瑟 的 双 射 国 数 和 如 图 4-4 所 示 . 因为 
[2], 王 [3 了 ,所 以 集合 下 中 的 元 素 [2], 也 可 以 表 未 为 [3]. 
定义 由 4 到 于 的 满 射 2 如 图 4-5 所 示 . 
根据 函数 了,g 和 pp 的 定义 ,我 们 很 容易 看 出 f=g .9 
例 4-13 设 肌 逊 数 /2Z->Z( 这 里 2 表示 非 负 整数 集 ) 定 义 
为 
/fm 一 于 一 10， 车 之 100; 
[fon = 了 (fr 十 11))， 车 n 所 100， 


.， 试 证 明 a) f(j00)=91;b) f0D 一 91 (0<Zn 才 100)， 


证 a) A(100)=fF(F000411D= 了 (F011)) 
=f(111—10)= fA(101) 
中 3*" 


图 A-5 


:二 101 一 10 一 91. 

b) 证 明 分 为 两 部 分 ， 

(1) 证 明 对 于 所 有 的 90<n 所 100, (xn) 一 91, 

当 w 二 100 时 ,由 a) 得 A(100)=91. 

假设 当 二 二 时 ,了 (8 一 91091 才 100), 则 对 于 90<k 一 1 所 
99， 

天 一 7 一 .太一 1 一 11)2 一 FREE 十 107)， 
因为 ”101< 十 10 妇 110, 所 以 
7 一 1 一 -FRR 二 10 一 .FE 十 10 一 10) = fk) = 91. 
由 上 证 得 对 于 所 有 的 90 委 na< 扫 100, Go 一 91， 
时 马 4 时 


《2) 证明 当 < 过 90 时 ,Fo 一 91 
设 w<90, 且 设 衣 为 使 得 90 护 n 十 1 很 100 的 最 小 正 整数 , 则 
fo)= Ff 1 = ff fn + 2 11))) 
= = Fn 二 11)) = (91). 
由 1 知 (91) 二 各 ,因此 对 于 任意 x 宇 1, 产 (91)==91, 于 是 
对 于 nn<90, 有 cn) 二 91. 
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第 二 部 分 “代数 系统 


第 四 章 ”代数 系统 


4.1 内 容 提 要 


1. 集合 4 上 的 运算 


。 集合 4 上 的 运算 ; 

， 运算 的 封闭 性 ; 

”二 元 运算 的 一 些 常 见 的 性 质 ; 

。 集合 中 与 二 元 运算 相 联 系 的 一 些 特殊 的 元 素 ; 单位 元 、 等 
元 . 宪 等 元 .元 素 的 道 元 . 


2. 代数 系统 


。 代 数 系统 ; 
， 整 环 及 其 性 质 ; 
“于 代数 


3. 代数 系统 的 同 态 与 同 构 
” 满 同 态 的 性 质 
” 间 构 

+ 


4. 同 余 关系 
5. 积 代数 


4.2 ”基本 知识 点 


1. 集合 4 上 的 运算 


我 们 将 笛 卡 尔 积 必 到 4 的 函数 口 :4 一 4 称 为 集合 A 上 的 
一 个 nn 元 运算 ,因为 对 应 关系 Daiyazyyen) 一 人 可 以 看 作 是 4 
中 ?个 元 素 aa er 经 过 某 种 运算 后 得 到 运算 结果 

”这 里 定义 的 运算 与 遂 常 所 说 的 运算 重要 区 别 在 于 ;这 里 定义 

的 运算 与 一 个 集合 4 紧密 联系 在 一 起 , 它 要 求 运 算 对 象 和 运算 结 
果 必 须 者 是 集合 4 中 的 元 率 . 应 函 数 口 4 一 4 的 定义 可 知 ,4 中 
性 意 个 元 素 都 可 以 进行 这 种 运算 , 旦 运算 结果 是 唯一 的 . 

特别 地 , 当 z 一 2 或 2 一 1 时 ,函数 * :4 一 4 称 作 是 集合 4 上 
的 二 元 运算 ;计数 ~ ;A 一 4 称 为 集合 4 上 的 一 元 运算 . 对 于 任意 
的 有 序 二 元 组 Cai,aj) E44; 我们 常 习惯 地 将 * (ae 一 上 写作 
di K A; 一 种。 . 

例 41 通常 数 的 乘法 运算 是 否 可 看 作 下 列 集 合 上 的 二 元 运 
算 ? 请 逐个 回答 ,并 说 明理 由 ， 

{1) 4 一 人 :2 

(2) 五 一 他 zx 是 素数 ); 

(3) C= {xz|zx 是 偶数 }; 

(4) D= {2"InEN), 

解 (1) 乘法 运算 不 是 集合 4 上 的 二 元 运算 . 因为 2X2= 
4 各 人 几 ， . 
(2) 羔 法 运算 不 是 集合 BB 上 的 二 元 运算 . 因为 素数 乘 素数 不 

. 号 7 . 


再 是 素数 . 例如 3X5 一 15 气 已， 

《3) 乘法 运算 是 集合 C 上 的 运算 . 因为 偶数 乘 偶数 仍 为 偶数 . 

4) 乘法 运算 是 集合 忆 上 的 二 元 运算 . 因为 对 于 任意 2"， 
2"ED,P X= "ED. 

例 4-2 设 有 和 集合 4,44 一 (7 六 4 一 4} 是 由 4 到 4 的 所 有 
”应 数 组 成 的 集合 . 因为 对 于 任意 万 , 户 E44, 扩 与 太 的 复合 函数 
为 。 态 仍 是 一 由 4 到 4 的 国 数 ,因此 荔 数 的 复 台 运算 可 看 作 是 集 
合 4 上 的 一 个 二 元 运算 . 


2. 运算 的 封闭 性 


若 运算 6 是 定义 在 集合 4 上 的 一 个 元 运算 ,那么 根据 函数 
0:A">A4 的 定义 ,对 于 任意 i ,assyq, 包 有 , 恰 有 olayyas, a) 
44. 即 当 运算 对 象 取 自 4 时 ,运算 结果 也 仍 在 4 中 ,我 们 将 运算 
的 这 一 性 质 称 作 。 在 4 上 是 封闭 的 . 

设 。 是 集合 4 上 的 一 个 = 元 运算 ,3 是 4 的 一 个 非 空 子 集 ， 
落 对 于 任意 二 :aaanES, 有 oalyar ed)E39, 则 称 o 在 4 
的 子 集 8 上 是 封闭 的 . 

对 于 有 妇 芍 任 一 非 空子 集 S, 集 合 4 上 的 运算 o 在 3 上 不 一 定 
是 封闭 药 . 

例 43 通常 数 的 加 法 运算 可 看 作 是 正 整 数 集 N 上 的 一 个 二 
元 运算 , 下 列 集 合 均 是 计 的 于 集 , 加 法 运算 在 这 些 子 集 上 是 封闭 
的 吗 ? 说 明理 由 . 

1) Si={n|n 是 15 的 因子 };} 

《2) 5 二 {nln 是 15 的 倍数}; 

《3) 91 一 {416 整除 ,而 24 整除 2:). 

解 (1) 加 法 运算 在 5， 上 不 封闭 , 因为 3E S51,5ES1, 但 
3 十 5 一 8 各 ,9 

(2) 加 法 运算 在 5S; 上 是 封闭 的 . 其 证 明 如 下 : 

对 于 任意 HrNs 世 $2, 设 Wi O18 ns 一 58 (RR EN), 刚 

+ + 


71 十 zz 一 45 有: 二 15ks =15C8 Ro) ,Ci 二 TE 后 ,因此 站 十 za 所 2 

《3) 加 法 运算 在 S 上 是 封闭 的 , 其 证 明 如 下 ， 

首先 ， 对 于 任意 所 1 2 ESs ; 设 nn! 6k sn =6kz CR ,2 EN), 则 
1 十 nz 二 6k1 十 6h2 一 6(&1 十 k) ,nn 十 na 能 被 56 整除， | 

又 Gt 十 na 一 三 十 241， no 十 辜 , 根 据 题 意 ,nt 能 被 24 整除 ,地 
能 被 24 整除 ,而 

2 "Ha 2" Gk * GR: = 24 » (3kk2) 

也 能 被 24 整除 ,因此 (nj 十 ns》 能 被 24 整除 , 由 此 知 i 十 nz: E33， 

例 44 设 克 是 集合 4 上 所 有 关系 的 集合 , 互 ; 是 4 上 所 有 
自 反 关系 的 集合 , 瑟 : 是 4 上 所 有 可 传递 关系 的 集合 . 显然 关系 的 
复合 运算 是 Ww 上 的 一 个 二 元 运算 ,试问 关系 的 复合 运算 在 五, 和 
理 ; 上 是 封闭 的 吗 ? 为 什么 ? 

解 ” 关系 的 复合 运算 。 在 厅 上 是 封闭 的 . 因为 4 上 任意 两 
个 自 友 关系 的 复合 关系 仍 是 A 上 的 自 反 关系 , 但 。 在 态 ; 上 不 封 
闭 , 因为 4 二 任意 两 个 可 传递 关系 的 复合 关系 不 “证 是 可 传递 
的 ,例如 

设 4A 一 {1,2,3} ,定义 集合 4 上 的 关系 

12),(2,3), (1 ,3)}; 
pz = {2,3) ,03,1), 2,1)}, 
显然 和 ps 均 是 可 传递 的 . 

| Pp = 141,3),C,1), C2,1)}, 
但 p,， p; 不 可 传递 . 

3. 一 元 运算 的 一 些 党 此 的 性 质 

集合 4 上 的 二 元 运算 与 通常 数 的 加 法 、 乘法 运算 一 样 ,也 可 
以 具有 某 些 性 质 , 如 交换 律 .结合 律 和 分 配 律 等 ， 

例 45 实数 集 尺 上 的 下 列 二 元 运算 是 否 满足 交换 律 和 结合 
律 ? 


CI) ri re=r rs rr 


* O00. 


{2) ri tr 


解 《1) 因为 rx nt rr tr 六 ;所 
以 运算 * 满足 交换 律 . 又 
rr rs Oo ra rs) xr 
= (ni 二 rs 一 rire) 士 一 Gr; 十 rs 一 rr ra 


一 六 十 rz Tr rr 一 rers 十 六 faray 


rr) ¥ (re x rs) . . 
尘 (ro ra) x = (rs 十 | 一 rer) x 
一 r2 十 r3 一 re73 十 7 (rz 十 ry 一 rera rl 
三 | 十 ry 十 ra — rors — rr 一 73 riteras. 
所 以 《rr 2 yr (re 7 人 
C2) 因为 rl? Fa 六 4 十 rz) 一 方 二 (mr 二 mm > 
所 以 运算 。 满足 交换 健 . 区 四 
=) 


和 
2 十 4 44. 
1 ,lrl 
《Fr az) “一 本 (mm 十 rz rs 二 Contr tr 


= 车 十 尝 十 号. 


一 般 情形 下 二 十 了 a 十 立 , 因 此 运算 。 不 满足 结合 和 

4 有 

设 * 是 集合 4 上 的 二 元 运算 . . 

(1) 单位 元 ;车 存在 元 素 eE 4, 司 得 对 于 任意 的 aEA, 有 ex 
a 二 wu %¥e 一 a; 刚 称 是 A 中 关于 运算 x 的 单位 元 ， 


(2) 窒 元 : 若 存 在 元 素 *E4, 使 得 对 于 任意 的 <cE4, 有 axx 
" 100* 


= 一 =xa 一 z, 则 称 > 是 4 中 关于 运算 * 的 零 元 . 

《3) 大 等 元 : 若 元 素 4€4, 满 足 a*xa=a, 则 称 a 是 4 中 关于 
运算 < 的 朝 等 元 . 

(4) 元 素 的 首 元 ;对 于 某 元 素 eE 4, 若 相应 存在 一 元 素 5E 4， 


”使 得 ax*a=5xa 一 ee 是 单位 元 ), 则 称 元 来 a 关于 运算 * 是 名 逆 


的 , 称 8 是 a 的 道 元 .a 的 道 元 常 记 作 -1. 
例 4-6 例 4-5 中 运算 * 是 否 存在 单位 元 、 零 元 和 餐 等 元 ? 若 
有 单位 元 的 话 ,哪些 元 案 有 逆 元 ? 
解 运算 * * 的 定义 是 的 基 了 一 六 ra—rirs, 
《1) 车 x 是 单位 元 , 则 对 于 任意 的 rER, 有 
ri sr Ooor¥r 7, 
由 于 * 态 可 交换 的 ， 仅 考虑 普 *r 一 r* 即 
zi 十 广 一 rr 一 了 
于 是 六 一 rr 一 0 rtl—r)}=0. 
由 于 是 任意 的 ,要 使 上 式 成 立 ， 只 有 二 90, 因此 0 是 运算 # 的 单 
位 元 . 
(2) 若 六 是 零 元 , 则 对 于 任意 的 ER, 应 有 
仅 考 虑 x *r 二 rr.; 即 
rr 一 rr 
于 是 
rnr =0, rtl—rn)=0, 
由 于 ”> 是 任意 的 ,要 使 上 式 成 立 , 上 只 有 i 二 1, 因此 1 是 运算 * 的 零 
了 
(3) 若 xER 是 寡 等 元 , 则 应 有 7 关 7 一 7 如 
六 十 地 一 拼 一 六 
于 是 7 一 于 一 和 站， r(l—r)=0 
要 使 上 式 成 立 ,只 有 一 0 或 一 1, 因 此 0 和 1 是 备 等 元 . 
(4) 设 训 是 的 逆 元 , 则 应 有 
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rr 一 四 十 天 一 六 re 一 用 


于 是 
TL 

了 一】 
因此 ,只 要 天 1,R 中 任意 元 素 均 有 逆 元 ,其 道 元 是 一 -了 

由 单位 元 和 有 零 元 的 唯一 性 可 知 ,R 中 除 0 积 1 以 外 ,没有 其 它 
尾 何 的 单位 元 和 零 元 . 由 运算 的 可 结合 性 知 ,任意 元 素 +(r 关 1) 的 
逆 元 也 是 唯一 的 

例 47 实数 集 R 上 的 二 元 运算 * 定 义 为 

六 基 72 一 六 十 二 ma 

集合 丸 中 关于 运算 * 存在 有 单位 元 . 零 元 和 等 等 元 吗 ? 

解 〈1) 运算 * 不 可 交换 ,因此 我 们 分 别 考虑 它 是 否 有 左 单 
位 元 和 右 单位 元 

若是 左 单位 元 , 则 对 于 任意 +ER: 应 有 


r 


2 


ratri— 1)=rn, TC 


nx*r=r， 十 二 f+， 


于 是 ni 二 二， 
2 
由 于 > 是 任意 的 ,因此 不 存在 元 素 能 成 为 运算 * 的 左 单位 元 , 由 此 
可 知 * 不 存在 单位 元 . 
若是 右 单位 元 , 则 对 于 任意 rER, 应 有 


r 
rr 二 rr, -十 到 一 7 


要 使 上 式 成 立 , 只 有 六 一 9, 因此 0 是 运算 * 的 右 单位 元 . 
(2) 若是 左 零 元 , 则 对 于 任意 的 rER, 应 有 


rr 二 由 十 本 三 放 


也 
. 2 
要 使 上 式 成 并, 必须 + 二 0, 但 + 是 任意 的 ,因此 运算 * 没有 左 零 
元 . 由 此 可 知 运算 x 不 存在 零 元 . 
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| 
r¥r| 二 外， 7 了 十 二 二， 


2 
于 是 


r= 2, 站 一 27 
2 
由 于 > 是 任 音 的 ,因此 运算 x 也 没有 右 零 元 . 
(3) 若 rER 是 知 等 元 , 则 应 有 


r 十 记 二 7 二 二 0. 


2 
要 使 上 式 成 立 ,必须 > 一 0, 因 此 0 是 竹 等 元 . 


5 代数 系统 


定义 在 非 衬 集合 $ 上 的 一 个 或 若干 个 运算 和 3 一 起 组 成 一 
个 代数 系统 , 记 作 (siol OpFor) ,其 中 D1 Da On 表示 定义 在 5 
上 的 x 个 运算 . . 

例 4-8 设 有 和 集合 4.8, 并 设 W={plp 上 是 由 A 到 上 8 的 关系 }. 
因为 由 4 到 B 的 任 一 关系 均 是 XB 的 一 个 子 集 ,所 以 任意 两 个 
关系 经 过 并 运算 和 交 运 算 后 ,其 结果 仍 是 AXB 的 一 个 子 集 , 即 仍 
是 由 A 到 的 一 个 关系 . 若 将 .AXB 看 作 是 全 集合 , 则 关系 p 的 
补 p' 记 是 4XB 的 一 个 子 集 , 即 也 是 由 4 到 B 的 一 个 关系 ,因此 
集合 的 并 运算 .交还 算 和 补 运 算 可 分 别 看 作 是 多 上 的 二 元 运算 和 
一 元 运算 . 于 是 (3 U ,站 ，> 是 一 代数 系统 . 

0 设 A=10,1),B={a,b,c}, 

则 AXB={(0,a) ,00,6 Oc Ca), 15， ae) 
设 4 到 吾 的 关系 


= {0.2), (0c), (1 ,2)}; 
= {0,0) ,0,0), (1 ,0c))}s 
则 Pi Up: = {(0,0) ,00,6 ,00,0, (1,0) .1.0)); 
fp = {000} 
。 103 -。 


Fr 一 (CODY (15 1sc) 
也 都 是 由 了 4 到 五 的 关系 


6， 整 环 及 其 性 质 


整 环 (3 十," ) 是 一 类 代数 系统 的 总 称 ,因此 它 是 一 种 抽象 
的 代数 系统 . 在 非 空 集合 上 定义 的 这 两 个 二 元 运算 必须 满足 以 
下 六 个 条 件 : 

(1) 十 和 。， 部 是 可 交换 的 

(2) 十 和 “， 都 是 可 结合 

(3) 。 对 十 是 可 分 配 的 ; 

(4) 十 和 * 均 有 单位 元 (将 十 的 单位 元 记 作 9， 将 * 的 单位 元 
记 作 1); 

《5) 每 一 元 素 zrEJ 在 J 中 均 有 加 法 道 元 一 r+ ,使 得 x 十 (一 x) 
=(—7X) 二 X=0; 

(6)， 满 足 消 去 律 . 

凡 在 一 个 非 空 集合 上 定 关 了 两 个 二 元 运算 ,日 这 两 个 运算 满 
是 上 述 六 条 性 质 的 代数 系统 , 均 称 为 整 环 . 

俩 49 设 4 一 || 2 “|]|a,5be7|, 试 证 明 集合 4 与 短 阵 的 
加 法 和 乘法 运算 构成 一 个 整 环 ( 这 里 了 工 表示 整数 集 ). 

: a # dad 

证 对 于 任意 的 | | [4 “ea 

因为 
a 5 2 dd 避 十 cc bpd 
[2 + [2 上 | [oi a | 4 
| .| “| [< ad 十 be 
2p a 2d ce 2 + ad} 2bd 十 ac 

所 以 (4; 十 ,。) 构 成 一 个 代数 系统 . 

(3) 根据 矩阵 加 法 运算 的 定义 ,十 满足 交换 律 . 对 于 运算 ，， 

“104 。 


ea, 


2pd be dd 
ce a 吾 十 十 有 a 
[2 “by = [ada + oe) Wa 

与 前 面 计算 的 [ “| .[ 4 《相等 ,所 以 "也 满足 交换 委 


C2) 扼 阵 的 吉 法 和 乘法 运算 均 满 足 缚 合 
(3) 自 阵 的 收 法 运算 对 加 法 运算 是 可 分 配 的 . 


(4) 短 阵 [0 “| 是 加 法 运算 的 单位 元 
矩阵 | 。 “是 乘法 运算 的 单位 元 


ua 4# a 一 人 —b 
(5) 对 任意 | ” “< 4 其 加 法 逆 元 是 垂 阵 | “| 
(6) 所 谓 运算 。 满足 消去 律 是 指 , 对 于 任意 的 撼 阵 y\zE 
4 ,车 了 天 0, 则 由 二 ，y= 一 2 可 得 yy 一 zz. 这 里 < 天 0 指 z 不 是 加 


法 运算 的 单位 元 . 
设 [。 ?| [< “| 个 基本 人 有 -个 


25 2 cj i2f ee 
为 0 并 设 
a 四 c ad a 在 e 上 
民 中 1 上 [2 中 [sy 名 
于 是 
[2 oe tt | ot%], 
Zac TF ad) 2bd + ac 2(pe a 及 十: 
因此 ac 二 - 28d — ae + 26f, (1) 
ad + bc = af + Be. (2) 
0 式 两 边 同和 2a, 将 (2) 式 两 边 同 梯 以 阔 , 分 别 得 
azc + 2abd 一 cte + 2abf, (3) 
2abd + 282c = 2abf obie, (4) 
(3) 一 (4) 得 


* 105 * 


(ea 一 op 一 《az — 2 Ye, 
fa 一 282300 一 6 = 0, 
因此 a 一 28:==0 或 cc 一 e 二 0， 
因为 a、5 均 为 整数 ,有 目 a、# 中 至 少 一 个 不 为 0, 所 以 
4 一 25250 因此 必 有 一 e， 
类 似 地 可 以 证 明 4 一 了 f; 故 
ce dd e I 
[2 中 [ "| 
由 上 可 知 (4; 十 , * ) 是 一 整 环 . 
例 410 设 (J; 十 ;* ) 是 一 整 环 . 试 证 明 
(1) 对 所 有 的 i 站 EJ, 若 i 十 j 一 i 十 站 ; 则 jj 一 &. 
(2) 对 所 有 的 i€EJ 有 i* 0 一 0 一 0 
(3) 对 所 有 的 iEJ, 有 一 := 二 (一 1) * 4 
证 QQ) 由 i 十 j 一 i 十 ,在 等 式 两 边 同 时 加 上 :的 如 法 道 元 
一 i ,得 


{一 让 十 tf 十 7 二 (一 站 十 i 十 攻 
由 加 法 的 结合 律 得 0 二 7 二 0 十 有 


所 以 了 一 上 
《2) 因为 2* 0 十 i * 0 一 i > 《0 十 0) 二 i ，0， 
所 以 i* 0+i* 0=i + 0+0, 
由 届 ) 得 i* 0 一 0， 
由 变换 性 得 i* 0 一 0 一 0. 
《3) 对 任意 的 iEJ， 
(一 ]) ii = 二 (一 1) :i 十 1*i (1 是 运算 ， 的 单位 元 i 
=(CC—1)41) :=i (。 对 十 可 分 于 ) 
一 0 (一 1 是 1 的 加 法 着 元 
一 0 《由 (2 . 


又 由 运算 十 的 交换 性 , (一 1) :i 十 i 二 i 十 (一 1) :i 一 0, 因 此 (一 17 
"i 是 i 的 加 法 道 元 , 故 (一 1) + i 一 一 i, 
.106 。 
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除了 上 述 三 条 性 质 外 ,还 可 以 列 出 整 环 的 其 它 一 些 性 质 ;这 些 
性 质 对 于 任何 一 个 满足 整 环 害 义 的 代数 系统 均 是 成 立 的 . 


7. 子 代数 


设 45iol ,oz 一 > 是 一 代数 系统 ,其 中 oo 是 二 元 运算 ,一 是 
一 元 运算 . 若 五 是 SS 的 一 个 非 室 子 集 , 且 5 上 的 运算 Oi Oa 和 一 在 
互 上 都 是 封闭 的 ,那么 车 将 这 睛 个 运算 的 定义 域 分 别 由 3 缩小 
为 HE, 将 值 域 包 由 缩小 为 豆 , 则 这 几 个 运算 世 分 别 可 看 作 是 五 
上 的 二 元 运算 和 一 元 运算 .因此 也 构成 代数 系统 Ciolop, 一 我 
们 称 它 为 Sioloz 一 ?的 于 代数 

例 411 设 7 一 人 4 十,，》 其 中 工 表示 整数 集 , 二 和“ 分别 
表示 通常 数 的 加 法 和 乘法 运算 . 对 下 面 的 每 个 子 集 ， 确定 它 是 否 
能 构成 V 的 子 代数 ? 为 什么 ? 

(1) Hi=i{2nt+1|nET}; 

(2) Hs={—1,0,1}; 

《3) := {2n |nET}. 

解 1) 也 不 能 构成 VY 的 子 代数 . 

因为 对 于 任意 的 2 十 1,2ns 十 1 EH, 有 

《2m 十 1) 二 (2n, 十 1) 二 2% 十 222 十 2 仿 于 1 

所 以 加 法 运算 在 本 上 不 封闭 . 

《2) 本 ; 也 不 能 构成 VY 的 子 代数 ， 

因为 加 法 运算 在 五 : 上 也 不 封 闵 . 甸 如 ， 1 十 1 一 2 个 地 ， 

《3) HH; 能 构成 了 前 子 代数 ， 
因为 对 于 任意 的 2 2 去 五 ,有 20 十 2 一 2 十)E 五 :， 
ey 2n2 二 2C2mmo) EF, 所 以 加 法 运算 和 号 法 运算 在 瑟 ， 上 均 

各 封闭 的 . 因此 (6; 十 ，*，) 是 过 ;十 ,，) 的 子 代数 . 
“在 代数 系统 VV= (I; 十 ,，) 中 ,将 运算 十 去 掉 , 令 Vi= (7; 
本 由 于 送 算 在 五 , 和 Hs; 上 是 封闭 的 ,全 此 Hi; » ;和 《HH,; 
" ) 均 可 看 作 是 Vi 的 子 代 数 ， 
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例 412 设 了 一 (Rix ,其 中 只 是 实数 集 , 运 算 * 定义 为 
xz#y = [ryl. 
符号 [x;yj 表 示 不 小 于 xz 和 y 的 最 小 整数 ,又 设 
= {rl0Rr10r € R)i 
= {rl0S x 10r € R), 
试问 HH 与 Hs 能 否 构成 V 的 子 代数 ? 
解 正确 理解 符号 [zx,y] 的 含义 . 例如 
门 .5， VZ]= 2， [~ 3, — 2.1]=— 2.- 
因为 运算 * 在 Hl 上 是 封闭 的 ,所 以 (ix ) 是 (R; x ) 的 于 
代数 . 但 五 * 与 运算 * 不 能 构成 Y 的 子 代 数 ,因为 * 在 H 上 不 封 
闭 . 例如 [9. 8$， 21=10, 但 10 


8， 代数 系统 的 同 态 


设 有 两 个 代数 系统 太一 4915oly# 1 一 ?和 Vs 一 《Satoz， 关 39 
一 2), 其 中 运算 o; 和 *i(i 二 1,2) 都 是 二 元 运算 , ~~;(i 二 1,2) 是 一 元 
运算 . 所 谓 h 是 从 到 Ts 的 一 个 同 态 是 指 h 是 一 个 从 SL 到 SS， 
的 函数 ,并 且 角 对 于 这 些 运 算 应 满足 以 下 的 条 件 ;对 于 任意 的 (xi， 
xzoES3 有 


hirorz) 一 hr)0sh ra); 
站 (21 ra) = ALT) # oh (ze), 
对 于 任意 的 xES1, 有 

AC~ICTI) 一 人 一刀 再 ( 工 ) )， 

例 4-13 设 有 代数 系统 记 一 ( 妨 i 十 ,一 ) 利 7 一 (RR+ ， 3 
其 中 丸和 Ri 分 别 表 示 实 数 集 和 正 实数 集 ,十 和 ， 是 通常 数 的 加 
法 和 飞 法 ,一 表示 求 相反 数 的 运算 ,' 表 示 求 倒数 的 运算 . 

设 有 函数 有 :R 一 Ri, 对 于 任意 xzER,h(z)==e*. 于 是 对 于 任 
意 xz,yER， : 

h(t = ee = hr) :hy). 
» 1]08* 


h(x) 一 有 一 em 一 去 二 Czr)31. 


因此 是 由 六 到 Ya 的 一 个 同 态 . 
9. 满 同 恋 


若是 从 代数 系统 V 到 的 同 态 , 且 产 又 是 一 个 满 射 , 则 称 
瑚 是 内 六 到 Ts 的 满 同 态 . 满 同 态 & 可 以 将 Vi 中 运算 的 性 质保 持 
到 Ya 中 的 运算 . 也 就 是 说 中 运算 若 具 有 某 些 性 质 , 诸如 交换 

结合 律 .分配 律 .单位 元 、 零 元 ,元 素 有 递 元 等 ,只 要 由 到 V。 

存在 着 满 同 态 , 则 Vs 中 相应 的 运算 也 具有 上 述 这 些 性 质 ， 

例 4-14 设 V=tR';*), 其 中 :表示 非 零 实数 集 ,， 表示 
通常 数 的 履 法 运算 . 试问 下 列 两 个 揣 数 是 否 由 FF 到 VV 的 满 司 态 ? 

(1) Cr) 一 32 

(2) 8(z) 一 一 

解 〈1)》 对 任意 xzER*, 有 x2ER' ,所 以 二 是 由 R* 到 RR' 的 
函数 . 又 对 于 任意 rx+,yER' ,有 . 

hr y= (rh hy), 

所 以 是 从 VV 到 VV 的 同 态 . 

但 不 是 从 下 到 VV 的 满 同 恋 . 因为 h 不 是 由 尺 * 到 R&R' 的 满 
射 , 例 卯 一 5 所 了 R" ;但 不 存在 TER' ,使 宇 一 一 5 

《2) 戏 任意 xE 及 ,因为 zx 天 0, 所 以 有 上 ER' ;因此 g 是 由 
及 "到 R" 的 函数 . 又 对 于 任意 ryER', 
有 g(r -oh 
所 以 g 是 从 V 到 VY 的 本 本 


对 于 尾 意 xzER: ,有 二 ER' I 即 R& 


g(r) * g(ty), 


中 任 一 元 素 在 R* 中 均 有 像 源 . 所 以 g 是 由 玉 " 到 民 的 满 射 ,因此 
*109. 


gz 是 从 下 到 下 的 满 同 态 ， 
10. 同 槐 


车 上 是 从 代数 系统 了 到 Vs 的 同 态 ,而 月 又 是 一 双 射 , 则 称 记 
是 从 TV 到 VY; 的 同 构 . 同 构 也 是 满 同 态 ,因此 它 也 能 “保持 运算 的 
性 质 ” 

我 们 知道 ,若是 从 六 到 VV; 的 同 构 , 则 它 的 道 函数 请: 必 是 
从 Vs 到 TV 的 同 构 , 因 此 民 数 系统 的 同 构 关 系 是 一 对 称 关 系 ， 

例 4-15 设 4={a,b;c), 试 向 代数 系统 ({ 记 ,A4});U, 门 ;和 
，《{{a16) ,A}; 贡 , 门 ) 是 否 同 构 ? 

解 令 S={ 名 ,4A}, 太 二 {{a,8) ,A), 定 义 沙 数 A.S-=> 玉 ,使 得 
02) 二 {a58} ,了 (4) 一 A. 显然 了 是 一 双 射 . 

“对 于 任意 x,y€E5, 若 一 y, 则 
Flr Uw = fr), 
Fx) UTC = FT) UU Flr) = fn), 
所 以 有 Fr Uy) = fr) YU Foy). 
若 x 关 y; 则 
Hr Uy =/f(4)= A, 
FU fy = {tab} A=A, 
所 以 有 flx Uy = fr) YU Toy). 
因此 对 于 任意 xz,yE5;, 痢 有 了 (zy)=/(C7)U f(y). 
类 似 地 对 于 任意 xz;yES, 若 ==y; 则 
Fr Ny) = fr) 
FD 门 F = FO MN Fz) 一 Fr)s 
所 以 有 frNnDoAnDNfn. 
车 xz 关 yy; 则 | 
fe = 2 一 人 ai 
FD NN FO = {ab} NN A = {a,d}, 
所 以 有 fr Ny = fr) NN fy). 
"11l0，: 


因此 对 于 任意 的 x,y€5, 都 有 fx) 一 FC) 站 fy). 

出 上 证 得 让 请 1A);W ;人 门 ) 与 < {a8} ,43}, 山 , 门 ) 同 构 ， 

例 4-16 代数 系统 玉 二 (<; 十 ) 与 Vi 一 <N;，) 是 否 同 构 ? 这 
里 了 和 六 分 别 表示 理 数 集 和 正 整 数 集 , 十 和 “。 分 别 表示 通常 数 的 
加 法 和 乘法 ， 

解 I 和 NN 都 是 可 数 集 ,因此 了 和 六 之 间 存 在 有 汉 射 . 例如 
可 以 定义 函数 :IN, 使 得 

1 ， 若 ? 二 0 
| 帮 ， 若 ; 全 0 
2 十 1， 若 所 已 

为 和 NN 均 是 无 限 集 , 因 此 由 了 到 NN 可 以 定义 许多 甚至 无 
穷 多 个 双 射 函数 . 这 些 双 射 函 数 中 是 否 有 满足 同 态 条 件 的 呢 ? 我 们 
不 可 能 对 所 有 的 双 射 函数 去 一 一 考察 ， 为 了 回答 这 一 问题 ， 我 们 可 
以 先 来 考察 这 两 个 代数 系统 所 具有 的 性 质 . 

2; 十 ;中 运算 十 县 有 单位 元 0; (NN; ，) 中 运算 ， 也 具有 单位 
元 1. 

全; 十 ;中 每 一 整数 i 对 于 运算 十 均 有 道 元 一 i, 即 i 十 (一 7) 
二 (一 站 十 i 二 0; 但 (N;，}) 中 除 单位 元 1 对 于 运算 ， 具 有 道 元 ] 
外 ,其 它 正 整数 对 于 运算 ，。 均 不 存 首 道 元 , 这 就 是 说 ,任何 一 个 由 
7 到 六 的 双 射 务 数 都 不 能 使 V; 中 运算 具有 VV 中 运算 十 每 一 元 
率 均 有 逆 元 的 这 一 条 性 质 . 而 “保持 运算 的 性 质 " 是 了 为 同 构 的 必 
要 条 件 ,由 此 可 知 V 与 Vs 不同 构 . 


11. 对 于 运算 的 代 换 性 质 


设 代数 系统 PV 二 (5;。, 一 ), 其 中 ,。 是 二 元 运算 ,一 是 一 元 
运算 ,6 是 5 上 的 一 个 等 价 关 系 ,车 对 于 任意 的 r,yE3. 
由 xpy, 可 得 (~xr pC~y)， 
则 称 对 于 运算 ~ 满足 代 换 性 质 . 
对 于 任意 的 zi ,xas yi ,yeE5, 若 由 ioy yzp32 ;日 得 (x1 。 
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pf。 ye) , 刚 称 P 对 于 运算 。 满 足 代 换 性 质 . 

例 4-17 设 代数 系统 了 = (六 十 :一 其 中 工 和 十 的 含义 同 倒 
4-16, 一 表示 求 相反 数 的 运算 , 定义 工 上 的 二 元 关系 :对 于 任意 
Ti3ET, 当 昌 仅 当 zz<0,y<0 或 者 rz 宇 0,y 字 0 时 ,roy 试问 6 是 
否 了 上 的 等 价 关 系 ? 若是 等 价 关 系 ,p 对 运算 十 和 一 是 和 否 满足 代 换 
性 质 ? 

解 ” 对 于 任意 xzE1T, 或 者 有 xz 过 0， 或 者 有 x 之 0, 所 以 总 有 
TEL, 

对 于 任意 zx,yE7, 若 xpy, 则 或 者 x<<0,y<<0, 或 者 4 这 0,y 宕 
0; 即 p<0,x<<0 或 者 y 蒂 0,zz20, 因 此 有 ypx. 

对 于 任意 z,yyzET, 若 zpyvypz, 风 由 xpy, 有 <0;3y<0 或 
者 3072 由 

车 xc0y<0, 则 由 ypz, 必 有 >=<0, 因 此 zox， 

若 X20 3220, 则 由 ypz+ 必 有 >0， 国 此 TID. 

由 上 各 知 ,p 是 了 上 的 等 价 关系 . 

P 对 于 运算 十 不 满足 代 换 性 质 . 例如 ， —20—8,5p5,(—2)+5 
二 3,( 一 8 十 5 二 一 3, 但 3o 一 3 不 成 立 . 

P 对 于 运算 一 也 不 满足 代 换 性 质 - 例如 ,025, 一 0 一 0, 一 5 一 
一 5 ,但 0p 一 5 不 成 立 . 

例 4-18 代数 系统 了 一 47;，, 一 ,其 中 工 和 一 的 含义 同 例 
4-17，。 表 示 通 常数 的 生活 运算 . 定义 T 上 的 二 元 关系 6; 对 于 任意 
,YET, 当 且 仪 当 x=0,y= 二 0 或 者 4 关 0,y 了 0 时 ,zpy. 试问 Pp 是 
否 了 上 的 等 价 关 系 ? 若是 ,p 对 于 运算 。 和 一 是 否 满足 代 换 人 性质? 

解 ”类 似 于 合 4-17 ,容易 证 明 p 是 了 上 的 等 价 甘 系 . 

2 对 于 运算 * 满足 代 换 性 质 . 

. 因为 对 于 任意 的 zy TY 著 zipyi;zapys; 则 有 zx 二 
0;Yy1=0 或 者 f 兴 0 天 0 : 

大 拉 一 0 和 一 0, 则 各。 妨 一 0 一 0 因此 有 (mm * xr)p 
《31。 yy. 

» 1i2* 


-车 光 关 0， 0， 如 果 Tz 0 YO 0 是 然 人 za ， Xa pt < 
刘 果 X203 和 005 见 | 1 Tu¥ 0 Mimi 因此 cn ， pe * 
Yad 2 
a 对 于 运算 -也 满足 代 换 星 质 ， 

因为 对 于 任意 zyET; 车 :zpy, 则 
.| 0 一 0 或 者 工 夭 0 天 0， 
于 是 一 人 一 0 一 YY 一 0 或 者 ~z0， yz0， 
因此 总 有 (一 zj) pC~y). + 


12. 间 余 关系 


设 有 代数 系统 下 二 《5;01,02,…,0w) ,其 中 运算 o;G 二 1 ,2,…， 
n) 是 S$S 上 的 一 元 或 二 元 运算 ,Pp 是 5 上 的 一 个 等 价 关系 ,车 6 对 于 
3 上 的 每 一 个 运算 均 满 足 代 换 性 质 , 则 称 是 了 上 的 一 个 同 余 关 

例如 , 例 4-17 中 的 等 价 关 系 PP 不 是 民 ; 十 ,一 ) 上 的 同 余 关系 ， 
例 4-18 中 的 等 价 关 系 6p 是 民 ;， ,一 》 上 的 同 余 关 系 . 

- 例 $19 例 418 中 的 等 价 关系 ?是 否 是 例 4-17 7 的 代数 系统 

六 二 《十 ,一 了 上 的 同 余 关 系 呢 ? - 

解 ” 由 例 4-18 知 ， 对 于 运算 ~ 满足 代 换 性 质 

但 对 于 运算 十 ,wp 不 满足 代 换 性 质 , 例如 ;有 一 503,5p4,( 一 5) 
十 5 一 0,3 十 4 一 ?, 但 0p7 不 成 立 , 因此 例 4-18 中 的 2 不 是 人 十 ， 
一 ) 土 的 同 余 关 系 , 


13. 商 集 与 商 代数 


在 第 二 章 我 们 曾 介绍 过 , 若 p 是 集合 4 上 的 等 价 关系 , 则 等 
价 类 的 集合 {[ejojaE4} 构 成 4 的 一 个 分 划 , 这 一 分 划 实际 上 是 
以 4 的 一 些 非 空子 集 为 元 素 的 集合 ,我 们 也 将 这 一 集合 称 为 4 关 
于 等 价 关 系 4 的 商 集 , 用 4/e 表示 ， 
设 有 代数 系统 V=《Si0,~), 其 中 o 和 一 分 别 是 二 元 运算 和 
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一 元 运算 ,p 是 YY 上 的 同 余 关系 . 令 P 一 4 3509) 其 中 人 
一 S/po 一 {LzjlzES 即 S$ 是 SS 关于 2 的 调集 . 运算 o 和 一 ”分 
别 是 $+ 上 的 二 元 和 一 元 运算 ,定义 如 下 ， 
[zjo yd = Lroy)s, ~ "Lz = ~ Che 

则 代数 系统 上" 称 为 是 了 关于 ze 的 商 代数 . 并 表示 为 yp 

这 一 定义 对 于 集合 3 上 定义 了 任意 多 个 运算 的 代数 系统 均 
是 适用 的 ， 

例 4-20 代数 系统 Y=(4ioo)》， 这 里 和 一 (alyassaayad， 
4 } , 送 算 o 和 os 均 是 一 元 运算 ,由 表 4-1 定义 | 


表 4 
et pCar) wake 
导 ] 本 4 a] 
位 2 Er | 全 
妇 了 好 A 
4 fy | 
闻 1 [i 


4 上 的 等 价 关 系 P 产生 4 的 分 划 {{giyas) ,1{azsas) , 19041}, 斌 证明 
是 VY 上 的 同 余 关 系 . 确定 商 代数 Vipt 通 过 构造 它 的 运算 表 ) 和 
从 下 到 yo 的 满 同 态 . 

证 因为 具有 自 反 性 ,所 以 对 于 任意 的 i 饭 太 ,由 eaipu 显然 
可 得 oj Cai) po Ce) yosfer)posfai)， . 

又 因为 mtfeD 一 asoigas = 二 ;所 Boat(ai)oo(as); 

因 淘 02 Ga)=aay02 (a3) 一 qi; 所 以 02 (Ca) po aas); 

周 汶 ol (las) 二 a3;01 (05) 一 q1; 所 以 oCaz) po (as); 

因为 oa2) 一 azypakas) 一 a5 所以 osfazyposfas). 

由 上 可 知 吕 是 六 上 的 同 佘 关系 

按照 商 代 数 的 定义 , 商 代数 YAp 一 (4/pror ,02 ) 
其 中 A/p={{arsa} sr ida rds} yt 
运算 or 和 oz 的 定义 由 表 4-2 给 出 . 

= 1 和 二。 


a ht 


开 4-2 


| 7 oi 
{avas}! ta} tava) 
arsas? {rrca} lz sts} 
{ea 《as ya5】 {0a 


定义 函数 /4 一 4/p, 对 于 任意 41€ 4,f(a) 一 [asjJ 即 
fla) = flas) = (a03}s 
fds) = Fas} 一 {lassds)}} 
Fla) 一 {aa}. 
显然 了 是 一 个 满 射 . 又 对 于 任意 a:E€ 4 和 任意 运算 oj(j 一 1， 


2)， 
fota)) 一 feike)]。 一 ch (Le 一 OF Cf ia) )， 
因此 了 是 由 站 到 Ye 的 一 个 满 同 态 . 


14， 积 代数 


为 简单 起 见 ,我 们 仅 介绍 两 个 代数 系统 的 积 代数 ， 

设 有 代数 系统 六 二 《51; xi 一 和 一 (9 xy 一 2 其 中 
* ;在 一 1,2) 是 二 元 运算 .一 (一 1,2) 是 一 元 运算 . 利用 集合 3S, 和 
Sz 的 笛 卡 尔 积 , 可 以 构造 一 个 新 的 代数 系统 中 一 4 x ,一 ), 称 VY 
为 可 和 ;的 积 代数 , 又 记 下 一 TXT 

这 里 S$S=S1 XSs 一 tris) [AES ,XrE SN,). 

* 是 二 元 运算 ,对 于 任意 葛 (x1, xz)， Cy Vy) ES, 

CT Ta) # CY Ya) = CX) 二 199 Te * ay2). 
~ 是 一 元 运算 ,对 于 任意 的 (zx,x2)E€5， 
~ (Tia) = Cn), sre)), 

例 421 设 太一 (DB 中 7: 一 (Za 人 ,其 中 Zr 一 10,1)， 

2 一 人 01:2) 中: 和 引 , 分 别 是 横 2 和 模 3 的 加 法 . 即 
a Bb = ressla 十 四， 引力 一 resyka + b), 
于 是 积 代数 
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Vi XV, = 一 《ZXZo PB), 
其 中 Zs X22; 二 {0,0) ,0,1),C0,2),(1,0) ,1,1),t1 ,2)}. 
运算 四 的 定义 如 表 4-3 所 示 . 
表 4-3 
tH 0,0) 01 4092 Cl,0) (1.1) (1,2) 
(COO COOY (OY O27 CLIO C1.1) C1,2) 
01) OY C02) OO) CI] 12) C0 
CO,2)] 0.2) [0,07 01) (1.2) (1,07 1.1) 
COICOY ty Cl.2) OO) {0,1) (0,2) 
【145li 1 tls2) CIO (COW1) CO.2) CO,07 
(12 001,.2) (C1,07 (1.1 0,2) (0,0) (0,1)} 


4.3 问答 与 论证 


例 422 设 43;* > 是 一 代数 系统 ,* 是 可 结合 的 二 元 运算 ， 
县 对 于 所 有 的 x/yES, 荐 xy 二 yx* 廊 ,网 工 二 yy 试 证 明 S 中 每 一 
个 元 素 均 是 舌 等 元 . 

证 因为 * 可 绪 合 ,所 以 对 于 任意 的 二 ES ,有 

(TTII STATTECTIELI), 

由 题 设 条 件 Xx# 工 一 工 , 放 工 是 置 等 元 ,由 xz 的 任意 入 ;S$ 中 每 一 
元 素 均 是 知 等 元 ， 

例 4-23 设 有 代数 系统 (S;* ,。), 其 中 * 和。 均 是 二 元 运 
算 , 并 分 别 具 有 单位 元 e, 和 ez. 已 知 运算 * 和。 相互 之 间 均 是 可 
分 配 的 , 试 证 明 对 于 5 中 任意 的 元 素 x, 有 x#*X=X。 工 = 二 Xz 

证 因为 e 是 * 的 单位 元 :er 是 。 的 单位 元 ,所 以 


人 一 和 el 一 《ezae oF — es 1) % (el * el》 


一 Pl % {el el = 和 3 Fl1$ 
C2 es = (el ea) XP2 — (FLX Ea) (ez % es) 
= ez 《ez #2) = f2 % C2. 


* 二 和。 


于 是 ,对 于 任意 的 xES, 有 

TEA (Toto) Kr oe) 一 下 [ea 其 多 一 福全 二 于 

ee ° e1) 一 开关 8 一 
故 对 于 任意 zxES, 有 

KIT 二 二 

例 424 设 广 和 都 是 从 代数 系统 451; x ?到 (Si 。》> 的 同 
态 , 这 里 * 和 。 都 是 二 元 运算 , 且 。 是 可 交换 和 可 结合 的 . 定义 泪 
数 有 :Si 一 $a, 使 得 对 于 任意 ES1. 有 Cx) 二 用 (x)。 到 (zx), 试 证 明 
有 也 是 从 (651; x* ) 到 《5S,;。) 的 同 态 ， 

证 ”对 于 任意 zx,yES,; 因 为 刻 和 都 是 从 (Si; *} 到 《5s 
“ ;的 同 态 , 所 以 有 

下 ( 开 基 一 Ty) flr *y) 
= (f(r fv) (fs) fty)), 
又 因为 。 是 可 交换 和 可 结合 的 .所 以 
hr y) = CARY fr)) CHOY) * fly)) 
= hr) " ACy), 

由 Ty 的 任意 性 ,可 知 上 也 是 从 451; xx) 到 4 。) 的 同 态 . 

例 4-25 设 访 二 CC; 十 ,'，), 其 中 CC 是 复数 集合 ,十 和 “。， 是 
通常 数 的 加 法 和 箭 法 上 7 一 人 4 十 ,。) ,其 中 

a R| 


w- 人 [， ,| | 


十 各。 是 矩阵 的 加 法 和 和 履 法 CR 是 实数 集 ). 试 证 明 这 两 个 代数 系 
统 同 构 . | 
证 定义 函数 有 :CJM, 对 任意 a 十 交 EC， 


位 a 
iat; 。 外 
《2 十 花 ) 


Ea 
对 性 意 的 a 十 避 ,c 十 id EC, 若 a 十 ib 坟 ec 十 id; 则 a 关 c 或 Bd， 
因此 
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局 


即 hla th) he 十 证 )， 
放大 是 内 射 . 

对 于 任意 | ”， 
是 满 射 ,因此 是 双 射 . 


又 对 于 和 任意 的 ae 十 芭 ,ce 十 EC， 
hllatiD) + te tid =A to ti + ad)) 
Qe p+a a 五 a 
和 [_ G+d) a 7] | |， ] 
= hla Tid) + hte + ia). 
pltat io Ct) = h(a — bd) ilad + ch)) 
_ | ac — ba ad = [ “| [ “| 
-— tad + be) ac — bd 一 是 a —ad .ec 
= hla tid) :hte tia). 
由 上 可 知 h 是 从 到 Vi 的 同 构 . 
例 4-26 设 f:4 一 8 是 从 T=(4;。) 到 VV 一 (B;*x 的 同 
态 ,g:B8~*C 是 从 Vs 到 Vi 二 (C;X) 的 同 态 . 这 里 运算 +。、* 和 Xx 
均 是 二 元 运算 . 试 证 明 复 合 国 数 8 * FF4 一 CC 是 从 到 Yas 的 同 
态 . 
证 因为 和 和 g 均 是 同 态 , 所 以 对 于 任意 的 a,a:EEA, 有 
g* fa oa) = gf oa) = gf (a) flas)) 
= gg» fa) X gg fas), 
故 有 "下 是 从 到 了 的 同 态 . 
例 427 设 阔 数 ,51 一 S52 是 从 代数 系统 六 二 (514.1 一 1 
到 WS; = 2 一 2 的 间 态 ,其 中 运算 *; 利 一 ,1f 二 1,2} 分 别 基 二 
元 运算 和 一 元 运算 . 斌 证明 tS ?对 于 运算 关 2 ~ 构成 Vs 的 子 
代数 . 
*118: 


五 
"|ema 然 (atiD) =| 


芬 析 证 明之 前 先 要 搞 清 楚 符 号 htS,) 的 含义 .C51) 是 5S 的 
一 个 于 和 集 , 由 5S; 中 所 有 元 康 的 愉 组 成 . 外 
A(S1) 一 {y|y EE Sz 存在 x 全 31, 使 hr) 一 ?小 
证 因为 h 是 从 5 到 5; 的 函数 ,所 以 ACS)SES2, 且 由 非 
空 ,可 因 有 05,) 也 非 空 . 
对 于 和 任意 的 yo 站 CS 必 有 加 zs 和 9 使 得 A 
下 (2 一 和 ,于 是 
VI ay = TI HR oh Ts) = hr xs) = hr) E 站 (SS 
对 于 任意 >EAkS , 必 有 ES 使 得 MKz) 一 ,于 是 
ty) = AD) = RACAL = h(x) E RCSI). 
由 和 xn,yz 和 > 的 任意 性 ,运算 * * 和 ~-* 在 子 集 AL51}y 上 是 对 
闭 的 . 故 ( 玉 (9 3 x 一 2 是 Y。 的 子 代数 . 
例 4-28 代数 系统 信 二 <R 一 (0};，) 与 入 一 (RR; 十 ) 同 构 吗 ? 
其 中 怀表 示 实 数 集 ,， 和 十 分 别 表示 通常 数 的 情 法 和 加 法 运算 . 
分 析 ”如 时 玉 与 Vi; 同 构 , 则 这 两 个 代数 系统 应 具有 完全 相 
同 的 性 质 . 例如 Vi 中 有 单 们 元 1,V; 中 有 单位 元 0. 但 是 我 们 发 现 
在 了 中 元 素 一 1 满足 等 式 ( 一 1) "一 1) 一 1 ,而 在 V 中 却 找 不 出 
除 单位 元 以 外 的 元 素 了 ,满足 z 十 z 一 0. 因此 了 与 Vi 不 可 能 同 
构 . 下 面 给 出 这 一 结论 的 证 明 . 
证 ( 友 证 法 ) 设 存在 画 数 :RK 一 {10} 一 RR 是 信访 到 Vs 的 
同 构 , 则 由 单位 元 映射 为 单位 元 ,有 产 (1) 一 0 
又 设 产 一 1) 一 5 网 
上 1) 一 用 人 一 1 (一 1 一 及 一 1 十 下 (一 1 一 二 十 声 
因此 “He 一 0, 即 2 一 0, 由 此 导致 上 1) 一 站 (一 1), 这 与 声 是 双 射 相 
矛盾 . 融 (R 一 {0)};，) 与 <R; 十 ) 不 同 构 ， 
车 代数 系统 Vi 和 挟 同 一 个 代数 系统 六 , 购 从 入 到 TV 的 
同 态 称 为 了 的 自 间 态 , 从 玉 到 Vi 的 同 构 称 为 六 的 自 辣 构 . 
例 4293 试 证 明代 数 系统 (Q@; 十 ,* ?上 的 自 同 构 只 有 一 个 - 
这 里 @ 表 示 有 理 数 集 , 十 和 ， 分 别 表示 通常 数 的 加 法 和 葬 法 运 
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算 . 

证 恒 等 前 数 Jo:Q*Q 显然 是 (QQ@; 十 ,* } 上 的 一 个 自 同 构 ， 
假设 也 是 (Q; 十 ,* ) 上 的 一 个 自 同 构 , 则 由 单位 元 映射 为 单位 
元 知 z 

AhC0} = 0, A()=1, 

对 于 任 一 正 整 数 m, 由 同 态 的 定义 ,有 

Gm) 二 (1 十 1 十 十 1)= 二 A010 十 A011) 十 十 h(1) 一. 

对 于 任 一 负 整 数 一 m, 因 为 一 m 是 mm 的 加 法 道 元 ,由 满 同 态 的 
性 质 z 

ht— m) = hm)) =— m. 

于 是 ,对 于 任 一 非 零 整数 j, 因 为 二 是 j 的 生 法 递 元 ,由 满 辣 态 的 性 
质 


1 . A 1 
hy ho(h 1 jl 
(3) CD = Ch) 2 7 


因此 ,对 于 任 一 有 理 数 4' 设 9 一 (ij 均 是 整数 , 且 j 汉 0), 则 
i 一 9*j; 且 
下 (站 = hg NN) = hg) * ht)). 
于 是 Kg) = 一 
由 十 可 知 有 ==Jo, 即 (Q; 十 ,，) 上 的 自 同 构 只 有 一 个 . 
例 4-30 设 有 代数 系统 CN;，) 和 <{0,1});，), 其 中 余 表示 
正 整数 集 ,' 表示 通常 数 的 乘法 运算 ,函数 及 :N 一 {0,1} 定 义 为 
1 ,n= 2( 守 0)， 
0i 否则 
试 证 明志 是 从 tN; 。，) 到 {{0,1};。，) 的 同 态 . 
证 对 于 任意 的 jz1 9 EN. 
(车 而 一 的 一 2 (0)， 则 mm 。zr 一 26te ,因此 
hn ， Hz) 一 ] 产 (一 1 一 ] ， 
“120 。 


Atn) = 


共 而 On * 2) =h Cm) “大 (rtz)， 

(2) 若 n 和 ns 中 至 少 有 一 个 不 能 写成 地 的 形式 ,例如 设 
不 能 写成 2 的 形式 , 则 必 存 在 某 奇 数 记 使 #1 一 24， plp 关 1); 因 
为 nn, * ns 含有 因子 ,所 以 也 不 能 写成 尖 的 形式 ， 于 是 4(a m2) 
=0,h(n)=0，, 

年 hen h(n) =0 + hn) =0, 
故 hm" Ra) = On) " hns). 

由 上 可 知 ,h 是 从 <N3* }) 到 (40,1};*，} 的 同 态 ， 

例 4-31 设 有 代数 系统 V=《5S;* ,一 ),* 种 ~ 分 别 是 二 元 
运算 和 一 元 运算 . m 和 ps 均 是 VY 上 的 同 余 关系 . 试问 Pi 门 pp 和 pp 
Ue: 是 V 上 的 同 余 关 系 吗 ? 

解 请 门 m 是 了 上 的 同 余 关 系 ,其 证 明 如 下 . 

首先 由 第 二 章 例 2-33 可 知 pi 门 pz 是 S 上 的 等 价 关 系 . 

对 于 任意 Tir Yay 若 or 门 ea) Telp Npe) ys 则 

TOY Tom 有 旦 eplyayzspoye， 
因为 pj 和 ps 均 是 V 上 的 同 余 关系 ,所 以 
rsf) 1 CT % T2) pal ¥ Ya), 


因此 
{zi XA2) Co 门 Ce 

故 pi 站 ps 对 于 运算 * 满足 代 换 性 质 . 

又 对 于 任意 TyES 若 KE 门 22}y: 则 有 

XAy 有 £8 Cey， 

于 是 《一 TDP 且 Op), 
因此 《一 2 Nf pe} (~ »), 

由 上 可 知 ,a 门 p; 是 Y 上 的 同 余 关系 . 

miUes 不 一 定 是 VY 上 的 同 余 关系 . 因为 m Ups 可 能 不 是 VY 上 
的 等 价 关 系 . (参见 第 二 章 例 2-33》 

例 432 设 有 代数 系统 (I; 十 ,，), 其 中 了 表示 整数 集 ,十 和 
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生 


。 是 通常 数 的 加 法 和 和 屠 法 运算 . 集 了 上 的 关系 2 定义 为 , 当 旦 仅 当 

上 | 一 | 时 ,ap 试 癌 p 对 于 十 满足 代 换 性 质 吗 ? 对 于 。 呢 ? 
解 ” 对 于 任意 ziyzzy yy yz 人 ET 车 rioyis,xapyz; 则 | zi| 一 

[yx ,| | 一 |yz|， 但 此 时 不 一 定 有 |z 十 ze | 一 | 十 加 | 
例如 , 设 妆 一 2, 轨 一 一 2，z 一 和 一 3 则 显然 有 1x1|=| yl， 


[zx:|= |y;|, 


但 ltl yl 
故 对 十 不 漠 足 代 换 性 质 , 显然 ,在 |zi|==|y1|;|zz|= |yz| 时 ,有 
[zi * rzl = [zi 。 |z| = [anl "|| = [yr * yz|, 


所 以 有 (xz ， za)plyy，Yys); 故 2 对 于 满足 代 换 性 质 . 

例 433 设 V=<;。), 其 中 I 是 整数 集 ,。 是 一 元 运算 , 定 
广 为 。( 站 二 resw (24) Gm>0, 上 > 汪 0). 了 上 的 关系 6 定义 为 , 当 且 入 
妆 resw (i) 二 TEsw《iz) 时 ,pis, 试问 bp 是 tI; 。》 上 的 同 余 关 到 
吗 ? 

分 析 【符号 reso (站 天 示 i 被 mx 除 后 的 非 负 余数 . 例如 
reset49)=1 ,ress(—-49}=5. ) 

解 ” 由 的 定义 ,P 显然 是 T 上 的 等 价 关系 . 同时 也 是 4 
。) 上 的 同 余 关 系 , 其 证 明 如 下 . 

对 人 尾 意 六 ;2 了 若 吉 Bis; 风 res, (i1) =resn, (i2). 
令 i 二 pmtrris—gmtr (Or<m), 
= pmtr =O pm tO pp) tr 二 Op) 

十 Ch; 
ii—=(gm+r =O (gm Cen) rlrt TO! (gm) ri 
十 (人 区， 1 
因此 。 (G1) ==resn (0) 二 resm (7 )， 
° (12) —resm it) =res, (7), 

于 是 “(==。(Gii), 由 pp 的 自 反 性 ,有 。 Gp。(i2), 因 此 p 对 
于 。 满 足 代 换 性 质 , 故 bp 是 (J;。，) 上 的 同 余 关 系 . 
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半 群 和 独 异 点 


， 半 和 群 ; 

。 独 蜡 点 ; 

*， 循环 独 异 点 ; 

* 子 半 群 和 子 独 蜡 点 ， 


， 群 


， 群 ; 
* 循环 群 ; 


元 素 的 周期 与 群 的 阶 


. 群 的 基本 性 质 


群 的 消去 律 ; 
元 素 运算 后 求 首 元 ; 


”元 素 的 周期 . 


- 子 群 及 其 陪 集 


”了 于 群 及 其 判别 ; 

， 了 于 群 的 陪 集 ; 

* 正规 子 群 及 其 判别 ; 

” 群 中 与 子 群 相 关 的 左 ( 右 ) 陪 集 分 划 ! 
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。 拉 格 朗 日 定理 . 
5.2 基本 知识 点 


1. 半 群 


一 个 非 空 集合 3 和 定义 在 其 上 的 一 个 二 元 运算 * 可 组 成 一 
个 代数 系统 (5S; * 》. 若 运算 * 满足 结合 律 , 则 称 代数 系统 (634 *》 
为 半 群 . 

例 51 设 只 是 实数 集 , 尽 上 的 二 元 运算 Xx 定义 为 ,aX5= 
la| "5(。 表 示 通 常数 的 飞 法 运算 ), 问 与 运算 x 能 否 构 成 半 
群 ? . | 

解 对 于 任意 的 asb;CER, 有 


(aa XXX 一 (ca xcr 一 al zc 一 |al vc， 
昌 X( 人 Xe 一 al 人 Xc 一 av fpsc7 一 el: 5 ec， 
所 以 (a x Xe=aXx (bX ee), 
故 (R; XX} 是 一 个 半 群 . 

2. 独 异 点 


如 果 半 群 65; * } 中 运算 * 具 有 单位 元 , 则 称 该 半 群 为 独 异 
点 . 
例 5-2 考察 例 5-1 中 的 半 群 (9; * }, 它 是 否 是 一 个 独 异 点 ? 
解 ” 对 任意 的 ES, 若 ea 是 左 单位 元 , 刚 
Xo= |a 一 已 
要 使 上 式 成 立 , 只 有 la|=1. 即 a=1 或 za 一 一 1. 因 此 1 和 一 1 均 是 
运算 x 的 左 单位 元 . 
对 任意 的 a€E5, 着 6 是 右 单位 元 , 则 有 
aXp=|a|-.68=ua. 
当 42>0 时 ,要 使 上 式 成 立 , 必 须 56==1. 
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当 ea<0 时 ,要 使 上 式 成 立 , 上 必须 0 一 1 

因此 ,1 和 一 1 均 不 能 成 为 运算 X 的 右 单位 元 . 于 是 运算 x 不 
存在 单位 元 . 故 半 群 (S; * ) 不 是 独 异 点 . 

例 5-3 设 4={10,1,2,3} ,加 ,为 模 4 乘 法 , 即 

dp 一 TEST 上) 

试问 4 和, 能 否 构 成 独 异 点 ? 

解 ” 构 造 模 4 乘法 在 4 上 的 运算 表 ( 表 5-1). 显然 运算 结果 
均 是 4 中 的 元 素 , 所 以 (4; 人 3) 交 成 一 代数 系统 ， 

表 5-1 

1 


对 于 任意 的 a,5,cEA, 令 
p= dn 二 resta Bb c= dm 二 res tb cy, 
则 CaO resia : DOr = ress (ress DY) ec) 
一 resst(dm) 十 restfc * 0)) = e) 
= resatta * b) sc] 
a PO aresd * c} = resy (a * ress (be)) 
一 ressta * tdnpls 十 Tesy(p 000) = resita » (bh » c)), 
因为 通常 数 的 乘法 运算 ， 蚌 可 结合 的 ,所 L 
QO Ou = aO LO), 
即 马 , 满足 结合 律 . 
由 运算 表 可 看 出 ,1 是 售 ; 的 左 单位 元 ,也 是 右 单位 苑 ,因此 1 
是 @ 的 单位 元 . 故 《4; ,) 是 一 独 异 点 . 


3、 循 环 独 异 点 


在 半 群 或 独 异 点 (5; x ?中 ,运算 * 是 可 结合 的 ,因此 可 以 对 
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任意 的 aE3s, 定 义 吧 为， 

dt 一 

el 一 a xa (Cn 为 任意 正 整 数 ). 
对 于 独 异 点 ,又 可 规定 中 一 e (e 表示 单位 元 )， 

用 数学 归纳 法 不 难 证 明 a 的 竹 遵 从 以 下 规律 
HAT ma)" a, 

以 上 两 式 ,对 于 半 群 来 说 ,mx 和 为 任意 正 整 数 ;对 于 独 异 点 来 说 ， 
m 和 为 任意 非 负 整 数 , 

在 独 异 点 《5S; * ) 中 ,如 果 存 在 一 个 元 素 &, 使 得 S 中 的 每 一 个 
元 素 a 均 可 表示 成 a 二 g' (i 为 非 负 整数 ), 风 称 《S; * 为 循环 独 异 
点 : 称 8 为 (S;*) 的 生成 元 . 

例 5-4 考察 例 5-3 中 的 独 异 点 是 否 为 循环 独 异 点 ? 

解 和 例 5-3 中 的 独 蜡 点 (4; 不 是 循环 独 异 点 . 因为 4 中 
不 存在 元 素 g 能 满足 循环 独 异 点 的 定义 条 件 ， 

例如 ,0 一 1,01 一 中 一 0 一 … 一 0; 


1 一 1 一 1 一 二 一 … 一 120 一 1,2 一 2， 
下 一 第 一 2 一 一 03 一 3 一 3 一 一 3， 
30 一 3 一 34 一 -… 一 1. 
例 5-5 设 VY 一 人 ta,pscdjix ), 其 中 运算 * 由 表 5-2 定义 
表 5-2 
训 | a & cc dd 
ula & cc dad 
plb ¢c a a 
cle a a #8 
dild a bb ¢e 


试问 7 是 循环 独 异 点 吗 ? 若是 ,请 指出 它 的 生成 元 . 

解 ”根据 运算 表 , 用 故 举 法 可 以 证 明 , 对 于 任意 zyyyzE fa， 
yey) ;等 式 ( +z 一 xya#s) 是 成 立 的 . 因为 征明 过 程 太 
繁琐 ,这 里 省 略 ， 
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由 运算 表 可 以 看 出 a 是 单位 元 ,因此 VY 是 一 独 异 点 . 

因为 全 =5 ,六 一 cy 所 二 ec #6 二 ds5'==d #5 二 a 所 以 V 是 一 循 
环 独 异 点 .2 是 其 生成 元 . 另外 ， 
由 于 di=d,d?—cd'—e#d—b,dimd da 
因此 4 也是 T 的 生成 元 . 

a 和 c 不 是 的 生成 元 ,读者 可 根据 生成 元 的 定义 自己 验证 . 


4 子 半 群 和 子 独 异 点 


设 (S;* ) 是 一 个 半 群 ,如 果 5 的 非 空子 集 了 使 得 运算 x 在 了 
上 封闭 ,那么 (T; * ) 就 构成 (S; x ) 的 子 代数 . 我 们 称 (T; x ) 是 
《955 * } 的 子 半 群 . 因为 运算 * 在 TT 上 也 是 可 结合 的 ;所 以 子 半 群 
也 是 一 个 半 群 . 

车 tS; * ) 是 一 个 独 异 虚 , 7" * ) 是 <S; * ) 的 子 代 数 , 并 且 
《Si x% 的 单位 元 eET, 则 称 (T # ) 是 和 5S; * ) 的 子 独 异 点 . 显然 子 
独 异 点 也 是 一 个 独 异 点 . 


例 5-6 设 S= | [ ,] 


4bERIR 是 实数 集 ) ,， 是 矩阵 的 


收 尖 运算 , 则 (S;，) 是 一 个 半 群 因为 矩阵 | | 是 其 单位 元 ,所 
以 (S; 。 ) 也 是 一 个 独 异 点 , 设 
uu 0 
“一 LE 0| “< 
则 TS, 且 * 在 荆 上 土 闭 , 所 以 人 了。 ) 是 名 1，)? 的 子 半 和 群 . 
在 4T;， ) 中 ,| 。 1 | 是 单位 元 ,所 以 CT ，) 是 一 独 异 点 .但 


| 


因为 CS; ) 的 单位 元 |。 "| 全 7 所 以 4T， 。) 不 是 (Si ，) 的 子 独 


异 点 . 设 
a= {oJle en 


2 € Rj, 
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则 五 己 S5, 且 ， 在 开 上 是 封闭 的 ,所 以 《 电 ;，) 是 (S;*，) 的 子 半 
群 . 因为 单位 元 |。 “| E71, 所 以 LH; ) 是 (8; ) 的 子 独 异 点 


5. 焙 


如 果 独 异 点 4G5* ) 中 ,每 一 元 素 均 有 道 元 , 则 称 (G; * ) 是 一 
个 群 . 我 们 常 将 元 素 a 的 道 元 记 作 a 因此 在 群 4Gj * ) 中 ,着 4E 
忆 ; 则 必 存 在 一 元 素 a 1 使 得 a ¥a =a ll ¥ a—e. 

例 5-7 设 G=Q@ 一 和 1}(Q 为 有 理 数 集 ) ,定义 上 上 的 二 元 运 
算 * 为 xz 一 ae 十 5 一 唉 ,试问 4G; * > 是 群 吗 ? 

解 ”对 任意 的 apcEG， . 

(a by xrc=— (qo ab)ac 
= 中 ac (tab— abc 
= 二 二 cc— ab— ac— étatc; 

ax (bxc)—= a#(th+e— be) 
~aTp+ec— cc— abt+c— i) 
=ab+c—ic—aw—ac tac; 

所 以 (a xh)xc— ax(hxc), 
又 对 于 任意 4aEG,0*a 一 a x*0 一 a; 所 以 0 是 (全 ; * 的 单位 


元 . 

对 任意 acEG, 有 ax 二 一 zi *a 一 0. 所 以 每 一 元 素 a 均 
有 道 元 ,其 逆 元 为 -1， 

由 上 可 知 (<G; x ) 是 一 个 群 . 

若 将 集合 C= 急 一 人 改 为 G 一 入 , 则 塌 :* ) 不 是 群 . 因为 1 没 
有 逆 元 ,不 符合 群 的 定义 . 

6. 轿 环 群 

类 但 于 独 蜡 点 ,在 群 (G; * ) 中 也 可 定义 元 素 a 的 笑 为 
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c 姑 一 人 *<2 4 为 任意 非 负 整 数 ). 
二 于 群 中 每 一 元 总 都 有 逆 元 ,因此 又 有 
a ”= {a ll) 
因为 等 式 wa"= 二 qa" 和 和 ta")" 二 =a” 
仍然 成 立 , 所 以 又 有 a "一 Ka 一， 
关羽 于 独 异 点 ,我 们 也 可 以 引入 循环 群 的 概念 . 

在 群 他 ; * 中, 如果 存 在 一 个 元 素 g; 使 得 G 中 每 一 个 元 素 a 
均 可 表示 成 a 二 gi (i 是 整数 ), 则 称 G; * ) 为 循环 群 , 称 g 为 4G; 
< ) 的 生成 元 . 

例 5-8 设 有 代数 系统 (J;。), 其 中 7 为 政 数 集 ,运算 定义 
为 ,对 于 任意 awbEl, 

= — 27. 
试问 (I;。) 是 否 为 循环 群 ? 
解 ”对 任意 ap,cEr， 
[和 
一 4 十 一 2 二 ee 一 2 一 2 十 5 十 ec 一 4; 
a bro =u°* (He— 2) 
一 abe?—2=a1+b+rc—d; 
因此 《Gy 一 和 (ee)， 网 

又 对 于 生意 的 aE1,a，2 二 a 十 2 一 2 一 a 目送 算 。 是 可 交换 
的 ,所 以 有 单位 元 2. 

对 任意 aE7, 若 a 5 一 a 十 5 一 2 一 2, 则 5 二 4 一 a, 因此 每 一 元 
素 & 均 有 逆 元 a ! 一 4 一 a. 

由 上 可 知 {7;。) 是 一 个 登 . 

‘J}。) 也 是 一 循环 群 . 生成 元 是 1, 不 难 验 证 ,对 于 任意 整数 
1 一 2 一 1, 因此 对 于 任意 整数 一 1 3 也 是 生成 元 ,对 于 任 
# 整 数 N37 二 十 2， 


7 元 素 的 周期 与 群 的 阶 


在 群 (G; x* 中, 元素 4 的 周期 是 指 这 样 的 一 个 正 整 数 7, 它 使 
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得 =e, 且 是 使 得 这 一 等 式 成 立 的 最 小 的 正 整 数 . 如 果 对 3 
率 a, 不 存在 这 样 的 正 整 数 r, 则 称 a 具有 元 限 的 周期 . + 
群 (G; * ?的 阶 定 义 为 集合 G 中 元 素 的 个 数 ,根据 它 是 有 限 或 
无 限 , 可 将 群 4G; x > 分 为 有 限 群 和 无 限 群 . 
例 59 设 有 群 记 t; 听 ,其 中 如 二 {0,1,2,3,4,5}; 引 是 模 
6 加 法 , 即 对 于 任意 的 a,5E2;,a 四 sb 二 resseta 十 站 . 试 求 出 群 (2。: 
{DBs} 的 阶 和 群 中 每 一 元 案 的 周期 . 
解 ” 因 为 Z; 的 元 素 个 数 是 6, 所 以 群 4Zoi 中 的 阶 为 6. 
0 是 单位 元 ,所 以 0 的 周期 是 1. 
=],l1i=]0l1=2,1:=1Pl=—201==3,1: 二 ll 二 3 
,1= 4 下 一 1 一 4 一 5 ,1 一 15 引 一 5 一 和, 所 以 1 的 
周期 是 6. 
一 22,2 一 2 中 2 二 4, 二 2D2 二 4 名 2 二 0, 折 以 2 的 周期 是 


3. 

一 3,3 二 3 外 se3 二 0, 所 以 3 的 周期 是 2， 

4 二 4,4: 二 4 中 sd 一 2, 吉 = 二 2 中 sd 二 0; 所 以 4 的 周期 是 3. 

51=—5,5 =—=505=4,5:=40De5=3,5!—30D5=2,5’=20,5 
一 【3 :二 10Bs5 一 0, 所 以 6 的 周期 是 6, 

由 上 也 可 看 出 , 群 (2Z;; 扑 s}) 是 一 循环 群 . 1 或 5 是 其 生成 元 , 且 
生成 元 的 周期 与 循环 群 (G; * } 的 阶 相等 . 

群 有 许多 重要 的 性 质 , 下 面 8.9.10 款 中 列 出 了 群 的 一 些 基 本 
性 质 , 并举 出 了 一 些 例 子 , 希望 读者 通过 这 些 例 子 理解 并 熟悉 群 的 
性 质 . 


8 群 的 消去 律 


若 4G; * ) 是 一 个 群 , 则 对 任意 的 a,8€EG, 方 程 a x zx 一 5 和 
*a 一 上 在 避 中 均 存 在 唯一 的 解 . 由 此 可 以 鹤 出 ,对 于 任意 a,8,c 
口才 a #5b=axe,y 则 上 58=c; 若 5 x*a==c xa; 则 5 二 c. 这 一 性 质 各 
是 群 的 消去 律 . 
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语 " 训 | 5-10 试 证 明 在 一 个 群 (G; * ) 中 ,如 果 对 于 任意 的 a,5E 
“有 (a * 5b 一 a? x* 所, 则 <G; * ) 必 是 交换 群 . 
”证 因为 对 于 任意 的 a,5EG, 有 
(a xo) asp = Caxa)* tho), 
a {hxay sb =—=a {a ph) oD, 
二 是 根据 消去 律 5*a 4 #D3 故 4G; * ) 是 一 交换 群 


9. 群 中 元 案 运 算 后 求 逆 元 
设 (G; sr > 是 一 个 群 , 则 对 任意 的 Als ds" sin EG, 有 


(a Ag) |! = A WA A! 
例 5-11 设 4G; * ) 是 一 个 独 异 点 , 且 对 于 任意 的 aEG, 均 有 
a * a 二 e. 斌 证明 (G; x ) 是 交换 群 . 
证 因为 对 于 任意 aEG, 均 有 a x*a 一 e, 所 以 任意 元 素 a 均 有 
道 元 ,; 且 aT! 二 a. 因此 <G; * } 是 一 个 群 . 于 是 对 于 性 意 的 a,8EG， 
有 


A = ab l, 
又 根据 上 述 群 的 性 质 (a * 的 一 扩 I#ea 因此 
Aaxb=b lxa! =obxa, 

故人 GG; * ) 是 一 交换 群 . 

10、 群 中 元 素 的 周期 

与 群 中 元 素 周 期 有 关 的 有 妇 下 一 些 性 质 . 

设 ( 避 ; * ) 是 一 个 群 

(1) 阁 元 素 aEG 具有 有 限 周 期 ~>, 则 当 且 仅 当 上 二 是 > -的 闲 数 
褒 时 ,a 二 e. 


震 ，《〈2) 群 中 任 一 元 素 a 与 它 的 逆 元 a”! 具有 相同 的 周期 . 

“(3) 若 4Gix > 是 有 限 群 , 则 G 中 每 个 元 率 均 具有 有 限 的 周 
总 ?7 且 每 个 元 素 的 周期 是 #6 的 因子 . (#G 表示 集合 G 的 基数 , 即 
: 详 5Gy * ) 的 阶 ) 
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(4) 设 (G; * ) 是 一 由 元 素 g 生成 的 循环 群 . 本 
如 果 g 的 周期 为 4 ,那么 如; * ) 的 阶 为 n. : 
如 果 g 的 周期 为 无 限 ,那么 4Gr* ) 的 阶 为 无 限 . 

例 5-12 试 证 明 在 一 个 有 限 群 中 ,周期 大 于 2 的 元 素 个 数 一 
定 是 偶数 . | 

证 设 (G;*) 是 一 有 限 群 ,又 设 a&€G 是 GG 中 周期 大 于 2 的 
元 素 . 于 是 as5ee 有 a: 了 #; 交 由 a #2a 一 e 可知- 而 < 与 a 
. 的 周期 是 相同 的 ,于 是 由 群 中 逆 元 的 唯一 性 , 群 (G; x ) 中 周期 大 
于 2 的 元 素 必 成 对 出 现 , 因 此 其 个 数 必 为 偶数 . 

例 513 试 证 明 在 阶 为 偶数 的 有 限 群 中 ,周期 等 于 2 的 元 素 
个 数 一 定 是 奇数 . 

证 设 (G; x ) 是 一 阶 为 偶数 的 有 限 群 ,由 例 5-12 知 扣 中 周 
期 大 于 2. 的 元 素 个 数 是 偶数 . 又 单位 元 e 是 群 中 唯一 周期 为 1 的 
污 素 ,于 是 由 中 元 素 个 数 为 侦 数 , 知 G 中 周期 为 2 的 元 素 必 存 
在 且 个 数 为 奇数 . 

例 5-14 例 5-9 中 群 (2Z;; 思 ;的 阶 为 6,G 中 每 一 元 素 的 周期 
均 是 6 的 因子 .1 和 5 互 为 逆 元 ,其 周期 均 为 6;2 和 4 互 为 道 元 ， 
其 周期 均 为 3;3 以 自身 为 逆 元 ,其 周期 为 2. 单位 元 0 的 周期 为 1. 
‘Ze;EBa} 是 一 循环 群 ,生成 元 1 和 5 的 周期 与 群 的 阶 相等 . 

群 (Zs; 旨 Ds} 中 周期 大 于 2 的 元 素 个 数 是 4 个 . 它们 分 别 是 1、 
5、2、4, 周期 等 于 2 的 元 素 个 数 是 1 个 , 仅 元 素 3. 

设 太一 《13 * } 和 和 Ve= {Ss ° 是 两 个 代数 系统 大 是 从 VW 
到 VV 的 同 态 . 如 果 f 不 是 满 同 态 , 那 么 9 关于 * 的 单位 元 e 通 
过 了 映射 的 像 不 一 定 是 5; 关于 。 的 单位 元 . S, 中 任 一 元 素 4 的 
道 元 a “' 通 过 了 映射 的 像 Fo) 不 一 定 是 F(a) 的 道 元 .但 是 ,车 


VY 和 Vs 这 两 个 代数 系统 都 是 群 , 则 情形 就 不 一 样 了 ， 这 
例 515 设 了 是 由 群 (Gi; x ) 到 群 (Gi; 。 > 的 同 态 ,el 和 es 分 
别 是 这 两 个 群 的 单位 元 , 则 i 


1) Ce 一 ea 
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(2) 于 任意 的 aEG, 有 f(a 一 Ca 
证 (1) 因为 站 是 同 态 ,所 Ble)=7(e x*e)=f/ (le) * 
te), 即 fey) 是 (Gi;。} 中 的 宫 等 元 . 但 群 中 除 单位 元 外 ,没有 其 
它 任何 每 等 元 ,因此 (ei})==esz. 下面 给 出 这 一 结论 的 还 明 : 
Fe 一 ee Fe 
= (Cfle)) to fe)) ° Fle) 
= (fe oe (fle) + fe)) 
= (fe)) Te) = es. 
《2) 对 于 任意 <EGi， 
fle) = Faxa-0 一 al)。Fa-0 一 ea 
及 fa) (fa) 一 ez, 因此 
Fa 。a- = fay + (fa 
由 群 的 消去 律 Ke-D 一 CFGe?) -1 


11. 子 群 的 定 浆 


设 4G5* ) 是 一 个 群 ,是 G 的 一 个 非 空子 集 ; 如 果 运 算 * 在 
瑟 上 封闭 , 则 ( 互 : x } 构 成 :GG; x ) 的 子 代 数 , 如 果 叉 有 单位 元 eE 
瑟 , 且 对 于 任意 aEH, 有 a™'EN; 那 么 (HH; x ) 称 为 群 (G; * ) 的 
子 群 . 

根据 子 群 的 定义 , 群 :G; * ) 中 G 的 非 定子 集 互 关于 运算 * 
要 能 构成 (G; * ;的 子 群 ,五 必须 满足 以 下 三 个 条 件 : 

《1) 封闭 性 :由 aeE 五 可 推出 a “bEH: 

(2) 单位 元 eEH; 

《3) 可 逆 性 :由 ae 五 可 推出 an€EH, 

例 5-16 整数 集 了 上 和 数 的 加 法 运算 构成 的 群 423 十 y 称 为 整数 
加 群 . 令 于 = {3&|kE7T), 试 间 态 和 运算 十 能 否 构 成 (1; 十 ) 的 子 
群 ? 

解 ” 对 于 任意 3ki,3&2 ER by 万 站 ,因为 3&1 十 38s 一 3Ck 十 
ks)E1, 所 以 运算 十 在 玉 上 是 封闭 的 . 因此 (HH; 十 ) 是 (1; 十 ) 的 
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子 代 数 ， 
又 ( 关 十 ?的 单位 元 是 0, 显然 0E 克 .对 于 任意 3kE, 其 道 元 
一 披 二 3 (—k)ED, 
故 5 瑟 ;十 ?是 群 (六 十 ?的 子 群 . 
例 5-17 设 (G;* :是 一 个 群 ,定义 扬 的 子 集 瑟 为 
刁 == {alax* 工 二 XX*d; 对 于 任意 的 x 如}， 
试问 五 对 于 运算 * 能 否 构成 (GG; * ?的 子 群 ? 
解 ” 对 于 任意 xEG, 显 然 有 e xx 一 z x 一 +; 所 以 单位 元 eE 
五 且 互 非 空 . 
设 a,58E 栈 , 则 对 于 任意 的 zxEG, 有 
da TapPxrt= rh. 
于 是 (a wD r=ax 斧头 加 一 (人 rT) * b=rx ta*h), 
因此 a x5EHRH. 散 ( 妨 ; ¥* ) 是 4G5 * ) 的 子 代数 . 
设 4E 玉 , 则 由 a xz=z*a, 有 
a l(a rT) xa! =a IX (ro) dl, 
因此 xg- 一 a x* x 于 是 x 1EH, 
由 上 可 知 ( 五 ; * ) 是 群 (G; * > 的 子 群 . 


12. 子 僚 的 判别 方法 


实际 上 ,根据 子 群 的 判别 定理 判别 时 ,可 将 定义 中 的 判别 条 件 
简化 , 例如 ,可 将 封闭 性 和 有 可 道 手 的 证 明 可 合并 成 一 条 来 代替 ,由 
2:EE 推出 ext IE 五 ,也 就 是 说 ,对 于 群 4Ci * ) 的 任 一 非 空子 
集 豆 , 若 由 <a8E 瑟 ,可 推出 <&x 玉 IE 所 : 则 (有 5 * ) 是 (GG;# ) 的 子 
群 , 在 这 里 ,单位 元 eE 瑟 这 一 条 件 也 不 是 必要 的 ,因为 它 可 以 由 
封闭 性 和 可 道 性 推出 来 .但 我 们 往往 通过 证 明 eE 召 来 说 明 互 是 
非 空 的 . 

例 518 设 (H; *) 和 (Hs; x ) 是 群 (Gi; * ) 的 两 个 子 群 , 试 
证 明 天, 门 互 : 对 于 运算 * 也 构成 ( 己 ; * ) 的 子 群 . 

证 因为 单位 元 eEHi,e€E 昌 ;所 以 eEITTNMHz. 因此 正门 
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五 : 非 空 . 

设 aoce 五. 门 五 :， WW aE LD ,aEH, HSEHGEH, 于 
《和 《Hs; x 者 是 (Ci * ) 的 子 群 ,因此 571E HL,671E HH， 
Baxb iE ars ltr 于 是 a # bEHNEH, 故人 BH;; 
* ) 是 (G}; sx ) 的 于 群 . 

例 519 次 了 和 部 是 由 群 (， *# ) 到 群 <G,;。) 的 同 态 , 令 

= {ala E Gi fa) = g(a)), 
这 十 明 贞 对 于 这 算 。 构成 (GL * ?的 子 群 . 

证 了 和 gg 都 是 由 群 (G1; * ?到 群 人 Gs。》> 的 同 态 , 由 例 5-15 
可 知 fle)=g(ei)}=es le 各 ez 分 别 是 G13 * G2} * > 的 单位 
元 ) ;因此 可 ,二 非 空 . 

设 ay5EH, 则 (a) 一 gta) ,了 (0)=g(8) ,又 由 例 515 知 ， 
f=) gb 小 一 Cg(0)) 71, 于 是 

flaxe l= fla)* fT) = fla) * Cf 00))7! 
= gla}) 《Et 让 
= gla) pb = gla * bp 1). 
因 瑟 a #86871EH. 堆 (如 ; x ) 是 和 群 (G; x ) 的 子 群 . 

若 ( 避 ; # ) 基 一 有 限 群 ,或 者 : 避 ; * } 是 一 个 尾 迪 的 群 ,但 互 涯 
G 的 有 限 子 集 , 那 么 只 要 运算 * 在 百 上 封闭 ,五 ; * ) 便 是 (G; *》 
的 子 群 . 

例 5-20 试 对 例 5-9 中 的 群 4ZetGa) , 找 出 它 的 所 有 子 群 . 

解 ” 因 为 群 (Zt; 外 se} 是 一 阶 为 5 的 有 限 群 ,所 以 只 要 找 出 对 
运算 四 封闭 的 子 集 ,根据 这 一 判别 条 件 ,《Zs; 久 :;) 有 如 下 子 群 : 

(1) ({0) ;De); 

(2) €{0,3} :Pe); 

(C3) ({0,2,4} ;Oe); 

《4) (Zo;Be), 

例 521 和 非 零 实 数 集 RR 一 { 和 
《R 一 40}; *), 集合 {一 1,1} 是 R 一 {0} 的 有 限 子 集 , 且 运算 + 在 {一 
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1} 上 是 封闭 的 ,因此 {一 1,1;;。，) 是 群 (R 一 10};，) 的 子 群 . 
13. 子 群 的 陪 集 


设 ( 瑟 ; * ) 是 群 (G; x > 的 子 群 ,对 任意 的 aEG, 称 集合 ax 百 
一 {a x 下 |AE 瑟 } 为 子 群 (号 ; x* ) 关 于 元 素 a 的 左 陪 集 ; 称 集合 五 
#*Q 一 殷 #*4| 凡 EE) 为 子 群 ( 吾 ; x )》 关 于 元 素 a 的 右 陪 集 . 

子 群 4 五 :* ) 对 于 GG 中 的 每 一 个 元 表 都 可 相应 产生 一 个 右 陪 
集 和 左 障 集 . 但 不 同 的 元 素 所 产生 的 堪 ( 右 ) 陪 集 , 可 能 是 相同 的 . 

例 522 例 521 中 群 (R 一 10};，} 的 于 群 ({ 汪 1;,1}; ，) 美 
于 1.2.3 以 及 关于 一 1, 一 2., 一 3 的 左 陪 集 如 下 ; 


1 * {—1;1}={—1,1}; 一 1 * 一 1 一 位 ,一 二 |; 
2， {—1,1}={—?,2}; 一 2。 {—1,1}= {2,—2}); 
' {1,1}={—3,3}; {1,1})={3,—3}. 


直上 可 以 看 出 ， 允 寺 任意 非 字 实 数 ， 开 竹 [ 1 。) 关 于 
a 和 关于 一 a 的 左 陪 集 是 相等 的 ， 即 对 于 任意 aE R 0) }, 有 a* 
{—1,1}—~—a* {~1,1). 
因为 运算 ， 是 可 让 换 的 ,所 以 对 于 任意 aER 一 {0) ,又 有 
CE 1 一 1 一 (一 Ci (一 1 1) 2 一 (一 CC， 
因此 子 群 ({ 一 1,1};，) 关 于 元 素 a 的 左 陪 集 和 右 陪 集 是 相等 的 ， 
即 对 于 任意 的 <E 尽 一 10) ,有 a。 {一 1:1} 一 {一 ],1}*a 
例 5-23 列 出 例 5-9 中 群 (Zi 名) 的 子 群 (0,2,4) ;四 ,> 的 
所 有 者 陪 集 . 
- 解 102:41 中 0=10,2,4}1 
{0,2,4}Ee1 = {1,3,5!: 
{0,2,4} 和 ;2 2 0) 
{0,2,4}0B3== 3,5,1); 
{0,2,4}0B;4= ey 21; 
{10,2,4}6b5 一 15.1,3). 
由 上 看 出 
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a 


{0,2,4}0 一 10,2 1152 一 {10,2 did 
{0,2,4}0Ds1={0,2,4}D;,3= {0,2,4}0De5, 
因此 子 群 (10,2,4) ;De 在 群 (Zs;5Bs) 中 只 有 两 个 不 同 的 右 陪 集 . 


14. 正规 子 群 


设 { 吾 ; * ) 是 群 (G; * ) 的 子 群 ,如 果 对 于 每 一 个 aEG, 都 有 a 
# 如 二 玉 # a; 则 称 ( 访 ; x ) 是 (G; * ) 的 正规 子 群 ,此 时 a * 玉 或 
互 *a 就 简称 作 是 子 群 { 态 ; * ) 关 于 元 素 a 的 陪 集 . 

例如 , 例 5-22 和 例 5-23 中 群 (R 一 {0);，) 和 和 群 (Z; 引 s} 都 是 
交 挽 群 ,因此 它们 的 每 一 个 子 群 都 是 正规 子 群 

下 面 看 一 个 非 交 换 群 的 例子 . 

设 集 合 A= {qa2，** “ar} 是 一 有 限 集 ,从 4 到 4 的 双 射 函数 
称 为 是 4 上 的 置换 .” 称 为 置换 的 阶 . 一 个 = 阶 置换 .4 一 A 常 表 
示 成 如 下 形式 ， 


di cg = 好 
/一 L fag) pe | 
例 5-24 者 集合 4= {a,58yc), 则 从 4 到 有 4 的 双 射 函数 称 为 
是 万 上 的 3 阶 置换 ,这 样 的 置换 共有 3! 一 6 个 .它们 是 
a be a be be 
1=| ba 中， < 一 | c 中 p= 性 ‘| 
a be a oe ap ec 
“一 7 “| “一 [ a 中 一 再 中 
‘1,a,8,7, 人 
轩 折 的 复合 全 运算 ) 。 是 封闭 的 ,所 以 构成 代数 系统 (Pi 。 
因为 函数 的 复合 运算 满足 结合 律 ， 语 等 东 数 水 称 为 全 等 
换 )1 是 其 单位 元 ,P 中 任 一 双 射 函数 的 道 函 数 仍 是 4 到 4 的 双 
射 ,是 它 们 复合 运算 后 等 于 恒 等 函数 . 因此 每 一 置 斤 均 有 北 元 . 事 
实 上 ,] :一 1,a 一 cp 一 8 一 和 一 7 一 e 因此 (P; 。》 
是 一 个 群 . 其 运算 表 如 表 5-3 所 示 . 
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8 
s 
7 
1 
8 p 
注意 运算 表 中 bp 和 9g 的 复合 p。g 是 表示 置换 p 后 再 置换 g 
而 产生 的 置换 , 例如 
a 


这 是 一 个 有 有限 群 ,通过 检验 子 集 对 运算 。 的 封闭 性 可 知 ,(11， 
asoyftlpye 《ye te 等 都 是 (po:。) 的 
子 群 . 但 由 于 ‘Pp;。) 不 是 交换 群 , 它 的 子 群 是 否 正规 子 群 就 需要 具 
体验 证 等 式 a *# 玉 二 态 xa 是 否 对 群 中 所 有 的 元 案 a 成 立 , 经 验证 
发 现 子 群 (la};。》、({1, 训 ;。} 和 (1{1,2};。} 均 不 是 正规 子 群 . 
而 (1 7}; ° ”是 正规 子 群 . 例如 ,对 于 子 群 ({1,a); °° ), | 

Yo {lya) = {Ye} la} oF = (7,8}, 
Yo。 人, 寺 天 人 ae。 因 所 以 11。 不 是 正规 子 群 , 
类 似 地 ,对 于 子 群 ({1,8};。)， 
oo {lB} = {er},{1,P} a= {a,d), 
让 “ lB8}E{1 ,8} ”个 对 于 子 群 (le}; »。», 
Yo {lye} = {7,8}, {le} 一 人 Ya) 
Yo il,e}A{tl,e 。 世 
易 证 ,对 于 任意 aEP, 均 有 
a* {lB) 一 (17 人) -a. 
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例如 ， . . 
ae (ls) = {apB,e}, {ls7,0} a= {a,5,8} 


Bp° {1,7,8) 了 {1,7,6} -P= {f,a,e)} 
对 于 其 它 元 素 的 验证 过 程 , 留 给 该 者 自己 完成 . 因此 C1 7 ,6}}。) 
是 ‘Pp;，) 的 正规 子 群 , 


15， 正规 子 群 的 判别 方法 


对 于 群 4G; * ?的 子 群 ( 互 ; * ) ,如 何 判 别 ( 吾 ; * ) 是 省 为 (G; 
* > 的 正规 子 群 呢 ? 有 如 下 三 种 方法 ， 
(1) 根据 正规 子 群 的 定义 ,如 果 对 于 每 一 个 aEG, 都 有 ax* 百 
二 x*a; 则 (HH; * 是 群 (G; * > 的 正规 子 群 , 
《2) 如 果 对 于 每 一 个 aE€G， 者 有 ax Hx*a :=H, 则 <H;*) 
是 Cs * ;的 正规 子 群 . 
C3) 如 果 对 于 每 一 个 aEG, 都 有 a < 再 *a 和 王 互 , 册 ( 五 ; ¥» 
是 <G; * ?的 正规 子 群 ， 
上 述 方法 中 ,当然 第 三 种 方法 较为 简单 ,因为 它 只 要 证 明 一 个 
包含 关系 .. 
例如 ,在 例 5-24 中 ， 
Yolo oF = {7,e} $= {1,8} Fi1,0) 
所 以 人 1,Q);。，) 不 是 (p;。) 的 正规 子 群 . 
例 5-25 设 (G; * ) 是 一 个 群 ,定义 G 的 子 集 瑟 为 
一 (ajax*z 二 xX*a, 对 于 任意 的 x EEG). 
在 例 5-17 中 我 们 证 明了 (《 吾 ; * ) 是 (<G; * ) 的 子 群 . 实际 上 ,万 ; 
* 也 是 4G; * > 的 正规 子 群 . 对 此 ,我 们 只 要 证 明 对 于 任 音 的 5E 
GpxHaxb CH EPH. 
证 因为 对 于 仔 意 的 aE HN 和 任意 的 bEG， 
Dxaxpb l= bx (ub !) = br la) = (Gd) xa 
=exa=atH, 
所 以 ,8* 万 x571GH. 故 ( 吾 ; * ) 是 群 (G; * ) 的 正规 子 群 . 
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16. 群 中 与 子 群 相关 的 左 ( 右 ) 陪 集 分 划 


车 (于 ; * ) 是 群 (G; * ) 的 子 群 , 则 对 于 G 中 的 每 一 个 元 素 a， 
相应 有 一 个 左 陪 集 a * 五. 这 些 左 陪 集中 ,所 有 相 异 的 左 陪 集 刚好 
构成 的 一 个 分 划 . 而 且 由 于 ## 玉 二 ## Ca x 五 ,所 以 这 种 分 划 的 
每 一 个 分 划 志 都 具有 相同 的 共 数 . 这 一 分 划 称 为 是 与 子 群 (H; * 》 
相关 的 左 陪 集 分 划 . 

对 于 ( 互 ; x ?的 右 陪 集 有 完全 类 似 的 结论 ,所 构成 的 分 划 称 为 
是 与 子 群 ( 瑟 ; * ?相关 的 右 陪 集 分 划 . 

- 例 526 对 于 例 5-23 求 出 群 (Zoe;5B) 中 与 子 群 ({0,2,4}; 
全 :相关 的 右 陪 集 分 划 和 堪 陪 集 分 划 . 

解 ”在 例 5-23 中 ,已 求 出 子 群 (10.2,4})5 四 由 关于 Ze 中 每 一 
元 素 的 右 陪 集 ,我 们 发 现 它 只 有 两 个 不 同 的 右 陪 集 . 这 两 个 右 陪 集 
构成 CG 的 一 个 分 划 . 因此 与 子 群 110,2,4); 扑 ?和 关 的 右 障 集 分 
划 

HH= {{(0,2,4}), {1,3,5}}. 

因为 Ze; 中心 是 交换 群 ,对 于 任意 ea 人 Ze, 均 有 ea 中 10,2,.4} 一 
{0,2,4} 中 se 所 以 与 子 群 (10,2,4); 中 。) 相 关 的 左 陪 集 分 划 也 是 
LI. 

例 5-27 对 于 群 (Q*';，)( 其 中 心 "为 非 零 有 理 数 集 ,* 是 通 
常数 的 乘法 ), 若 令 万 一 (一 1,1), 则 (万 :，) 构 成 (4@ ;，}) 的 子 群 . 
试 求 出 子 群 4 五; ， ) 的 所 有 左 陪 集 ， 

解 ” 对 于 每 一 个 正 有 理 数 g, 相 应 的 左 陪 集 

. 2 "五 一 9 (一 二 1 一 上 一 中 9. 

对 于 每 一 个 负 有 理 数 一 g, 相 应 的 左 陪 集 

oH=—g'{—1,1}= {9g,— 9}; 
因此 有 ¢* H=—g* 1. 
但 对 于 任意 两 个 正 有 理 数 全 1 和 ar, 车 gid 则 
Hg. 
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因此 { 吾 ; x 的 所 有 左 陪 集 由 每 一 个 gEQ' e+ 案 示 正 有 理 数 集 》 
相关 的 左 陪 集 g :上 映 = {一 9 ,9} 组成. 这 些 左 陪 集 构成 已 ' 欧 一 个 - 
分 划 . 即 
i= gq. Hlgq € Qt. 
因为 运算 是 可 交换 的 ,对 于 每 一 个 2EQ* ,a * 玉 = 覃 xa, 所 以 
上 述 与 子 群 ( 豆 ; * 相关 的 左 陪 集 分 划 开 , 也 是 与 (HH;*) 相 关 的 
右 陪 集 分 划 . 每 一 个 分 划 块 都 由 2 个 元 素 组 成 . 
例 $5-28 对 于 群 {Q@; 十 (其 中 人 @ 为 有 理 数 集 ,十 为 通常 数 的 
加 法 运算 ), 阁 令 了 为 所 有 整数 的 集合 , 则 ( 民 ; 十 ) 攀 成 (QQ@; 十 ) 的 子 
群 , 试 求 出 子 群 47; 十 ?的 所 有 右 陪 集 ， 
解 ”任意 两 个 相 邻 的 整数 : 与 1 十 1 之 同 都 有 无 穷 多 个 有 理 
数 , 在 区 间 [9,1) 内 任 取 一 有 理 数 4a, 则 | 
“3 二 Ta; 一 2 十 a, 一 1 十 a;0 十 a ;1 十 a ,2 二 2;3 十 4 
-也 都 着 有 得 数 ,这 些 有 理 数 构成 的 集合 是 (十) 的 一 个 右 陪 入 
‘T+a={i+r+alieT) 
于 是 ,于 群 (7; 十 ) 的 所 有 右 陪 集 由 与 区 间 [0,1) 中 的 每 一 个 有 理 数 
2 相关 的 右 陪 集 组 成 . 注意 到 当 4==0 时 ,7 十 < 一 了 也 是 子 群 人 7 十》 
的 一 个 右 陪 集 . 上 述 这 些 右 陪 集 构成 Q@ 的 与 子 群 tI; 十) 相关 的 右 
陪 集 分 划 
HH= {aloSa<1). 
由 于 运算 十 可 交换 ， 对 于 任意 aEQ， Ttavatl, 所 以 这 个 分 
划 简 称 为 与 (下 十 ?相关 的 陪 集 分 划 . 


17. 拉 格 朗 日 定理 


车; * ) 是 群 人 Ci * > 的 子 群 ,那么 (4 x 的 所 有 相 异 左 陪 
集 的 个 数 与 4 豆 :* 的 所 有 相 异 右 陪 集 的 个 数 相等 . 或 者 同 为 
个 ,或 者 都 为 无 限 个 . 我 们 称 子 群 : 吾 ; x ) 在 群 (G; * > 中 的 所 有 相 
异 右 ( 左 ) 陪 集 的 个 数 为 (万 ; * ) 在 (G; x ) 中 的 指数 . 
拉 格 朗 日 定理 设 { 石 ; * ， 是 有 限 群 4Gi * } 的 子 群 , (Hf; x ， 
“141 。 


在 4Gi x ;中 的 指数 为 d, 则 并 G 一 < ，(## 五 ). 
根据 近 格 妆 日 定理 ,有 限 群 4G; * ?的 任 一 子 群 的 阶 必 是 群 
《ci xy》 的 阶 的 因子 . 
例如 ,仔细 观察 例 5-23 的 群 (Z。; 引 sy 和 例 5-24 的 群 4{1,cP， 
7 ,Ee};。》 ,它们 均 不 可 能 有 阶 为 4 或 阶 为 5 的 子 群 . 


5. 3 ”问答 与 论证 


例 5-29 . 设 (S;。} 是 一 个 有 单位 元 e 的 半 群 , 令 
G=5 = {ff -8S)}. 
对 性 意 的 了 ,gEG, 任 意 的 XES5 ,定义 Cf xg)(r) 二 了 f(r) * g(x)， 
试 证 明 C 相对 于 运算 * 也 构成 一 个 有 单位 元 的 半 群 . 

证 因为 。 在 S$S 上 是 封闭 的 ,所 以 对 于 任意 的 gEG, 有 了 
*EECG; 因 此 i:G; * } 是 一 个 代数 系统 ， 

对 于 任意 的 7,g,hEG 和 任意 的 ES， 因为 3 上 的 运算 。 是 
可 结合 日 的 ， 故 有 

(CCF 8) # 下 (一 《jxgJCr) oz) = (F(x) gr)) o h(x) 
= f(r) o gr) oh) = fz) og x h) (Cr) 
= (fx (gh)) Cr). 

因此 (fF xg) # 丰 一 天 * (g *# 有 ), 妈 * 是 可 结合 的 , 故 (G; * 》 是 
一 个 半 群 . 

定义 庙 :S 一 $ ,对 于 任意 XES,f(z) 二 e. 于 是 对 于 任意 FE 

忆 和 任意 TES, 有 有 
fx FIC) = Fx) fn) = fr) te = fx). 

类 伺 地 有 Cho 户 (2) 二 fr) 因此 户 是 (GG; * ) 中 的 单位 元 . 

由 土 证 得 (G;¥ ) 是 一 个 有 单位 元 的 半 群 . 

例 5-30 设 (S;* ) 是 一 半 群 , 令 G=S5(Ss 的 意义 同 例 5- 
29), 泡 数 的 复合 运算 :在 G 上 显然 是 封闭 的 ,是 因 为 沉 数 的 复合 
运算 满足 结合 律 , 所 以 (G;。}) 是 一 个 半 群 . 现 令 的 子 集 
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= {fla ESH fr) = At), 

法 证 明 妇 相对 于 忆 算 构成 (GG; 。) 的 子 半 群 . 

分 析 根据 子 半 群 的 定义 ,只 要 证 明 运 算 。 在 如 上 封闭 即 
可 . 

证 ”对 于 任意 的 彤 ,万 E 五 和 任意 的 zxES， 

(太太 Cr 一 无 (所 (z) = fb xx) =ax(b zr) 
一 = (a xb) x, 

因为 (5S; * } 是 半 群 ,所 以 ax5E5, 因 此 (fo = 二 wo. 教 * 
在 及 上 是 封闭 的 ,{ 瑟 ;。) 是 (G;。} 的 子 半 群 

例 SS-31 设 55; * ?是 一 个 半 群 , 且 对 于 任意 的 4 后 人 由 好 
拓 5 必 有 <xpcexea. 试 证 朋 : 

《1) 对 任意 的 aES, 有 2*a 一 4; 

(2) 对 性 意 的 a,5ES, 有 axbxa=a; 

(3) 对 任意 的 ayb,cES5, 有 a x*bxc==a xc. 

证 “由 a5 必 有 a*#*bs<6*a” 之 条 件 等 价 于 “由 a * 56==b x* 
4 必 有 a==P”. 我 们 根据 与 之 等 价 的 后 一 条 件 来 证 明 . 

(1) 因为 运算 * 是 可 结合 的 ,所 以 对 于 任意 a€5, 有 (a x a) 
x*a 二 a * (a #* a). 于 是 ,根据 题 设 条 件 必 有 < xz2a 一 a。 

2) 对 任意 的 a,bES, 有 


Ca Ra) do (Aapb) ta a) maxda: 


ax(taxbxa) = (xa) (Daa) 一 abras 
因此 (axdxa) d=—=ax(taxb*a), 
故 axpbxa= a. 
(3) 对 任意 的 a,5,cES, 有 
(axpxc}s (axc) — (ob) rcaaxc) — apcs 
(axc) x (axbac) = (ac a) (hic) — arbiecs 
因此 (a dx) x (a ec) = (axc) x taxbxc), 
故 已 基 相关 一 asec. 
例 5-32 试 证 明 在 一 个 独 异 点 中 ,所 有 诺 可 道 元 的 集合 形成 
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一 个 子 独 异 点 ， 

说 明 设 (5; *》 是 一 代数 系统 ,其 中 * 是 二 元 运算 ,对 于 元 
索 aE3S, 若 在 3 中 存在 某 个 元 素 2, 使 得 5* a 一 e, 则 称 a 是 左 可 记 
元 , 称 5 是 a 的 去 道 元 . 此 时 ,a *5 一 e 不 一 定 能 成 立 , 且 元 素 < 不 
一 定 存在 右 逆 元 , 即 此 时 e 不 一 定 是 右 可 道 元 . 

证 设 右 是 独 异 点 4S;*}) 中 所 有 左 可 道 元 的 集合 ,e 是 43; 
* ) 的 单位 元 . 因为 e x*e 一 e, 所 以 e 是 左 可 逆 元 , 故 eE 五 且 互 非 
设 aeE 互 , 则 必 存 在 元 素 a7',271ES ,使 得 
. Ar xa=ed x*b =e 
于 是 

(Orrar jx {axp) = ls (ar lxa) p= brlixb=e 

因此 元 素 a x*5 也 存在 左 逆 元 B11*ar!; 有 ax5E HH. 故 (HH;*) 是 
《5 ;* ) 的 子 独 异 点 . 1 

- 例 $-33， 设 4654 *) 是 一 独 异 点 ， 下 是 5S 中 所 有 可 也 元 素 的 集 
合 . 斌 证 明 《1T; * 是 一 个 群 ， 

证 显然 单位 元 e 是 可 道 元 ,所 以 eEH, 五 非 空 

若 a2E 五 , 则 存在 ae.2 ES 使 得 


a laa= da l= eb lxbp— bol!—e, 


于 是 
Ch lira y(taxb) = tad) tb a 1) 一 是 

因此 a #5 也 是 可 道 元 , 故 a #5E€E,《 吾 ;x* ) 是 一 代数 系统 . 

国 为 如 是 4 的 子 集 ， 所 以 送 算 * 在 五 . 上 也 是 可 结 合 的 ,e 也 
是 (号 ;ix ?的 单位 元 ， 

对 于 任意 <E 互 ,因为 必 有 arES, 使 xse 一 上 xc 1 一 ec 所 
以 4 是 的 道 元 ,因此 a EH. 

由 .上 证 得 , ( 态 ; x ) 是 一 个 群 . 

例 5-34 斌 证明 几 阶 分 别 为 1,2,3,4 的 群 都 是 交换 群 , 举 一 
个 阶 为 6 旦 不 可 交换 的 群 的 例子 . 
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证 车 人 G; * ;是 阶 为 1 的 群 , 则 G 中 只 有 单位 元 e 这 唯一 个 
元 素 ,e x e 二 e. 显然 4G4* ) 是 一 交换 群 ， 
车 <G;* > 阶 为 2, 设 G 一 ee 所 因为 e 表 5-4 
ee, 由 道 元 的 唯一 性 , 必 朋 axa 一 ,又 ele a 
由 e 是 单位 元 ,有 a *e=e *& 一 a; 因此 | a 
CG; x ) 是 交换 群 . 这 种 群 的 运算 表 如 窒 5。 4|a 。 
4 所 示 . 

车 {Gi* ) 阶 为 3, 设 ={eyai8); 则 因为 x8 一 45, 由 群 的 消 
去 律 ,a % 5 了 5; 因 为 a xe 一 a, 由 群 的 消去 律 ,a * bztas 
次 此 a *5=e. 于 是 有 - 

bxa— boraxbxb l=~pbpr(tarp b=—=head =e 
因此 ax5 二 bxa. 故 {局 ; * ) 是 一 交换 群 

这 种 群 的 运算 表 如 表 5-5 所 示 ， 


表 3 -5 
世 | E “a ph 
e B ut 了 
a A pb 


由 于 a x*e 二 a,a * 上 二 e, 由 群 的 消去 律 ,a * a 必 等 于 六 类 亿 
地 ,x5 只 能 等 于 di, 

车 全; # ) 阶 为 4, 设 局 = {e,a,b,c} ,下面 分 两 种 情形 讨论 : 

C1) 车 a.5.c 中 有 两 个 元 素 互 为 道 元 . 不妨 设 a* 4b 二 bx 4a 一 
;于 是 cc *c 二 e, 又 由 e xc 二 cya *e 二 ;根据 消 去 律 ,只 能 a* c== 
.多 因 为 ex#xa 二 ayc #* e 二 cy6 *#a 二 e ,所 以 内 能 是 c x4 二 Bb, 因此 a 
CC ad. 

类 似 地 ,因为 。 c=ch¥e=bD a=e, 了 以 愉 能 是 bx*e 一 
a, 因为 c xe 一 cye #5 一 bya #5 二 =e; 所 以 内 能 是 cx 5=a, 因此 Pxe 
=—c xp. 
由 上 上 可知,《G; * ) 是 一 交换 群 . 这 种 群 的 运算 表 如 表 5-6 所 
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这 56 
# e Ee: bp f 
至 e a p £ 
三 经 £ e ¢ 
6 上 e c 在 
© 百 妈 € 


(2) 若 apvc 中 每 一 元 素 都 以 自身 为 道 元 . 期 车 a xa=e,b* 
b=e,e #c==es 则 出 
a eae p=b,b b=e, 得 a * b=ce; 
由 站 aecs 
因此 a #6=bxa, 
类 羽 下 ,可 以 证 明 Bxc 一 cc xb 二 aya x*c 二 c # 二 bb, 因此 (CC 


* ) 是 一 交换 群 . 这 种 群 的 运算 表 如 表 5-7 所 示 . 
表 5-7 
其 * 记 p 
已 e 5 © 
人 三 可 c 吾 
上 站 ce e a 
£ € » & 区 


例 5-24 中 集合 4 一 {ayarc} 上 所 有 置换 构成 的 三 次 对 称 群 
(Pi 。) 是 一 个 阶 为 6 的 非 交 换 群 ， 

例 535 设 (G;。}) 是 一 个 群 ,xwEG, 在 G 中 定义 新 的 运算 
* ,使 得 对 于 任意 的 4a,bEG,axb 二 a 。 wn!。. 试 证 明 { 人 @; *) 世 
是 一 个 群 , 

证 因为 (G;。) 是 一 个 群 , 所 以 运算 x 在 G 上 封闭. 

对 于 任意 的 aspye 人 EE 避 ;有 

(axb) c= aom lo c= aru lobYou lac 

=a -Wle (Hou loc) ~—~axs {bac), 
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所 以 运算 * 可 结合 . 
设 {G;。} 的 单位 元 为 *, 则 对 于 任意 的 a€EG， 


1 


a=a°u Ha 二 du: 


玉 关 二 ul! 
所 以 运算 * 有 单位 元 #. 
对 于 任意 的 eECG, 设 az 关于 运算 。 的 道 元 是 ar , 则 axfka。 


a Le 到) 一 Cs al 1 


Ru 二 du 


"ua °° uo=u; 


1 1 1 


(Woda leu)xa—u a leuwe tu 
所 以 每 一 元 素 a 关于 运算 * 有 道 元 x *a !* a 
”由 上 证 得 <G; * ?是 一 个 群 ， 

例 5-36 试 证明 阶 为 囊 数 的 群 一 定 是 循环 群 , 

分 析 ”根据 循环 群 的 定义 ,证 明 此 题 的 关键 是 找 出 生成 元 . 为 
此 要 尽量 利用 群 的 性 质 ,特别 是 与 元 素 周 期 有 关 的 性 质 . 另外 还 要 
注意 到 题 设 中 阶 为 素数 的 这 一 特点 ， 

证 设 群 Ci 其 ) 的 阶 为 素数 p= {e + 1 cp 1}. 于 是 
群 中 元 素 的 周期 只 可 能 是 1 或 ,然而 除 单位 元 e 的 周期 为 1 外 ， 
其 它 元 素 的 周期 均 为 疡 因此 ,对 和 任 一 ai:EG, 有 =e;y 而 af 关 
elSg<p). 令 态 = 二 {eyanai yaf!), 旺 然 HSCG, 且 对 于 运 
” 算 * 是 封闭 的 ,所 以 (五 : x ) 是 (G; * > 的 子 群 . 

于 于 任意 性 ,a 如 , 若 坟 一 af( 设 4), 则 at xe 一 at ct 
由 消去 律 ef*==e, 而 0<24 一 <<p, 这 与 a 的 周期 为 p 相 牙 盾 ;因此 
吾 中 卢 个 元 素 互 不 相同 ,于 是 互 =G. 故 (G; * }) 是 一 循环 群 . 任 一 
元 素 ar(1s<s<sa 一 1) 均 是 该 循环 群 的 生成 元 , 

例 5-37 试 证 明 循环 群 的 子 群 也 是 循环 群 ， 

分 析 ”证明 此 题 的 关键 是 找到 子 群 的 生成 元 , 

证 设 (G;* ) 是 由 g 生成 的 循环 群 . ( 太 ; * > 是 (Gi * ) 的 子 
群 , 若 (五 5* ) 二 《{e}; * ), 则 显然 (如 ; * ) 是 循环 群 ;车 CH; x ) 不 
是 单位 元 群 , 则 由 g* EGn 关 0), 必 有 (g" -1 一 gEHH, 因 此 二 
中 必 有 zg 的 正 指数 千 . 设 ” 是 使 得 g EB 的 最 小 正 整数 . 
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oa 二， 


对 于 任 一 六 E 囊 , 今 5 一 mr 十 iOsa<r)， 则 
区 一 中 一 8 下 

但 由 -是 最 小 正 整数 之 假设 , 必 有 ;一 0. 于 是 一 mr, 即 外 一 (人 ， 
故 C7; * ) 是 由 gr 生成 的 循环 群 . 

例 5-38 设 (G;*) 是 一 循环 群 ,f 是 从 4Gi* ) 到 4G ;*) 的 
满 同 态 (。 是 二 元 运算 ). 试 证 明 (G/ ;。) 也 是 循环 群 . 

证 医 为 了 是 从 群 人 Gy*x > 到 4G' ， 。) 的 满 朵 态 , 由 满 同 态 的 
性 质 ,《G' ;。} 也 是 一 个 群 . 

设 g 是 群 (@; * ) 的 生成 元 , 且 fg) 二 #' .对 任 一 4a' EG' ,由 
了 是 满 射 , 必 存 在 saEG, 使 得 Fa) =a' . 设 a 一 g'(i 为 某 一 整数 )， 
出 


a' = f(0) = fg). 
车 i 二 0, 则 a =f(g = 了 /le)=e' =(g')"; 
若 让 > 0, 则 af = 二 f(g)=f (gxgxxg) = 


1° 


Fg) fg) oO re Hg)=(p" 了 


若 ;<0, 则 ;一 一 1 于 是 由 满 同 态 的 性 质 ， 
人 一 一 80 一 CS 
= ((g OD Te Cg’). 
内 a' EG' 的 任意 性 ,2 ;。}) 蚌 一 循环 群 . 
例 539 设 (4;x* ?和 (BB8;*) 痢 是 群 (G; x* 的 子 群 , 令 G 的 
子 集 


AxB= {axbla tt€© AL4E B}, 
试问 4 xB 能 否 成 为 (G;* ) 的 子 群 . : 
解 4*B 不 一 定 能 成 为 {G; * ) 的 子 群 . 例如 在 例 5-24 中 
{和 ,a 。 和 (1,B};。) 均 是 群 (P;。) 的 于 群 ,人 {1,a} 。1{1, 记 ) 
二 {11,98,7} 对 于 运算 。 不 封闭 ,因而 不 能 构成 (CP;。} 的 子 群 . 
但 也 有 可 能 4 * 8 能 成 为 { 避 ; * ;的 子 类 . 例如 , 若 在 例 5-24 
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中 A4={1,0};B={1,7Y 6 风 
tla} tl) 一 ay 有 El = PD. 
因此 民 ya}。{1,v, 间 能 成 为 (GG;* 的 手 群 ， 

例 540 设 (4; x ) 和 (CB;*) 痢 是 群 ({G; * 的 正规 子 群 , 试 
证 明 有 4A*B 对 于 运算 * 也 构成 (G; * ?的 正规 子 群 ， 

分 析 中 (tA; ) 是 (G; x* 的 正规 衬 群 意味 着 对 于 任意 的 
EEC 一 4xg: 同 祥 地 ,ix* ) 是 (G; * ) 的 正规 子 群 意味 着 
对 于 性 意 的 gEG,g* B=Bx g. 

Dg *A4A=A*&g 意味 着 对 于 任意 的 a€4, 必 存在 元 素 a EE 
4 使 得 g*a 一 a * g. 特别 要 注意 的 是 ,这 里 不 能 写作 gg * a=a* 
Fr 

全 要 证 明 4* 8 与 运算 * 能 构成 (Ci x } 的 正规 子 群 ,需要 证 
明 以 下 两 点 : 

1) A x*B 与 运算 * 能 构成 (G; * 的 于 群 :由 # Biyaz *€ 
人 4#* 吾 ,可 推出 (Cai #6) (axb) EArD; 

2》 {4x*B; x ) 是 (Ci x ) 的 正规 子 群 ;对 于 任意 gEG,g x CA 
* BB) * EC4#= 五 . 即 对 于 任意 的 g&EC 和 任意 的 ax bEAxB,g 
# (uxb) xg EAB. | 

证 因为 eE 4,cEB, 所 以 eEdxB, 因 此 AxB 非 空 . 

对 于 任意 的 gj #2as# 语 所 及 # 8B, 因为 (A; x%*) 是 (GG; < ) 的 
正规 子 群 , 所 以 

(a OI) (dg #6) t= Ca x di) (Pr lx dar!) 
一 全] Ch bh) a = a (hs x ar!) 
= a¥ (us xb) = (axa) bE A B, 

由 上 式 知 (4* 8; * } 是 群 <G; * 的 子 群 . 

对 于 任意 的 gEG 和 任意 的 a #86E€4*x* 上 8, 因 为 (B;* > 也 是 
《5x >》 的 正规 子 群 , 所 以 

BX(AKDI RE (ga) Hg = a xg) {a lxpb’) 
a xtpgxg jsp =au wh EE AEB. 
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这 说 明 对 于 任意 的 gEG,g x (AxB)xg-!CCA*B, 故 (A xB; 
* ) 是 全; x > 的 正规 子 群 . 

例 5-41 设 (4; *) 和 (B;¥ > 都 是 群 4: * > 的 子 群 , 试 证 明 
(AA#B;*) 是 4G; * ) 的 子 群 的 充 要 条 件 是 A x B 一 B * 4， 

证 充分 性 

因为 eE A,eEB, 所 以 eEAxB, 因 此 A#B 非 空 . 

对 于 任意 的 a * baz * 本 所 A4xB; 因 为 (A; *) 和 (CB; x) 都 
是 (CG; < ) 的 子 群 , 所 以 

(ay XO # Cas 机) 一 一 Ca kA) (Chr! xarl! 
= a (hb) a = a (bs xar!) 
Ch 所 Bas! 和 A). 
因 海 4* 吾 ==BB*# 肌 ;所 以 必 有 a 有 A,5EB, 使 得 
vas! = ay#b :于 是 
Ca OY x (a bl = a {us ¥h) = {a x ad bE AB. 
由 此 可 知 <A x B;*}) 是 (GG; x ) 的 子 群 . 

必要 性 设 pxaEB#A, 则 有 656iEB,aTt€4, 所 以 a-!*x 
bEAx*B, 因 为 (4 x B; *) 是 (G; * ) 的 子 群 ,所 以 又 有 (a-!1x 
piEAxB,Bbx*aEcAxB,®LLE Bx: ACA*B, 

设 ax6EAxB, 风 由 (4 x B;*) 是 (G; x ) 的 子 群 , 必 有 元 束 
A EA#B, 使 得 x56=Cay*)!, 则 a x 6=b7! ¥ aT! ;而 57) 
xat!EB*A, 所 Ma*bEB: da, 因 此 A* BEB* A., 

由 上 证 得 A x B=B*A. 

例 542 设 (G; *) 是 一 个 群 , 瑟 是 避 的 非 空子 集 . 试 证 明 
{ 恕 ; * ) 是 4G; * 的 子 群 的 充 要 条 件 ( 妃 ; * ) 是 一 个 群 . 

证 充分 性 设 { 瑟 ; * ) 是 群 ;, 则 显然 ( 吾 ; * } 是 (GG; xx ) 的 子 
代数 . 设 e' 是 (五; * ) 的 单位 元 , 则 有 e' xe' 一 e' ,由 e 是 群 (G; * )》 
的 单位 元 ,有 exe' 二 e'. 于 是 e' * e' 二 e % e', 由 消去 律 e' 一 e. 因 
此 eEH. 

对 任意 aE 右 , 设 a' 是 a 在 群 ( 态 ; * ) 中 的 道 元 ,于 是 有 a xc 
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一 e. 另 一 方面 <c*a ! 二 e, 由 消去 律 a' 一 4 因此 eE 互 ' 几 此 
证 得 ,( 玖 : * > 是 4Gi x ) 的 子 群 . | 

必要 性 设 ( 五 ;* ) 是 (G; * ) 的 子 群 , 则 显然 { 吾 ; * ) 是 一 代 
数 系 统 , 且 运算 * 在 五 上 可 结合 . 单位 元 cE 五 ,显然 e 也 是 (8 ，; 
x 中 的 单位 元 ,对 于 任 一 aE 五 ,有 a-1E 五 ,满足 wxa-1 一 cr 1 
a 一 e, 因此 (如 ; * } 是 一 个 群 . 

例 5-43 设 4Gi * ) 是 一 个 群 ,(G; * ) 是 <G; x } 的 一 个 子 群 ， 
定 疼 避 的 子 集 


一 {alaxG = Ga). 
试 证 朋 (1) 五，* ) 电 (C < >》 的 子 群 ; 
52)《C; x* 》 是 (五 :x* 的 正规 子 群 . 
证 明 此 题 之 前 ,我 们 证 明 如 下 结论 :在 一 个 群 中 , 元素 与 子 集 
的 运算 也是 满足 结合 律 的 . 
设 (G; * ) 是 一 个 群 ,GCG, 于 是 对 于 任意 的 a,6EG， 
(axb) x*G = {lab) glg ECG). 
因为 (a #5) * g=ax (#9g), 订 以 
{axb) xG= {ax (bxg)lg Ea} 
一 {ax(bxrg)lbxg ED) =ax wl). 
类 但 地 也 可 证 明 它 * CaxDD=(Gxa)#*b,(arG)x6b=a¥ (Gx 
6), . 
证 (1) 显然 e* 它 一 他 xce, 所 以 e 玫 ,五 非 空 . 
设 a:5E 万 , 则 ax 它 一 百 *ax 丰 一 个 *p, 于 是 
(axb) 人 一 一 一 
= (Gxa)#b = (gx. 
因此 a xbEH. 
设 aEH, 则 
a lx¥G— (a lx CG) aa!l) =a lx (Gxa)xa-! 
= a lx (ax) a-! 
= {a lxa) xGxa ! =xa-l!, 
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因此 < 下 BB, 

由 上 证 得 , { 吾 ; * ) 是 局 ; x :的 子 群 ， 

(2) 因为 ex 个 一 好 *e 一 如 ,所 以 下 是 4Gi *# }) 的 一 个 左 陪 集 ， 
也 是 一 个 右 陪 集 . 于 是 ,对 于 任意 的 aEG， 

ax# ex =xe= 人 Ca, 
因此 6H. 
”因为 已; * ) 是 4G; * ) 的 子 群 ,由 例 5-42( 避 ; * ) 是 一 个 群 . 又 

身 ( 吾 ; * ) 是 群 且 全 三 瑟 ,所 以 (全; * ) 必 是 CH; x 的 于 群 . 

由 豆 芍 定 义 ,对 于 任意 aE€ 如 ,都 有 a*CG=CG*a, 因 此 (Gi; 
# ) 是 (五 :* ;的 正规 子 群 . 

例 5-44 试 证 明 : 如 果 群 (G; x ) 的 每 一 个 元 素 都 是 它 自 已 的 
道 元 , 则 该 群 必 是 变换 群 . 

证 因为 对 于 任意 a,5EG, 有 a 一 eB:==e 且 (a #5 二 =e, 所 
以 Ca xz) 一 拉 # 玉 ,根据 例 5-10,<G;* ) 必 是 交 欣 群 . 

例 S45 设 g 是 由 群 (G; x ) 到 j 群 <G/ 对 > 的 满 同 态 , 试 证 明 ， 

(1) 若 ( 于 ;x ) 是 群 (G; * ?的 子 群 , 刚 五 的 象 万 " 对 于 运算 。 
也 构成 (<G' ;。 > 的 子 群 ， 

(2) 若 (vwi sx ) 是 群 (G; * ?> 前 正规 子 群 , 则 六 的 象 和 N' 对 于 运 
算 ， 也 构成 (G' ;。) 的 正规 子 群 . 

证 《1) 由 eEH; 则 ge) 二 e' EB' ,因此 7' 非 空 

对 于 任意 的 a' ,b' ENH' ,因为 BH' 是 互 的 象 ,所 以 必 存 在 a,6 
开 百 ,使 (Ca 一 4 ,BD)=b' ; 叉 由 g 是 满 同 态 ,因此 

a’ » Cb MT glad o (g (Bb))7! 
= g(a) eo gt) = pla #6 1). 

由 于 五:* ) 是 (CG; * ) 的 子 群 ,因此 由 a,5EH 可 知 ax6!'ENH， 
于 是 a' 。(6' EH'. 故 习 '; o 是 群 4G" 和 的 子 群 

(2) 若 (N; * ) 是 群 G;* ) 的 正规 子 群 , 则 由 (1) 知 CN';。 
是 群 :G' ;。) 的 子 群 . 

对 于 任意 的 ea EG' 和 任意 的 n’ EN' , 必 有 aEG 和 nnEN， 

" 152: 


三 


人 后 得 5?=a' eg 一生 ,因此 
”8 一) os gln)e Ba!) 
= gd HARI), . 

因为 CN; * ) 是 <G;* ) 的 正规 子 群 ,所 以 cx Nxa-iCN, 因此 。 
xn¥a EN. 于 是 a! 。n! 。 (a YI-IEN'. 

出 a' ECG’ 和 n' EN' 的 任意 性 知 ,对 任意 的 a EG ,有 a’。 
和。 (ae DEV 故人 ;。}) 是 (G' ;。} 的 正规 子 群 . 

例 5-46 试 证 明 所 有 无 限 阶 的 循环 群 都 祖 互 则 构 . 又 凡 阶 等 
于 x 的 有 限 循环 群 也 都 相互 同 构 . 

分 析 证 明 本 题 时 注意 循环 群 有 如 下 的 性 质 : 设 (Gy x 是 一 
由 元 素 g 生成 的 循环 群 , (1) 若 8 的 周期 为 #, 则 (G; * ) 是 一 个 
阶 的 有 限 循 环 群 ; (2) 车 g 的 周期 为 无 限 , 则 <G; * ;是 一 个 无 限 阶 
的 循环 群 , 这 条 性 质 说 明 ,循环 群 (G; x ;的 阶 与 其 生成 元 的 周期 
是 相同 的 (可 参阅 口 ] 的 定理 5-5). 

证 设 (Gl; * > G2 ° ”是 两 个 无 限 阶 的 循环 群 ,er 和 和 
分 别 是 它们 的 生成 元 . 

定义 函数 一 Gz, 使 得 对 于 任意 EG ,Fo') 一 gz. 对 于 
任意 5E€EG;, 必 存在 整数 i ,使 得 5 二 名 ;由 广 的 定 久 ,f(g1) 二 馈 一 
上 ,giEG ,所 以 了 是 满 射 . 

又 对 于 任意 Ulda€E CG : 必 ' 存 在 整数 J 二， 使 得 wl 一 号 3 一 St， 
于 是 

b= fa) 一 了 (CS 了) 一 25 一 (as 一 fat) 一 上 
设 尖 qz: 则 Jj,( 反 证 法 ) 如 杂记 二 刀 , 即 jf 二 tt 设 <) ,MN gs 
一 有 * gir 于 是 如 -1 一 e, 而 一 j>0, 这 与 8 具有 无 限 周 期 相 予 
盾 . 因此 避 关 5. 故 了 是 内 射 .因此 了 是 双 射 ， 

对 于 任意 gi ,gi€EG,)， 

TRL Bi) = TB 一 
fg +» fad) = pio gi = giti, 
因此 fgi* gi) = fg) °» fp1). 
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故 了 是 由 (ex 到 (Gs;。) 的 同 构 . 

设 tG1;* ) 和 (Gz;。) 是 两 个 阶 的 有 限 循环 群 ,gl 和 gi 分别 
是 它们 的 生成 元 . 于 是 如 一 < 人 一 ce， 并 可 令 

人 一 11 人 Ca = (8223 BE | BE}. 

定义 函数 ,G1 一 Gz, 使 得 对 于 任意 gi EG f(gi) 一 g. 显然 是 
一 个 双 射 . 

关于 了 满足 同 态 条 件 的 证 明 , 与 群 是 无 限 阶 的 情形 时 完全 相 
同 ,此 处 不 再 重复 . 

读者 要 清楚 的 是 ,对 于 任意 整数 i, 均 有 gi€E G1, giE Go. 当 
i 入 人 2 一 1 时 ,人 必 与 G 中 某 一 元 袁 相 同 . 类 似 地 ,2 
也 必 与 Gs 中 某 一 元 素 相 同 . 
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6. 1 内 容 提 要 
1 环 
2. 子 环 
3. 域 
6.2 基本 知识 点 
1. 环 
环 是 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 (Ri 十 ,。), 它 必须 满足 
以 下 三 个 条 件 ， 


《12 Ri 十 ?是 一 个 交换 群 ; 

(2) (R;，) 是 半 群 ; 

C3) 运算 ， 对 十 是 可 分 配 的 . 

在 上 述 环 的 定义 中 ,有 RR 表示 一 个 任意 的 非 空 集合 . 我 们 常 将 环 
《RR; 十 ，*，) 中 的 运算 十 称 为 加 法 ,将 运算 ， 称 为 习 法 ,用 一 a 表示 
a 的 加 法 道 元 . 

例 6-1 设 只 是 突 数 集 ,加 法 十 是 通常 数 的 加 法 ,但 丧 法 关 是 
&X65 一 |ail 5; 问 CR; 十, 义 ) 是 否 构 成 环 ? 

解 显然 ,实数 集 民 对 于 通常 数 的 加 法 运算 构成 交换 群 4 妨 ; 
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十 》， 
对 于 任意 的 a,8,cER, 有 
二 X 过 Xe 一 和 Xe 一 el (ele = |a|l* lo):e, 
(a XB Xec= al xe= |lal:tl*e= |al* 2 ve， 
即 aXx 吧 Xo) 一 (a XP) Xe. 故 iR; Xx}) 是 羊 群 . 
对 于 任意 的 a:6,cE 尺 ,有 
da XB = a B= jal b+ ladle; 
axXetaXec=|a|l'B8t |al ci 
即 a =—=axpbtaXe, 
但 是 人 十 cy Xa=|y+e| va， 
pxat+cxXa= |8| :at |c|:a. 
由 于 一 般 情 形 下 |5 十 c1 a 关 |2| a 十 le “ea 所 以 类 对 可 的 分 配 
律 不 成 立 . 故 (RR; 十 , XX) 不 能 构成 环 . 
例如 ， | 一 5 十 2| *3 关 | 一 5|*， 3 十 |2| *3. 
. 例 62 证 明 民 ; 龟 , 昌 ) 是 一 个 环 . 这 里 了 表示 整数 集 , 运 算 中 
和 的 定义 如 下 ; 
a =ats— la =—at+r — ab. 
证 对 于 任意 的 a,8,cET， 
a)D= + -1 DB =at+e—1+c—1 


一 和 十 2 十 < 一 2， 
a 引 总 由 的 一 a 身 必 十 < 一 们 = 十 二 cec 一 1 一 1 
一 4 十 十 CC 一 2 
所 以 te 和 中 ec 一 中 Ge). 运算 申 显 然 也 是 可 交换 的 . 
对 任意 <E 开 有 
1 申 a 一 1 十 aa 一 1 一 aa 外]1 一 4 十 1 一 1 一 ai 
所 以 1 是 运算 向 的 单位 元 . 


对 于 任意 的 aEI 2 一 zaET 且 
4 起 (2 一 拉 一 人 一 和 四 2 一 十 2 一 a 一 1 一 1， 
所 以 2 一 a 是 a 的 道 元 . 
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由 上 证 得 (R; 外 ?是 一 交换 群 . 
对 于 任意 的 ,56,cEI, 有 
aDOVBON= adG ie ma})=a+t+e—ie 
-apie— by 
=a 二 二 cB ad — a 十 ac， 
a Oe at 6 ad) De 
a 二 avrcC— Cat bo — ab)e 
‘二 4 二 be ab—ac— bak, 
所 以 运算 是 可 结合 的 . 因此 (R; 昌 ) 是 一 个 半 群 . 
对 于 任意 的 apscET， 有 
aOBBO=a08+e m1D)=a+ B+e—1) 
—aB+ce—1)=2+5+c—ab ~ac—], 
CON DP ON)= at+o— aDate om ac) 
=24 二 beap—a—l1, 
所 以 
a PB) = (40 PB aeY. 
外 于 运算 昌 可 交换 ,所 以 
忆 四 Ga 一 (Ga BP COaY. 
因此 ， 对 OJ 分 本 


2. 子玉 及 其 判别 


类 似 于 子 群 , 环 中 也 有 子 环 的 概念 , 只 是 定义 的 方式 稍 有 不 
同 ， 
设 (RR; 十 ,*，) 是 一 个 环 , (本 ;十 ,，) 是 (R; 十 ,，) 的 子 代数 ， 
如 果 《 吾 ;十 ,*，) 也 是 一 全 环 , 则 称 { 玉 ;十 ,。) 是 CR; 十 ,，) 的 于 
环 . | 
设 {&; 十 ，,* ) 是 一 个 环 , 刀 是 灵 的 非 空子 梨 , 如 何 判别 五 与 
* 57。 


十 :* ?必须 是 一 个 环 . 也 就 是 说 瑟 必须 满足 ， 

{1) 运 算 二 与， 在 吾 上 封闭 :CH; 十 ,成 汶 (R; 十 ,，) 的 
子 代数 ; 

C20 (了 ;十 ) 必 须 是 一 个 群 . 肥 ( 五 ; 十) 必须 是 ‘R; 十 ) 的 子 群 ， 

《3)? 十 在 五 上 可 交 搞 ; 

《4) “在 如 上 可 结合 ， 

(5) 在 五 中. 对 十 可 分 配 . 
然而 ;因为 (R; 十 ,* ) 是 一 个 环 ,五 是 RR 的 于 集 , 所 以 条 件 (3)， 
(4),《5) 是 自然 满足 的 ,用 不 着 再 去 判别 . 因此 要 判别 末 与 十 、。 
能 和 否 构 成 (RR; 十 ，，) 的 子 环 ,只 要 判别 (1), (2) 两 条 ,具体 地 说 ,要 
淹 别 ， 

1) 耕 闭 性 :由 az,2E 五 ,推出 ea 二 GE 避 有 目 a :bEH:; 

2 加 法 的 可 道 性 :由 < 各 王 , 推 出 = 的 加 法 道 元 一 “和 三. 

例 63 找 出 环 {Zs;Ds, 昌 ,的 所 有 子 环 . 在 这 里 2Z,= {0,1， 
2,3,4,5) 中 入, 分 别 表示 模 6 的 加 法 和 乘法 , 即 

a sb = reseta 十 有 ee = reso abd), 

解 关于 Zi 与 Ds、 构成 环 的 证 明 我 们 不 进行 讨论 . 读者 
可 根据 环 的 定义 自己 去 证 明 , 为 了 后 面 讨论 的 方便 ,我 们 给 出 息 ， 
与 Q@; 的 运算 表 ( 表 6-1 种 表 6-2). 

表 6-1 表 552 


{Bij 0 1 2 3 4 5 Oslo 1 2 3 4 5 
0 | 1 2 3 4 5 D010 0 8 9 0 0 
1|1 2 3 4 5 0 lI 1 3 3 4 5 
212 3 4 5 0 1 210 2 4 0 2 4 
3|13 4 5 0 1 2 310 3 0 3 0 3 
4|4 5 0 1 2 3 110 4 2 0 4 2 
515 0 1 2 3 4 5|10 5 #4 3 2» 1 


根据 拉 格 妆 日 定理 , 若 ( 五 ;中 必 是 (Za 中 ,的 子 群 , 则 并 已 应 
是 #G 的 因子 . 因此 #f 互 只 可 能 为 1.2.3 或 6 

根据 子 群 的 定义 , 若 ( 万 ;由 小 是 (Ze; 外。 的 子 群 , 则 由 aE 瑟 ， 
上 应 也 有 a 的 加 法 道 元 一 上 生 五 . 并 且 加 法 单位 元 0E 五 . 

又 注意 到 1 与 5 互 为 加 法 道 元 ,2 与 4 互 为 加 法 道 元 ,3 和 0 
均 以 自身 为 逆 元 . 

由 上 分 析 可 知 , 吾 只 有 以 下 可 能 : 互 一 10} 或 五 一 10,3) ), 或 二 
二 {0,1,5); 或 玉 一 {0,2,4) ,或 电 =Zs. 用 条 件 1) .2) 来 判别 ,发 现 
当 石 一 {0,1,5} 时 ,运算 BD; 在 五 上 不 封闭 . 互 的 其 它 几 种 情形 均 
满足 条 件 1) 和 2 TO ) 有 如 下 一 些 子 环 ， 

| 和 Be, Oo ;1{0,3}; Th Oo); 

{0, 2 Be, Do); (Di PP,, Oo}. 

ER * 中 我 们 将 加 法 十 的 单位 元 用 0 表示 ,并 将 它 
称 作 零 元 素 , 其 原因 是 对 于 乘法 它 具 有 数 0 的 性 质 , 即 对 于 任意 
dER, 


Oa=a'0=0., 
对 此 可 用 与 例 4-10 中 完全 相同 的 方法 证 明 . 
环 的 定义 中 并 不 需求 ， 满 足 交换 律 ， 如果 一 个 环 的 运算 满 
是 交换 律 , 则 称 该 环 为 可 换 环 . 


3. 域 


如 果 环 (R; 十 ,*， ) 是 一 含有 非 零 元 素 ( 即 至 少 有 两 个 元 天 ) 的 
可 换 环 ,具有 敢 法 单位 元 昌 每 个 非 零 元 素 具 有 关于 ， 的 逆 元 ,如 称 
《R; 十 ,* ) 是 一 个 域 . 也 就 是 说 瑾 是 一 种 特殊 的 环 ， 

例 5-4 斌 判别 (23; 生 ;名和 (2Z;; 提 ,; 昌 ,) 是 不 是 域 . 

解 ”根据 环 的 定义 容易 证 明 , 对 于 任意 正 整 数 mm,(Z. ;中 ,， 
是 一 个 环 ， 因此 对 于 (Zas; 四 ,GO 和 (中 Gy， 我 们 只 需 
判别 它们 是 否 满足 以 下 三 个 条 件 ; 

(1) 送 算 ; 和 各, 是 否 可 交换 ; 
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2) 运算 马 , 入 是 否 具有 单位 元 ; 

(3)Zs 和 2Z 中 的 每 一 个 非 零 元 素 分 别 对 于 售 ; 入 1 是 和 将 具 
有 逆 元 ， 

为 此 我 们 构造 仿 ; 和 后 , 的 运算 表 ( 表 6-3 和 吉 6-4) 如 下 


表 63 表 打 4 
0 1 人 |0 1 2 3 
0 0 olo oo 0 
0 1 1|0 1 2 83 
0 2 210 2 0 2 
3|0 3 2 1 


从 表 6-3 中 我 们 可 和 赴 出 @; 是 可 交换 的 ,1 是 其 单位 元 ,1 的 道 元 
1 一 1,2 的 道 元 2 :一 2. 因 此 5Z:5 中 : 扎 : 是 一 个 域 . 

从 表 6-4 中 我 们 可 看 出 所 , 是 可 交换 的 ,1 是 其 单位 元 ,1 的 道 
元 1 一 1,3 的 逆 元 3 =3. 但 是 2 没有 道 元 ;因此 (Zi; 旬 ,中 ,) 不 
比较 整 环 与 环 的 定义 可 以 看 出 , 整 环 也 是 环 ,但 它 是 必须 满足 
以 下 三 个 条 件 的 环 : 

《1 乘法 运算 ， 是 可 交换 的 ; 

(2)， 具 有 单位 元 ; 

《3)。 满 是 消去 律 . 


6.3 问答 与 论证 


例 65 设 ({R; 十 ，* ) 是 环 , 又 设 a.58 和 ec 是 民 中 的 任 音 元 
素 , 试 证 明 : 
{1 a* (—D)={—a) * b=— (a * 0); 
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(C2) 车 a* 52=b raya Cb) =—b) rad (nd) = nb) 
ef 为 非 负 整数 ) 以 及 a sD 1b 1! ai 
(3) 车 a* b=b va 和 a eo=ec :alae: GH) = Ee ra, 
da* (hee)—tb re) sa, : 
说 明 在 环 (R; 十 ," 中 为 区 别 起 见 , 对 于 任意 aER, 我 们 
. 用 一 a 表示 4 的 加 法 道 元 ,用 4! 表示 a 的 顷 法 道 元 ,用 na 表示 
a 一 9 十 … 十 a; 用 wr" 表示 a ，a，…*，a, 用 0 表示 却 法 单位 元 , 册 1 


表示 乘法 单位 元 . 
证 1) 因为 
GD 十 cv DD)=a vO)=a'0=0, 
所 以 ce (一 人 一 一 (站 . 
类 似 地 (一 a) 56 一 一 {a * 把). 
£2) 因 交 4a* 5 一 5， ay 所 以 
@ 一 有 一 一 人 一 一 人 ve) 一 《一 的 
a Aa B+ 二 =arb+arb+ Tab 
—P*a+prat+ "+d:a= B+o+t :a 
一 《Ho "a. 
题目 要 求证 明 a " := 久 ec, 说 明 元 素 存在 匀 法 道 元 , 且 
乘法 存在 单位 元 1. 但 此 时 其 它 的 元 素 不 一 定 有 乘法 道 元 ， 
op = 0) = EI ab) = bib a) .hb! 
一 站 Ia 一 一 
(3) 因 为 a*，5==bp* qa ce 一 ca 所 以 
8 二 ce 一 Cs 十 Ge 一 站 十 Ce 
Cpc 一 (Dr 一 人 ce 一人 一 
= (fc) =。 也 
例 6-6 设 (R; 十 ,，) 是 一 有 乘法 单位 元 的 环 , 定 义 RR 的 一 个 
子 集 五 为 


nl 


瑟 = fala-: 也 在 及 中 }. 
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试 证明 ( 五 :， > 是 一 个 群 ， 

分 析 ”根据 群 的 定义 ,为 了 证 明 ( 互 ;， 是 一 个 群 , 需 证 明 以 
下 四 条 : 

人) 运算 * 在 五 上 封闭 . 因此 (五 ;。) 是 一 代数 系统 ; 

2) 运算 . 在 五 上 可 结合 ; 

[3)“* 的 单位 元 1 EH; 

{4)， 在 态 上 满足 可 道 性 ; 申 aE 瑟 ,可 推出 a !€E 瑟 ， 

证 因为 1-' 一 1ER, 所 以 1E 吾 ,县 右 非 空 . 

对 于 性 意 4,5E, 必 有 a !ER,b1ER, 因 此 51a-!1€ER，, 
并 且 

Dla tah) = (ab (hla!)=1, 
因此 《ae 有 -一 和 ve ER 民 于 是 abE 五 , 故 ( 万 :> 是 一 代 
数 系统 ， 

因为 电 是 玉 的 子 集 ,， 在 万 上 可 结合 是 显然 的 . 

对 于 尾 意 aETI, 必 有 a ER, 由 于 a 与 ar 了 为 道 元 ,所 以 
(a 1) atR, 因 此 a GE 石 . 

由 上 证 得 (五 ; ，) 是 一 个 群 . 

例 6-7 设 tR; 十 ,*) 是 环 ,其 习 法 单位 元 记 为 1, 加 法 单位 元 
记 为 0, 对 于 任意 a,$ER, 定 义 a6 一 a 十 8 十 1 ;a@5=a* 5 十 a 十 
. 试 证 明 < 有 R; 田 , 昌 ) 也 是 环 ; 并 是 与 环 (R; 十 ,* ) 同 构 . 

证 ”运算 嘱 和 马 在 六 上 显然 是 封闭 的 .运算 十 可 交换 ,因此 
二 也 可 交换 . 

对 于 尾音 的 a,5,cER， 

(ea 和 六 人 币 c 一 (te 十 2 二 17 国 c 一 和 十 十 1 二 cc 十 1 

a 十 (十 cc 十 1 二 1 一 a we). 
元 素 1 的 加 法 逆 元 记 作 一 1 ,; 刘 对 于 任意 的 a&€R， 
atP—1=a++(—1)+1=a++0=&a. 
由 条 的 交换 性 知 一 ! 是 运算 四 的 单位 元 . 
对 于 任意 &ER， 
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4 和 (下 十 2( 一 1D=a 狼 (一人) 十 (一 上 十 (一 17) 
二 4 十 (( 一 习 十 (一 1 十 (一 12 十 1 
= (aC— (— a)) 
十 (一 了 十 (( 一 了 十 1) 
一 0 十 《一 1 十 0 一 一 上 十， 
由 四 的 交换 性 知 ， 《一 和) 十 2( 一 1) 是 a 的 加 法 道 元 . 
由 上 证 得 人 六: 四 ?是 一 交换 群 . 
对 于 任意 的 a,8,cER, 因 为 运算 ， 对 十 是 可 分 配 的 ,上 且 十 是 
可 交换 的 ,所 以 
a PO) 
=a* ODTat HOc) 
—artpret+a 二 ++O++a+ Web 
一 如 六 十 人 二 二 二 
CAODIOIN CIODEEA 十 (Cap5) 十 < 
一 (十 和 十 冯 fr 十 十 下 十 如 十 上 
一 pc 十 cp 二 aoc 十 下 "cc 十 六 十 忆 十 c， 
因此 OLIGOD EACOLNO 
由 十 证 得 人 ;局 ? 是 一 半 群 , 
对 于 任意 a8,cER, 有 
4OGPBO=a. BBPBOFaA+ EBD) 
一 & ww 二 cc 二 Dia 二 ww 二 e+; 
(DN BD (aD)= (ba 二 Dact+ate) 
二 (a5 二 4 十 让 十 c 十 a 十 中 十 1 
二 (4:5 二 arc 二 A) 十 (4 十 十 cc 十 1) 
二 a 了 b 十 cc 十 由 十 a 二 让 十 ct 十 1， 
关 叶 a WP) = CONDPDade). 
类 似 地 可 以 证 昌 Cea=0ea) 中 全 人 a)》， 
由 上 可 知 ,( 尺 ;四 ,对 ?是 环 . 
定义 函数 了 :RR, 使 对 于 任意 aER,fla)= 二 a 十 (一 1) 一 a 一 
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1 ‘ 注 :在 环 中 ,我 们 通常 将 a 十 (一 如 简写 成 a 一 6.》 
对 于 任意 aE 丸 ,存在 元 素 4 十 1ER, 使 
Fa 十 1 一 人 十 1 一 1 一 < 十 (1 一 1)》 一 人 
因此 了 是 满 射 . 
设 aiyas 后 站 蛙 的 关 as , 若 f(a) 二 flaz), 即 着 a 一 1 二 a 一 1， 
则 ai 一 1 十 1 一 gz 一 1] 二 1, 于 是 a1 一 a;， 与 zi 天 aa 牙 盾 ,因此 当 1 尖 
az 时 , 必 有 fan) 关 f(az). 圾 让 是 内 射 . 所 以 了 是 双 射 . 
对 于 任意 a,58ER, 有 
fla+D)=at+b—l1: 
Fa)DBIO= DBE —1)=(a—1)+B—1)++1 
二 {a 二 5 一 十 (一) 二 +1)=atb—1. 
因此 Fe 十 的 一 Fe Far B 一 上 5 一 1, 故 
AOOAD= Gm DOG— = 1) 1) 
十 (一 1 十 地 一 1) 
一 Qi 十 (一 11) 十 s (一 1 十 人 一 1 (一 1) 
二 4 一 1 十 b 一 1 
二 a 一 5 一 4 十 1 十 a 一 1 十 6 一 1( 参 见 例 6-5) 
一 cp 一 1， 
因此 Ka. 忆 一 Fa)GACB)， 
由 上 可 知 , 了 是 由 环 ( 及 :十 ,…) 到 环 (有 Ri 四, 加 > 的 则 构 . 
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第 七 章 格 和 布尔 代数 


7. 1 内容 提要 


1. 格 的 基本 概念 
* 偏 序 集 , 上 界 . 下 界 . 最 大 下 界 . 最 小 上 界 . 最 小 元 素 . 最 大 元 


* 最 大 下 界 和 最 小 上 界 若 存 在 , 则 唯一 ; 
“ 最 小 元 素 、 最 大 元 素 若 存在 , 则 唯一 ; 
日 覆 , 子 和 客 . 
2 格 的 性 质 
* 格 的 十 条 基本 性 质 ; 
“ 格 的 对 偶 原 理 ; 
* 格 中 的 运算 VY , A 满足 交换 律 ,结合 律 ,等 短 律 ,吸收 律 ; 
* 客 的 保 序 福 ， 


3. 特殊 的 格 


* 分 配 格 ; 

* 有 界 格 ; 

MM 有 补 格 ; 

. 有 补 分 配 格 ,布尔 代数 . 
4. 布尔 代数 的 性 质 


" 布尔 代数 中 运算 VY ,A ,一 ,满足 十 条 基本 性 质 ,其 中 交换 
* GD。 


律 ,分 配 律 ,分 配 律 ,同一 律 和 互补 律 独 立 ; 

* 原子 ; | 

M 有 限 布 饼 代 数 (8; 一 » Vv A ) 同 构 于 一 集合 代数 《23 上 » U + 
fl >, 


5. 布尔 表达 式 
7.2 基本 知识 点 


“1 偏 序 集 


例 71 设 上 二 们 ,2,…,12},; 在 上 L 上 定义 整除 关系 . 

(1){ 工 ;1 是 否 是 偏 序 集 , 车 是 , 面 出 其 Hasse 图 ; 

(2) 在 工 中 找 8 与 12 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 ,4 与 6 的 最 天 
下 漠 和 最 小 十 界 ， 

(3) 在 工 中 找 最 小 元 素 和 最 大 元 素 . 

解 《1 因为 在 工 上 整除 关系 “|? 满 足 自 反 , 反 对 称 , 传 递 性 ， 
所 以 { 工 ;1} 是 信 序 集 ,其 Hasse 图 如 图 7-1 所 未， 

” (2) 因为 118,2|8,4|8,1|12,2|12,4|12, 所 以 1,2,4 均 是 8 
与 12 的 下 界 , 但 由 于 114,214, 故 半 
是 最 大 下 界 . 

在 工 中 设 有 元 素 e“ 能 满足 8|a， 
且 12le, 故 8 与 12 无 上 界 , 从 而 无 最 
小 上 界 ， 

印 -方面 ,因为 1 14,2|4,116,216， 
所 以 1,2 均 是 4 与 6 的 下 界 , 但 由 于 11 
2, 因 此 2 是 4 与 6 的 最 大 下 界 . 

图 7?-1 因为 4|12,6|112, 所 以 12 是 4 与 
6 的 上 界 , 在 工 中 设 有 元 素 5 能 满足 4158,614, 且 5112; 所 以 12 是 
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4 与 6 的 最 小 上 界 . 

(3 因为 对 任意 的 eaEz,1la 所 以 1 是 工 的 最 小 元 素 ， 
元 素 . 

2. 格 


( 工 ; 扩 是 格 要 满足 两 个 条 件 ; 

(1) < 工 , 志 ;是 一 个 偏 序 集 ， 

(2) 对 工 中 任意 一 对 元 素 ,4 均 存在 最 大 下 界 和 最 小 上 界 ， 
分 别 用 ALs=glb sb) 2 Vv ts—lub CAL ;2 起 示 . 

例 7-2 由 图 7-2 所 示 的 偏 序 集 (L; 志 ), 哪 一 个 是 格 ? 为 什 
公 ? 


. 和 
(1 . (2) 3) 04) 


解 《1),(4) 图 所 表示 的 偏 序 集 是 格 , 因 为 工 中 任意 两 元 素 
均 有 最 大 下 界 和 最 小 上 界 . 
C2) 图 所 表示 的 偏 序 集 不 是 格 , 因 为 c 与 4 有 上 界 4a,5 和 六 
但 由 于 a 与 8 不 可 比较 ( 即 a<6, 且 6 坊 a) ,所 以 c 与 4 无 最 小 上 
界 . 故 不 是 格 ， 
C3) 图 所 表示 的 偏 序 集 也 不 是 格 , 因 沟 e 与 a 没有 最 太 下 界 . 
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3. 格 的 十 条 基本 性 质 
自 反 性 在 格 ( 工 ; 委 ? 中 ,对 任意 的 五 短工 有 


hh 
2 
反对 称 性 
车 b= 
若 地 关 五, 则 上 一 上 
传递 性 若 lb 则 LEL 
若 卫 池 红 守 刀 则 嫉 之 如 
下 界 LAL A 
上 上田 Vb od Vb 
最 天 下 界 若 ls 二 ss ts 则 fs 六 全， 
最 小 上 界 若 守则 宇 Vd. 


(7-1) 
(7-1') 


~ (7-2) 


(7-2') 


{7-3) 


(7-3') 
(7-4) 
(7-4) 
(7-5) 
C7-5") 


式 P 了 中 ;用 空 代替 所 ,用 所 代替 实 , 用 A 信 代 苦 W ,用 VY 代 符 入 就 得 


到 一 个 新 的 关系 式 P?,P? 称 为 P 的 对 侦 式 ， 


《7-1) 一 (7-5) 与 (7-17 一 57-5 7 对 应 的 式 子 互 为 对 偶 . 


对 偶 定 理 ”对 于 格 4Z; 委 ?上 的 任 一 真 命 题 ,其 对 偶 亦 为 真 . 
定理 7 3.1 设 红 ; 康 ) 是 格 , 对 任意 的 ,tsEL, 有 (Vis== 


la A =). 
例 7-3 斌 证 明 在 格 中 若 a65<c, 则 
(la Vo—bAe; 
(C2) ra ADD VY (Ac = CaYV eb) A DYe), 
证 《1) 因 为 zs, 由 定理 7.3.1 知 zaVB8 一 六 
因为 FESce ,所 以 Ac 一 因此 
ua Vpe=phe, 


【20 因为 a 二 D5, 所 Ba 6 一 aya Yb 二 5. 又 因 为 be, 所 bhAe 
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二 6,b Yc 一 c. 于 是 
(a MADY (PAD=aYV b= 
(a VON YoO—beArc=o; 
(aADYV BAN=ta VAYe. 
例 7-4 设 谍 ;入 ;是 格 , 对 任意 的 a,5,cEL， 有 Ca Ab)V CA 
EaVDAWYe). 
证 因为 a psp， Ac 所 以 


ADY OA 1) 
btaVvDAwYe) (2) 


由 5 2) 根据 传递 性 得 
(a ABDYV EACaNVvDAWwYe). 


4. 格 的 性 质 


设 : 工 ;之 ) 是 一 个 格 , 则 对 任意 asE 工 ,有 

《1 交换 律 辣 VE 一 VD AD 一 请 A 

2) 结合 律 VCVeD 一 (VEIVL， 
dA Ad = Al) A 

C3) 等 帘 律 Vi= ,A= 

(4) 吸收 律 V Al = 岂 ， AY) =L. 

定理 了 4. 1 在 褒 ( 委 ) 中 ,对 任意 的 上 2 了 工 ,车 玉 扫 
tad WA Vol Vd Nl Ms. 

推论 :在 榜 ( 工 ; 委 ? 中 ,对 于 尾 意 欧 vladsEL ,车 J, 则 4 
V {< 1 Vissi Nt 1 Ml. 

例 7-5 设 代 ;所 ?是 一 个 格 , 试 证 对 任意 元 素 epycE 工 ,有 

aVv[lla VD AaVo= ta VDAlaVYe) 

分 析 在 格 中 要 证 明 等 式 成 立 , 通 常 证 * 左 式 ” 扫 “ 右 式 ? 利 * 右 
式 ” 二“ 左 式 "然后 利用 反对 称 性 得 “* 左 式 " 一 “ 右 式 ” 

证 法 一 对 Y a,b,cEL. 

| "169* 


由 上 界 (7- 由 ) 知 eVPzaaVca- 
根据 定理 7.4. 1 和 等 需 律 可 得 
(a VDAla YD) 守 aha=a. 
lav AaVoOCeVOAaYo) ,以 
aV[LeayVvaAGaVvoOletavo) A aye. 
另 一 方面 由 上 界 的 67-47 知 
a VOA a VauyY [Layo A aye))] 
(a VD AtaV) =aV iay oe) A ta ye)l. 
证 法 二 、 对 Y aib8,cEL, 由 上 界 (7-4 知 a Yb 之 a ,a Yea， 
- 所 以 ,由 定理 7. 4. 1 和 等 苦 律 得 
a=aAa 人 {taVv eo) Aa Vo. 
再 由 定理 7. 3. 1 得 
aVv [tavaD)Al@ yoOl=aVv A (a ye). 
证 法 三 对 Y¥ a,8,cEL, 根 据 结合 律 ,吸收 律 有 
aAltla Vo AtaVvo=LaAl@ VIA (a ye) 
=ah a Ve) = 
由 定理 7,3,1 知 as 和 (eV ATCeVcy 所 以 
aV [taVvo)Ata Vl= Vo A (a ye), 


5. 格 的 另 一 定义 形式 


格 除 前 面 按 偏 序 定义 外 ,还 有 按 代 数 系统 定义 的 另 一 种 形式 ， 

给 定 {IL; Y ,A 是 一 个 代数 系统 , 若 工 上 的 二 个 二 元 运算 YV 、 
A 满 足 结合 律 . 交 换 律 和 吸收 律 , 则 人; VY , A } 是 一 个 格 . 

可 以 证 明 , 给 定 一 个 格 (L; 硅 ), 由 工 上 定义 的 最 小 上 界 运 算 
VY 和 最 大 下 界 运 算 A ,能 得 其 另 一 表示 形式 ( 工 ; VY ,和 A}》, 称 为 由 
亿 i 魏 ?诱导 的 代数 格 , 男 一 方面 ,给 定 一 个 格 ( 工 ;VY , A) 也 可 由 二 
元 运算 Y 和 A 引入 一 偏 序 "<*, 使 ( 工 ; 志 ) 为 格 ,对 任意 ,lsEL， 
当 且 仅 当 tl Vis = 时 ,2 委 上 , 国 此 ,两 种 格 的 定义 形式 等 价 . 

若 (4;V,A) 是 (Z5V，A)》 的 子 代数 , 则 称 (4;V ,A) 是 (3 
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和 


V，A) 的 子 格 , 
例 76 设 B=={0,1},B 一 {lqy82y43)|alEB}, 证 明 (BB*; 
V ;A 入) 是 一 个 格 , 其 中 ,对 任意 的 (a15a4s,4s) ,6,52,53)EEB’, 有 
(Qa2rda) VV 全 机 本) = (max{asb} ,max {a zs ,max (ass by})} 
{aagas) A (hsbasbs) — (min{a;sb) min{as, bs} ,min{ass bs)). 
解 ” 由 定义 知 V ,和信 是 8B 上 的 二 元 运算 . 因为 对 Y a,5,cEB, 有 
max{ap} ~ max{(bha} min{ad} = min{b,a}, 
max{la,max {bc}}— max{max{ad} yc} = max{a,be}, 
min{asminib,c}}= min{min{a,d} ,c} = min{fa,b,c}; 
所 以 入 ,VY 满足 交换 律 和 结合 律 . 
又 对 任意 的 (ai sas,43), C61,Bz15;) EB 有 
《aiyaayaay 和 [alyasaa) V Oi boss) | 
一 《datazyas)》 A (max{ay hh} max{ass be) ,max (as ba}) 
= (min{a,max{asb}} min las ymax{as ,db,} }, 
min {as,max {a ,bs} }}, 
车 a 之 1; 则 
min{amax{a bd}} = min{ana} 一 a， 
车 al<h;, 则 
min {a,max{asb}} = min{ab} = a, 
所 以 (Caras sa ALarsa a V Ciba ba) ]= (a asa3), 

类 似 可 证 

《ay NY [T(aiyasyas) A (is bsb) ]= (elsessas). 

所 以 A,V 满足 吸收 律 , 故 (BYV , A) 是 一 个 格 . 

例 77 ， 设 让 ; 志 ) 是 格 ,其 Hasse 图 如 图 7-3 所 示 , 取 5, 一 
taberad}Sa— (ad dF} Ss = {bcd , 问 (S1; A ), (S01 过), 
455; 志 ) 中 哪些 是 格 ? 哪些 是 tL; 志 ) 的 子 格 .. 

和 解 ”() 对 YY TziyES,; 由 Hasse 图 知 glbtx,y)=rAyES, 
lub(tr, yr) =rYV yES. 
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《5 S》 是 格 , 且 是 (和 雪 ) 的 
a 子 格 . 

(Pb,dE Sglb bd = ES:, 

《 4 lob 人 ;0D 一 a€ ss 可 以 验证 5; 中 , 任 
意 两 元 素 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 存 

在 ,所 以 和 :5 安 ) 是 格 . 但 在 Se 中 ,glb 

e g 他 :号 一 了 不 等 于 工 中 前 b(8,g) 一 c， 
即 A 在 $: 中 不 封 团 ,因此 ,935 委 ) 不 

了 是 工 ; 所 ?的 子 格 . 
335 ,过 在 35, 中 无 最 小 上 界 , 政 


图 7-3 (53; 忌 ) 不 是 格 . 


65.” 分配 格 与 有 补 格 


车 一 个 格 < 工 ; Y , 太 ) 满 足 分 配 
律 , 则 称 为 分 配 格 . 即 对 任意 后, 和民 , 干 述 两 等 式 之 一 成 立 . 
AUNVE) = A YY AL): 
YYV A) = Vo) A CY ta) 
注 :这 两 个 等 式 是 等 价 的 ,车 一 个 成 立 , 另 一 个 也 成 立 ， 
有 界 格 ”如果 一 个 格 有 最 大 元 素 和 最 小 元 素 , 则 称 它 为 有 界 
格 . 其 最 大 元 素 和 最 小 元 素 分 别 用 "1? 和 “0 表示 ， 
补 元 设 人 Z:V,A) 是 有 界 格 , 若 对 任意 的 !E 工 ,存在 7E 工 ， 
使 得 :Vi 一 1 了 AZ 一 0, 则 称 元 素 7 是 7 的 补 ， 
有 补 格 设 { 工 ; V ; 太 ) 是 有 界 格 ,如 果 工 中 每 一 个 元 圳 都 有 
有 补 分 配 格 ”如 洒 一 个 格 既 是 有 补 格 叉 是 分 配 格 , 旭 称 为 有 
补 分配 格 . 
定理 7.6.1 在 有 补 分 配 格 CL; VY, 入} 中, 任 一 元 素 LEL 的 
补 元 素 是 唯一 的 . 
例 78 如 图 ?7-4 所 示 的 几 个 次 序 图 均 是 烙 , 哪 个 是 分 配 
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图 7-4 
格 ? 哪个 是 有 补 格 ? 
” 解 ”这 三 个 格 均 是 有 界 格 ， 
(1) 因 为 Ca 中字 无 补 元 , 故 它 不 是 有 补 襟 . 
又 因为 zAtyV =—=rN\r= rz 
(zAWYV EASY—=OVs = 
所 以 zz 人 CyY5) 关 Cz 人 YY tz As) 故人 a) 也 不 是 分 配 格 . 
《2) 因 为 人 by 中 = 无 补 元 , 故 它 不 是 有 补 格 . 可 以 验证 ,b) 中 
任意 三 元 素 满足 分 配 等 式 , 故 是 分 配 格 . 
C3) to) 中 0,1 互补 ,x ,ysz 两 两 豆 补 ,故人 e) 是 一 有 补 格 . 文 因为 
xXA(lyY2)=rAl=z, 
{TAWY rHA2)=0V0=0, 
所 以 
TA ty V2 Fr AY YY tr hz), 
故 (c) 不 是 分 配 格 , 


7. 布尔 代数 


布尔 代数 ”一 个 有 衬 分 配 格 . 
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布尔 代数 (B; 一 ,VY , 信 ), 其 中 VY ,不 是 格 中 并 、 交 运算 , “一 ” 
是 求 补 运算 ,布尔 代数 满足 十 条 基本 运算 定律 ;交换 律 ,结合 律 ,等 
罕 律 ， 吸收 律 ,分 配 律 ， 同一 律 , 零 一 律 ,互补 律 ,对 合 律 ,和 巷 ™ 摩 柜 
定律 ， 

布尔 代数 的 第 二 种 定义 形式 ; 设 4B; 一 ,VY ,A 为 一 个 代数 
系 ," 一 ”为 定义 在 号 上 的 一 元 运算 ,VY ,人 A 为 定义 在 召 上 的 二 元 运 
算 , 若 它们 满足 交换 律 ,分 配 律 ,同一 律 和 互补 律 , 则 称 B 为 布尔 
代数 ， 

定理 7,7.1 布尔 代数 的 每 一 子 代数 仍 是 布尔 代数 . 

例 79 考察 代数 系统 (Pi 一, Y， 人), 这 里 下 = 
{fl : N—{10,1}} ;对 于 任意 的 石 : 户 扣 天 ,有 

当 且 人 如 当 万 ( 鸭 一 0 时 ,万 (人 一 1; 

当 且 仅 当 户 Co)=1 或 产 ( 四 =1 时 ,CAVAGoD 一 1 

当 且 仅 当 六 G0)=1 且 G0 一 1 时 , (Af) 一 1; 
试 证 明 《F; 一, V，A 是 布尔 代数 . 
解 对 任意 的 有 ,fo, 记 EF. 对 任意 的 nEN 
(1) 因 为 


| . 10， 
Cf Vv Ga) 一 | 


当 六 (2) 一 0 是 天 (2) 一 和 时 | 


其 他 ; 
0, 当 太 人 一 0 且 态 人 一 0 时 ; 
Cfa ¥ fn) 一 和 其 他 ， 
所 以 ， NV f= fa yf. 
类 似 可 证 方 A 疡 = 万 A 广 ,因此 ,交换 律 满 足 . 


(2) 因 为 
Cf A CFfs Vv 天 DC) 
= 人 当 太 0) 二 1 且 (f(t2) 二 1 或 及 (4) 一 1 时 ; 
0, 当 六 人) =—0 或 (fn) 一 0 有 fn) = 0) 时 ， 
1， 当 刘 00) = fo(n) 一 1 时; 
Cf A fa) (0n) 一 
0， 其 他 . 
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1; 当 £0) 二 fm) 一 1 工时; 
FR FV = {Df 1 


0, 其 他 ， 
而 
(CF A Ff) YY Ch A fn) 
-全 当 矿 6) 一 1 且 ( 关 (oo 一 1 或 ft) = 1)， 
lo， 当 万 GD =0 或 (有 (00) 一 0 且 玉 (7) = 0)， 
所 以 


hv f= AND YA), 

类 伺 可 证 AV (fA) 二 ChiY fi) ACHY fs). 因此, 分配 
律 成 立 . 四 

(3) 令 Or:N 一 >{0,17, 对 任意 nEN, 有 Ory) 一 0. 

LN 一 > 和 0,1), 对 任意 mnEN, 有 (wn) 一 1, 
显然 Or,TEF, 生 对 性 意 /EF. 因为 
CFV ON 一 Fa VC = fn) ¥ 0 = fln); 
(六 AT = Fn) A Tm) = fn) Fl1= Fn), 
所 以 ,7V Or 一 了 了 AT= 了 同一 律 成 立 . 
《4) 对 任意 的 fEF, 因 为 ftn) 一 0, 当 且 仅 当 了 (mw)==1, 所 以 
CF A DO 一 了 ay A TF) = 0 On, 
FV NGO) = A YY Tn) = 1 Tn), 
融 fA 一 Or,fY 了 一 17; 互 补 律 成 立 , 因 此 (FF; 一 ,VY ,人 是 一 个 
布尔 代数 . . 

例 7-10 设 (B;'，V ,入 ) 为 布尔 代数 ,并 B 守 2, 任 取 a&€ Bsa 
天 0,a 关 1, 证 朋 ( 了 ;VY ;和 太 ) 是 BB 的 一 子 代数 , 且 是 布尔 代数 ,其 
中 T={0,aya' ,1}. 

解 对 工 中 各 元 束 的 运算 表 如 表 ?7-1 所 示 . 

由 吾 是 布尔 代数 知 

由 下 述 运算 表 知 ,了 对 V ,人 ,' 封 闭 , 故 是 B 的 子 代数 , 故 根据 
定理 7.7.1 知 (TV，A，) 也 是 一 布尔 代数 . 
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a 1 1 
和 Da a 1 Oo 0 0 0 uy 1 
ala «a« 1 «a a|o a 0 &a a 
ua lia 1 a a alo 0 a a a la 
1 1 1 1 上 0 a a 1 1 0 


8, 原子 及 有 限 布尔 代数 


原子 ”在 布尔 代数 (B; 一 ,VY ,A) 中 ,如 果 元 素 ga 天 0, 旧 对 每 
一 个 TEB;, 有 zhAa=a 或 zAa 二 0; 则 称 a 是 原子 ， 

即 若 a 取 0,a&€ 8 是 原子 ,那么 a 与 8B 中 任意 元 素 x, 要 么 a 去 
x+， 要么 了 = 一 0 或 a 与 不 可 比较 , 即 原 子 是 仅 比 0 元 束 * 大 ”一 点 
的 元 素 ( 这 里 “大 "是 按 偏 序 关系 比较 ). 

定理 7.8.1 设 ( 瑟 ; 一 ,V，,A :是 一 有 限 布尔 代数 , 则 对 任意 
I 全 BB, 且 了 关 0, 一 定 存在 一 个 原子 a, 使 得 ax， 

定理 7.8.2 在 布尔 代数 (B; 一 ,VY ,入 ) 中 ,任意 两 原子 a, 和 
az, 若 aa Acaa 关 0, 则 ai 一 ae 

定理 7.8.3 设 (B; 一 ,VY ， A) 是 一 有 限 布尔 代数 ,任意 的 x 
EB 且 XO a = 全 2 "st 是 (B; 一 Ys 和 ;中 满足 diX 的 所 有 蛛 
子 , 则 z=aiVavV…Vw 且 表示 方式 唯一 . 

定理 7.8.4 设 (B; 一 ,VY ,A 信 ) 是 一 有 限 布尔 代数 ,M 是 该 代 
数 所 有 原子 的 集合 , 则 人; 一 ,YA 与 4 门 ? 回 构 ， 

定理 7.8.5§ 每 一 育 限 布尔 代数 的 元 素 个 数 必 为 2 的 罕 ， 

例 7-11 设 S$=11:2,3,5,6,10,15,30) ,在 S 上 定义 整除 关 
系 *1”, 则 0S; |) 蚌 一 个 有 补 分 配 格 , 即 布尔 代数 , 求 其 所 有 的 原 
子 ， 以 及 工 一 10,zr 一 15 的 原子 表达 式 ， 

解 “5S;1) 的 Hasse 图 如 图 7-5 所 示 . 

由 Hasse 图 可 验证 6S; |) 是 一 有 补 分 本 格 , 即 布尔 代数 ,最 小 
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元 素 是 1, 最 人 元 素 是 30. 

因为 “一 2 天 1( 最 小 元 素 , 相 当 于 0 , 且 对 任意 ErA2 一 2 
或 工 A2 一 1, 所 以 ,2 是 原子 . 上 类 似 
可 验证 3,5 也 是 百子 ,该 布尔 代数 
《Si YA) 一 人 3; 的 所 有 原子 
为 2,3,5. 

二 10 和 工 二 15 的 原子 表示 . 
式 分 别 为 10 一 2V5,15 一 3VS 

例 712 设 a,5 ,如 ,…, 思 者 
是 有 限 布 尔 代数 4B; 一 ,VY ,; 入) 的 
原子 ,证 明 当 生 仅 当 存 在 il 所 i 所 
"使 得 a 二 5 时 ,有 < 已 Vb Vr 
Vb. | 

证 必要 性 设 站 在 i{1<i 扎 7) 使 4 一 5B, 则 BBL VB VY 
b&b.， 所 以 a=h<pl Vb Vyo, 

充分 性 设 aSPl VB VVb,， 

用 反 证 法 , 若 不 存在 i(1<<i7) 使 4==b, 则 由 于 a,b ,bo，…， 
pb 均 是 原子 , 故 根据 定理 7.8.2 和 aAn=0,aAbs=0,. ,ahAb,= 
0; 所 以 1 

中 AT ta hpb) yy 
"YY¥ (ahp)=o 
Kab V bay YB.; 则 由 定理 7. 3.1 知 
2aAayvyzmvvVpa 而 a 是 原子 ;所 以 a 关 0, 即 aA Cb Yy 
pvVY…Vb) 天 0 与 上 述 结论 矛盾 . 所 以 必 是 假设 错误 , 故 存在 ;1 
<<scr) 使 4 一 咏 . 

例 7-13 作出 满足 下 述 要 求 的 六 元 素 格 ,(1) 全 序 !(2) 有 补 
格 :3) 分 配 格 ,是 否 有 六 元 素 的 布尔 代数 ? 

解 ”满足 要 求 的 各 六 元 素 格 的 Hasse 图 如 图 7-6 所 示 . 

由 于 6 不 是 2 的 里 ,所 以 没有 六 个 元 素 的 布尔 代数 . 
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图 7-6 
9. 布尔 表达 式 


例 7-14 设 zz 门 一 人 rrAavYoVY (zx Ay) 是 布尔 代数 
(0ey81 一 V,A) 上 ,由 zy 产生 的 一 个 布尔 表达 式 , 求 
rz 的 最 小 项 标准 形式 . 

解 fCO00)= {0h aV OY AD = 1 

FOO0D=1I0A (aV DY OAL) 
=0V (A oO0)=0; 
F100) ={1 ACa YO YO AD 
—(tl A VO Al =e; 
fID={lAaV DYVOAL) 
={AlDDY0I=1, 
rr: 的 最 小 标准 形式 

fry (FO00) A zxAyIY (FO ArTAy) 

V (FO ArTAYY (FA ArAyY) 
tAZAWDYV aArhy) 
VOArAY), 
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7.3 问答 与 论证 


例 71 设 (L; 二 ) 是 一 个 格 ,a1,8EL, 且 a<<8( 妈 a8, 但 
ab) ; 令 集 合 8B 一 {zxEL, 有 a 和 7) 斌 证 明 ( 了 ;所 ) 是 ( 工 ; 起 )》 
的 一 个 子 格 . 

证 ”因为 4; 扫 ? 是 格 , 折 以 荆 上 由 偏 序 “ 雪 ”可 导出 二 个 二 元 
运算 V ,A ; 即 对 任意 的 ,hEL, 有 Als= 二 glb (sa) V 一 
lab (2) ,Ls). 

由 B 的 定义 知 BEL,aE B, 所 以 B 取 2 

对 任意 的 zx,yE28B, 由 于 { 工 ; 仿 ) 是 格 , 所 以 xAy 和 xzVy 在 工 
中 存在 且 唯 一 ， 

下 面 证 AyEB,rVyEB. 

由 五 的 定义 知 era 
所 以 as 且 e 委 :根据 定理 7.4. 1 及 等 宪 律 得 ae 一 上 AasszAy， 
所 以 ea< 扫 工交 

类 似 地 由 x 志 5,y<S5 得 荆 AySB 所 以 aszA3SD, 即 工人 7 
EBR. 

类 似 地 可 证 得 a 志 T+VYy5. 好 xzVyEB 

因此 ,VY ;入 在 B 上 封闭 , 故 (B; VA 是 {LL; VA) 一 人 
所 的 子 人 代数, 从 而 (B; 扎 }=(B; VY ,A 是 和 江 ;过 ) 的 一 个 子 格 . 

例 7-16 试 证 明 在 具有 两 个 或 更 多 个 元 素 的 格 中 ,不 会 有 元 
素 是 它 自 身 的 补 . 

证 设 t 红 ;这 ) 是 一 个 格 ,并 污 2， 

用 反 证 法 ”假定 存在 1€EL 使 得 AZ 一 0 YI 一 1, 则 由 罕 等 
律 知 7 一 0 一 1 与 并 六 2 矛盾 . 所 以 ,二 中 必 不 存在 元 素 是 它 自身 
的 补 ， 

例 717 设 (元 : 委 ?是 一 有 界 分 配 格 ,二 是 荆 中 所 有 具有 补 ， 
元 的 元 素 组 成 的 集合 . 试 证 明 (Za; 扫 ?是 ( 代 ; 扫 ?的 子 格 ， 
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证 对 任意 六 泡 和 所 大 , 即 习 sts 乱世 便 LAL=0, fi Yh=1, ty 
站 到 一 0 一 1 
Cy ds) A (2 入 1 ) 一 (2 入 i A 2) VY Cs 2 和 2,) 


=0¥ 0=0 
CN AD= Vi VA VL YL) 
=]Y1=1 
所 以 EVD Aloyl VisE LE. 


类 位 地 
CAD A VD= HALA VY AbAd) = 0; 
CA NV Vi VLUVINDA dd VY) 
一 1Al=1. 
所 以 LAs=h Vi di AE LL. 
因此 (所) 是 全 ; 志 ) 的 子 代数 , 故 (Li; 坊 ) 是 民 ; 扎 ) 的 子 格 . 
例 718 设 (与 : 委 ) 是 一 个 格 , 如 果 任 意 ea,5,cE 工 , 则 
[ADDY aANIALGE ADYVY WAVJ=anb 
证 由 上 界 (7-4') 铅 
aAbata AD (a Mc; 
aAb 人 ea ADY OAc)， 
所 以 根据 定理 7. 4.1, 有 
{a AD Ra A Ee ADY ta Ac)] 
ALl@ABDY OAc]. 
由 千 等 律 得 
a Ab<[G@ADY GAdIATG A Y A] (1) 
另 一 方面 ,由 下 界 (7-4) 知 
~ ahAr 人 a a 由 五 二 dt 
于 是 由 定理 7. 4. 1 及 寡 等 律 得 
(a ADYVY (aA aya=a; 
(a ADYV WAELYb=b, 
再 根据 定理 7. 和 .1 得 
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[te 了 VODATLt ADY CANEa Nb, (2) 

由 (C132) 即 得 

[Ca ABY ta A Ea ABDY GA]=aAb, 

例 7-19 已 知 G 为 群 ,SCG) 为 其 子 群 的 全 体 构成 的 集合 , 偏 
序 关系 是 集合 的 包含 关系 守 , 证 明 人 5(G) ;对 ) 是 格 . (5 (6); 守 ) 是 
否 为 (ZE 的 子 格 ? 

证 《1 对 和 任意 的 囊 , 瑟 :ESGG), 易 知 再 六 瑟 : 仍 是 G 的 子 
群 ,所 以 

LN BH; 一 glb( ,五 € S00). 

但 二 UF; 不 一 定 仍 是 子 群 , 故 ]ub{《 五 9 五 2 一 百 , 其 中 H) U 
1H,H 是 包含 UH 的 马 中 最 小 子 群 ,最 坏 情 况 于 一 G, 故 
本 ESIG) ,因此 ,(S(G);E? 是 格 . 

24390077 不 是 (25: 生 ?的 子 格 ， 

由 于 不 能 保证 吾 , 吕 后: 仍 是 子 群 ,所 以 ,可 能 五, 与 右 ; 在 
SCG) 中 的 最 小 上 界 lub( 瑟 ,五 ) 一 互 不 等 于 再 与 妃 , 在 25 中 的 
最 小 上 界 责 品 瑟 :. 因此 ,S(OG); 守 ) 不 是 (2'; 守 ) 的 子 格 . 

例 7-20 设 有 集合 4,8 和 晴 数 ,24 一 B,SGE 省 定义 为 5 一 
{yy 二 2) ,XE2), 试 证 明 5S 对 于 集合 的 运算 凯 和 门 构成 格 
《28; 蔬 , 门 ) 的 子 格 . 

证 对 任意 的 ,5s 由 5 的 定义 知 , 存 在 4 .4:E24, 便 
(4 二 S11 (di) 一 5,，, 于 是 SUS 一 f(4.) UfC4s) ,容易 证 明 
FOAD UFCAD SA AD Tm A A ED ,BR A UAEZ. 

由 S 的 定义 知 C44UAs)ES, 所 以 

Si Ss = FOCA) LU FAs) = OALU A} ES, 
即 S 关于 运算 封 闲 . . 

XB,SCOB,L SSS. 对 任意 5ES, 门 $:，, 有 #5 
ES 一 六 4 ， 

即 站 在 aE4, 使 f(z} =5, 也 就 是 说 ,对 任意 5ESI[1S;, 存 在 
4 所 有, 使 (a) 二 6. 
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于 是 令 集 合 4 一 falaE .47Ca) 一 PS 站 Se ,显然 A; EE 
2 日 .9 门 8 = 一 4 从 而 9 站 9 ES. 
由 上 可 知 ,S$ 关于 U、 门 封闭 , 玻 人 ;UU , 门 ) 是 (2; , 门 ) 的 子 
代数 ,因此 43; UU, 门 ?是 (22; ,人 门 ) 的 子 格 . 
例 7-21 在 布尔 代数 (8B; 一 ,YY¥ , 入 ) 中 ,对 任意 的 a,5,cEB， 
有 {av ACYVO= (a MBNY (CCAD). 
证 因为 (B; 一 ,VY ,AA 是 布尔 代数 , 故 十 条 基本 定律 在 其 上 
均 成 立 , 所 以 
(a¥VDACeYDD) = YY A) YY (a YY AD) (Re 律 ) 
一 (AcV GANY (aABDYV (ND) 
= aANVIGA)Y aA] 
={aAcAD VD VLIE A YY ta A Bb)] 
= AcADYVYV aAcAD VY EGAY (anD) 
一 [Ge AteADY EADY [a AB AcIY (a nD) 
=HAYV (aAD=aADY (eA, 
即 (aqV DACYBD= (a ADY tc hob. 
例 7-22 试 证 明 当 有 旦 仅 当 对 于 任意 元 素 4a,6,cEL, 有 
(a APDV BOAOV CAM AVoABV) ACtYa) 
了 时, 格 红 ;所 ?是 可 分 配 格 ， 
证 必要 性 设 (志和 ?是 分 配 格 , 则 对 Y ac 全 工 ,有 
aA YOAV (Aa) . 
= ABV GAOV eA ADY (GAc) Va] 
~[{a ABD VecJALGAD Ya]. 
=<AVOAGVYVAOAWYa NYa 
一 (人 VD 
充分 性 ”对 任意 a,b,cEL 例 a' 二 (aVDDAftaVeo,b=by 
ce 一 Ga 则 ce E 工 ,满足 等 式 
KG 大 下 eye Aa) 
一 VB (%*) 
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于 是 (x ) 的 
左 式 一 [la Y 有 Atavc AGEGYVcvIGBGYVcy aa] 
VY [aAltayV oe) A (a Ye))] 
一 [UVaA(eVceA 着 VYc] 
VELGYe)Aa]Vae 吸收 律 
二 [CaN A DY A CY a jy a 吸收 律 ,交换 律 
一 (aADY BAOY (AW a 已 知 条 件 
= AcYa, 交换 律 ,吸收 律 
因为 aSa Vp,aSaVecy 战 a 所 (aVDh) A taVe). 
所 以 av Elave ACaye) = ta VAtaYVe) (定理 7.3. 1) 
将 a ,5 ,ce 代 入 Lx) 的 右 式 得 
右 式 = [(t VAYVeYV VIALCYe) va] 
AlayV (ay A aye):] 


=([l(avyo) AtlVoOV GyYyo) 
ALt Yo) AtayVvoA [BYe) Yal 
交换 律 ,分 配 律 ,结合 律 
= VA tevVe lA Ll ye Ve] 
吸收 律 ,交换 律 ,结合 律 
= (avVDALl@ YA(a ve) YY 4] 
一 kVb ATCeYc)， 吸收 律 
所 以 GaVY WAS= aV A avVvc)， 
因此 , (上 ;所 ?是 分 配 格 . 
例 7-23 设 了 是 布尔 代数 (8; 一 ,VY ,A 入) 到 布尔 代数 (5;'， 
龟 : 必 ?的 同 态 映 射 , 两 个 布尔 代数 的 最 小 .最 大 元 素 分 别 为 0,1 和 
rp 
令 T=!{x1lxEB,H f(r)=a}, 
试 证 明 
DoET, 
2) 若 zaET, 则 允 Y XEB, 只 要 xa, 就 有 xET， 
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3 对 Y a,5ET, 有 aABbET,; 

证 () 对 YaEB, 有 0=aA&E€B. 由 了 是 同 态 映射 知 
FO=aAD =A a = OF (a = 0ET. 

(2) 若 a€T, 则 f(a) =a. 

对 曙 XEB, 当 za 时 ,X=x Aa. 《定理 7. 3. 1) 
于 是 Ar) 一 FrAa) 一 Fr = =a, FM rET, 

(32? 对 Y azET 有 Fe) 一 ar 的 一 wa 于 是 7 AD 一 re) 
FD =adda=a, 所 以 aAbET. 


B. 解 题 思路 与 方法 


例 B8-1 设 有 代数 系统 一 《Za 中 27 和 La 上 上 的 等 价 关 系 
ps . 
中 ) 证 明 着 p 对 于 命 ; 满足 代 换 性 质 , 则 p 对 于 @; 一 定 也 满 
是 代 换 性 质 ， 
《2) 找 出 zs 上 的 一 个 等 价 关系 , 它 对 于 加 满足 代 换 性 质 , 但 
对 于 后 , 不 满足 ， 
解 Zi= 40,1,2} :Ds 和 全 3 的 定 闵 分 别 沪 
zi Cazes 一 Tessfzl 十 Za) , 21322 = Tess(e) zs)。 
C1) 证 ”对 于 任意 前 PtzsEZ 若 ripr 则 由 癌 对 四; 满足 
代 换 性 质 有 (mn 中 sm)PCrcdpsrz) ? 即 
ressf2x DFTresa(2roy COOTINP2O Tg), 
及 由 -ripzay 得 ress(1， zp Yesstl * xa), Rp (1 Or) 
Cl )s 
训 由 0p0, 得 resys 00。 mp ress(0* xa), B03r) od 
(9Tz)， 
于 是 ,由 zipxz 可 得 到 
(oT Or) COTOPC OR), OOTPOO TY, 
由 怠 : 的 可 交换 性 , 又 得 到 
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CT ODI PT Ds) , CT OD PT D3) CT OM PTs DOO). 
这 说 明 对 于 任意 的 myzrsyyE2Za, 若 rpzr 则 有 
Cy oy Oar) CT OM PLT Dy), 
因此 ,对 于 任意 的 1s :4192 人世 Z3, 若 TI1DTs ;yeyz; 则 有 
COFACTOR OA 

又 由 P 欧 传递 性 ,可 得 (spCre@ays)， 
帮 P 对 于 后, 也 满足 代 换 人 性质. 

《2) 分 析 ”由 第 二 章 知 ,任意 集合 4 上 的 等 价 关系 与 4 的 分 
划 呈 一 一 对 应 关系 , 因此 考虑 此 题 时 ,可 利用 Za 上 的 分 划 来 考虑 ， 
这 样 会 直观 和 简单 一 些 . 

因为 Z; 只 有 三 个 元 素 , 所 以 2; 上 只 有 五 个 不 癌 的 分 划 , 它 们 
分 别 如 图 B-1 所 示 . 这 说 明 Z。 上 只 有 五 个 不 同 的 等 价 关 系 ,按照 
它们 与 图 B-1 中 的 分 划 (a ,Cb》,…,(e}) 的 对 应 关系 ,分 别 记 作 p,， 
Bs as Or, | - 


(oy A /OO CN 1/ 
[i ! 
WE - 

(a) Cb) Co) (4) 


图 B-1 


显然 ,人 恒 等 关 系 po, 与 普 忆 关系 p. 对 于 由 , 和 铝 : 均 满 足 代 换 
性 质 . 
考察 分 划 (b) ,由 分 划 块 就 是 等 价 类 可 知 ,wmay1lmw0, 但 aa:0， 
因此 (CasDps (2G:0》 《ap 及 表 示 (a 引入 6) 日 (ao)mwr (a 
外 :1), 故 对 各; 和 后: 均 不 满足 代 换 性 质 . 

考察 分 划 (c) ,ap2,062, 但 21,0p1, 因 此 (2 个 :07p0f2 
币 :2) , 且 (2G@30)p 2 下 pp. 对 外 ; 各; 均 不 满足 代 换 性 质 . 
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考察 zs 有 loal sy apa2s Los2 ,26a1 :00s0, 容 易 验 证 Pe 对 于 操 ; 
满足 代 换 性 质 ,但 对 于 号 ; 不 满 吓 代 换 性 质 , 国 为 2ox 0, 即 (1B;1) 
or 《1Ds2), 于 是 此 题 的 答案 就 出 来 了 ， 
解 Ap 一 0,0)， 11 (2 2) 1 2 2, 1) 是 Za 上 的 等 价 
关系 , 它 对 于 @; 满足 代 换 性 质 ,对 于 旨 : 不 满足 代 换 性 质 ， 
例 B-2 给 定 代数 系统 Vi “一 (Zs ;OD 》 "Vs 一 《Zs PD} 和 T 一 
《2 中 , 斌 证 明 TXT 同 冤 于 Vs. 
分 析 i XT 一 (2 XZ,;D) ,其 中 
Zz X Zs3 = {(0,0),0.1),C0,2),01,0),(1,1), (1,2)) 
(T1941) DP (rayya) = (TI rs; 中 sy )， 
这 一 代数 系统 的 运算 圳 列 在 表 4-3 中 . 
为 了 证 明 VXxV, 间 构 于 :我 们 需要 恰当 地 定义 一 个 隙 数 
有 ;Zs 一 Zs XZs, 使 得 五 是 双 射 且 对 于 运算 由 和 组 满足 同 态 的 条 
件 , 即 对 于 任意 福全 2 EZs ;有 
hlz) Pezs) 一 用 (zl PD hza). 
证 法 一 定 必 函数 nn :Zo—* Zs XZ ;使 得 对 于 任 一 二 Et 9 
hlz) 一 《Teszfe) ,reso(2)). 
由 上 面 的 定义 我 们 得 到 (0) 二 《0,0),A(1) 二 (1,1),h(2) 二 0， 
2),h(3) 一 010 ,C4) 一 (0,1),2(5) 二 (1,2), 因 此 有 是 一 个 双 
射 ， 
对 于 任意 的 1 ,zsEEZis 令 十 和 2 二 9 十 "(0 过 7 过 和, 则 
resz{g] 十 21) 一 resstr) ,resstz! 十 za) = ress{r), 
和 蔡 令 2 二 aqn 十 71 ;zs 一 09z 十 r2 《C0377 人 2), 则 
,Tesz (sl 二 22) 一 Tesztkrl 十 六)， 
若 令 zi 一 3 力 十 和 zs 一 3p 十 iag0Ossayz< 3) 出 
Tesa{ 人 zl Ze) =ress (1) 二 is). 
于 是 
hz Pre) = hl rese (zi + 22)) 
= (resotresetzl 十 z2)) ,ress(rese (ge) + 22))) 
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— (restry) restr))} 
= {resste! 十 sz) ,resalz) 二 zs)). 
kz) Bh) = (ress 81) ress tz1)) OD res: (22) ,ress Cz)) 
一 【Tesy( Teszfzl) 十 resa (22)) ,resst resa C21) 
十 ress (zz)) ) 
一 { ress (六 二 rz) ,resatii 十 i2)] 
= (res (zi + 22) ,resslel 十 zz))。 
因此 
hz Dezs) 一 上 (zi PB hz,). 
故 上 是 从 Ps 到 VXV 的 同 构 . 
为 了 证 明 YXVi 同 构 守 Y;; 也 可 以 通过 恰当 地 定 闵 一 个 画 
数 f,2,X2s-Zs 来 实现 . 同样 地 ,和 需 证 明 上 是 双 射 旦 对 于 任意 的 
Cab Cassba) EZ KZ 有 
A 《ct st 个 《czz ,Bo) ) 一 Fl ) 人 ;Fas :2 )， 
证 法 二 定义 函数 FZ XZ 一 2Z6, 对 于 任意 的 (a,b) EL 
Za, 有 


fasb) = 3a 四 25. 
WACO0 =0,A(1 ,2 =30Dd=1,0,1) =0P2=?, 
h(1,0)—3B0=—=3,4(0,2)=0Ded=4,8(0,1)=3P?=5. 
对 于 和 任意 (a1,80) ,C4263) EZsXZiy; 令 
a = 2 nn (OA 这 2)， 
b= 39 十 疡 (0 和 23)， 


则 | 
A( CA sO1) 中 (asd)) 一 | 《ai 人 ay)， Ch (Pb,)} | 
= f(resata 十 a2) ,resslb, 十 如) 
一 Fr 72) 一 3r1 De2rs 一 tes C37) 十 Zr ). 
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Fan Bef es sb) 一 (3ai 中 2 De la: 中 20 )， 
因为 运算 由 ; 是 可 交换 和 可 结合 的 ,所 以 
Fa Def Ca 160) = (3a, De3as) Doel25) P25) 
= ress(3a 十 34;) EPerese (20, 十 222) 
= ress( 3(ag! + 71)) Derese! ol3g: TF 2)) 
一 ress (C37) {Perese Cars), 
因为 0 过 1; 所 以 0 和 nr 坟 3; 因 为 0&7; 二 2, 所 以 0 过 ?7s 芒 4, 
于 是 0 入 37 <6,0<s2r<6 ,因此 
fasbi) 四 as = 37 De2rs 一 resol3r 十 2r2), 
Fa 1,b1) 中 (ts bs)) 一 flasbi) Def Cas 02). 
由 上 可 知 是 从 YiXY 到 VY; 的 同 态 ， 
在 例 5-46 中 ,我 们 曾 证 明了 : 凡 阶 等 于 = 的 有 限 循 环 群 都 相 
互 同 椅 ， 
另外 ,对 于 任意 两 个 代数 系统 VV 一 451; * 凡 和 VV 一 (Sz % 2)， 
它 信 的 积 代 数 Vi 光一 《SS XA; * ;具有 如 下 性 质 : 若 运算 *| 和 和 
* 2 是 可 结合 的 ; 则 运算 * 也 是 可 结 合 的 . 这 一 结论 的 证 明 很 简 
单 ,读者 自己 可 以 完成 . 
利用 上 面 这 丙 条 性 质 ,我 们 又 有 第 三 种 证 明 方法 . 
证 法 三 ”对 于 任意 正 整 数 mn,; 模 zm 加 法 运算 外 , 都 是 可 结合 
的 ,因此 六 XY 中 的 乡 和 ;中 的 级 都 是 可 结合 的 . 又 由 儿 和 引 。 
的 弃 算 表 ( 参 见 表 4-3 和 表 61) 可 知 (0,0) 和 90 分 别 是 访 XV。 和 
TV: 的 单位 元 ,在 XV; 中 (0,1) 和 (0,2) 互 为 逆 元 , (1,0) 以 自身 
为 道 元 ,1 1) 和 人 ,2 互 为 道 元 ,因此 WXVW 是 一 个 群 .在 六 中 
1 与 5 互 为 逆 元 ,2 与 4 互 为 道 元 ,3 以 自身 为 道 元 ,因此 了 也 是 
一 个 群 . 
显然 1 是 群 (26; 昌 ?的 生成 元 . 又 在 VV XY 中 (1,， 13 一 
《0,02 11 一 011) (1, 1) 一 (11) 引 (1 1) 一 (0,27，(1 ,1)’= 
(0,2) 昌 QT 一 上 ,0011 一 (0 四 GD)= (0,17， (1,1)"= 
0 一 (2 因此 : 和 YXxYs 都 是 阶 为 6 的 循环 群 . 
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让 于 阶 为 = 的 循环 群 都 相互 同 构 , 故 ViXV 与 V; 同 构 ， 
例 B-3 设 (S;*) 是 一 有 限 可 交换 的 独 异 点 ,并 且 对 于 任意 
的 a,5,cES, 由 a xb=a*c, 可 得 b=c. 试 证 明 (S;}* ) 是 一 交换 
群 ， . 
分 析 独 异 点 和 群 的 区 别 在 于 , 独 蜡 点 中 的 元 素 不 一 定 有 逆 
-元 ,而 群 中 的 每 一 个 元 素 均 有 道 元 . 此 题 实际 上 是 要 我 们 在 5S 是 
有 限 的 条 人 忻 下 由 消去 律 推出 可 道 性 ，. 

证 法 一 令 S= (aazyr sar) ;对 任 一 元 素 a ES(<Sn)， 
考虑 集合 a #5 一 {aa day dd) ,显然 a #5ES. 又 
由 假设 当 aj 才 a 时 ,ai * aaixary 因 此 wx3 具有 # 个 了 不 相间 
的 元 素 , 于 是 不 得 不 有 a; * 3 一 3. 由 此 必 存 在 元 素 a;, 使 得 a x a; 
一 e. 又 由 运算 * 的 可 交换 性 ,有 ai x qj 二 aj;* a 一 e, 因 此 a; 有 道 
元 . 由 a 的 任意 性 , (5 ;x* ) 是 一 交换 群 ，. . 

参考 文献 [1] 中 证 明了 有 限 独 异 点 的 如 下 一 条 性 质 ; 设 人 8; 
* ) 是 一 有 限 独 异 点 ; 则 对 每 一 a ES, 存 在 一 个 整数 j 演 1, 使 得 a 
是 一 窜 等 元 . 

利用 这 一 性 质 , 我 们 可 给 出 第 二 种 证 明 方法 . 

证 法 一 ”因为 43; ) 是 一 有 限 独 异 点 ,所 以 对 于 任 一 a€5， 
存在 一 正 整 数 j, 使 得 ai x a! 二 ai, 于 是 ai x gi 一 i #* es, 由 题 设 得 ai 
一 ea 因此 

a la—axaqa :=e (7 一 1 之 0)， 
这 意 际 着 a 让 ! 是 a 的 道 元 ,由 a 的 任意 性 ,(S; * ) 是 一 交换 群 . 

证 法 三 ” 设 共 5 一 2 则 对 于 任 一 aE3, 在 序列 加 (一 e) ,aya?， 
ee 中 必 有 两 个 元 素 是 相同 的 . 设 a 二 ai(0<3 < 过 jn) ,并 令 j=i 
+1(0<En) ,Nl . 

da a#a =a—axe 
于 是 由 题 设 = 一 ,因此 
a Ilda=axga l=—=e 企 一 1 之 0 
其 wx 是 a 的 逆 元 . 由 a 的 任意 性 , (5; x ) 是 一 交换 群 . 
"189。 


通过 证 明 此 题 ,读者 应 注意 到 以 下 两 点 : 51) 无论 用 什么 方法 
证 明 此 题 的 结论 ,都 必须 用 到 “由 a * 6==a #c, 可 得 5 二 c” 这 一 条 
件 . (2) 昌 然 在 证 法 一 中 用 到 了 运算 * 的 可 交换 性 ,但 从 证 法 二 和 和 
证 法 三 中 可 以 看 出 ,运算 * 的 可 交换 性 对 于 证 明 《S; * ) 的 可 道 性 
并 不 是 必要 的 ， 

本 B-4 设 g 是 由 群 (G;* ) 到 群 (G :。)》 的 满 同 态 , 试 证 明基 

。} 是 群 4G ; ”的 正规 于 群 则 N' 的 像 源 入 对 于 运算 * 也 

交大 * ) 的 正规 子 群 . 

分 析 DCN';。) 是 群 (G';。) 的 正规 子 群 , 意 味 着 对 于 任意 
的 a EG ,有 a *。 和 N= 二 NN' :a 或 a oN {ICN. 

ON 是 N' 的 象 源 意味 着 对 于 任意 nEN,gn) EN', 友之 ,对 
于 每 一 个 NEN, 若 g0n) 一 n'y 则 nEN. | 

辐 要 证 明 尽 与 * 能 构成 (G; * ) 的 正规 子 群 ， 需要 证 明 以 下 几 
点 : . 

1 运算 * 在 入 上 幸 闭 , 即 由 x ,ns EN, 可 推出 nx*nsEN; 

2)# 在 NN 上 可 道 ,好 由 wnEN, 可 推出 n-!EN. 

有 本 以 上 两 条 ,<N; * ) 便 构成 Ci * ) 的 子 群 . 以 上 两 条 也 可 
用 一 条 来 代 蔡 ,有 即 由 ,nz EN, 推 出 * we-1EN. 

3) 对 于 任意 aEGax Nx*a 1lCN., 

证 因为 (N';。}) 是 <G ;+。} 的 子 群 ,所 以 EN', 而 g 是 满 
同 态 ,gle) = 一 e' ,所 以 eENsN 非 空 ， 

设 Nisn2 EEN, 则 必 奉 在 Rl Er 使 得 P| = 1, 
ECas) 一 2z ,由 满 同 态 的 性 质 和 (CN' ;。}) 是 (GG ;。 ) 的 子 群 ,有 

BA AT F(A) 。 gnz!) 一 有 Cn) (Cn 一 
一 fo ns ER ， 

因此 吉 * nz'EN. 天 (NN; * ) 是 (6G; * ) 的 子 群 ， 

对 于 任意 的 aE€G 和 任意 的 xEN, 有 

BARN#a ll) = ga) og) 有 (ay = a on' » Ca')-! 
由 于 nwnEN, 且 LN; 。) 是 (OG';。) 的 正规 子 群 ,所 以 a 。n'。 

"190* 


Ca TEN ,Wea rn#a EN, 因此 a x*n*#*a EN 由 :me 
的 任意 性 ,a xN xa 入 和 N. 政 (Ny #) 是 侣 ; # ) 的 正规 子 群 . 

例 B-5 设 (G;*) 是 一 个 群 ,RCGXG 定义 为 

二 { (Ca, | 存在 c EE 避 使 得 5 二 cxaswc 1}, 
试 证 明了 是 G 上 的 等 价 关系 ， 

分 析 ”由 题 设 RCGXG; 所 以 卫 是 GG 上 的 一 个 关系 . 要 证 明 
玉 等 价 ， 需 证 明 怀 具 有 自 反 性 ,对 称 性 和 可 传递 性 ， 

证 设 (G; *) 的 单位 元 是 e; 则 对 于 任意 的 aEG, 有 a=ex*a 
x*e: 妈 a=e xa*e !, 于 是 有 (a,4)ER,R 是 自 反 的 . | 

设 (4a,8) ER, 则 存在 元 素 cEG, 使 得 二 c x @ xc :于 是 cc 
whe x(cxasc tx c; 因 此 a 一 < wb Ce-l)-l ;这 说 明 
人 ,EER, 故 RR 是 对 称 的 

设 Ca,D)、tD,c)EER, 则 存在 放 素 hdEG, 合 b=hxaxhl,e 
二 df x*bx*d- 1!, 于 是 

c=—=adxthxaxh a!= Ca x h) ax (ad xny tl, 
这 说 明 (Cayc) ER; 故 怀 是 可 传递 的 ， 

由 上 证 得 尺 是 G 上 的 等 价 关 系 . 

例 B-6 设 (G;*) 是 一 个 mn 阶 循环 群 ,生成 元 为 a 试 证 明 对 
于 x 的 任 一 因子 4, 存在 唯一 的 一 个 4 阶 子 群 . 

分 析 证 明 过 程 分 为 两 个 步 怠 :1) 证 明 对 于 7 的 任 一 因子 d， 
存在 4Gi * ) 的 一 个 4 阶 子 群 ;2) 如 果 人 G; * ) 还 有 4 阶 子 群 , 则 必 
与 四 中 前 4 阶 子 群 是 相同 的 . 

证 因为 ({G; * ) 是 n 阶 循环 群 ,所 以 生成 元 4 的 周期 为 ,中 
a 二 ey 但 a et0<i<n). 

一 设 z 一 dmr, 风 (em 一 e, 且 对 于 任意 正 吉 数 1:, 若 t<<d, 则 a™ 才 ee. 
因此 元 素 a” 的 周期 为 d. 由 于 运算 * 在 la” ,ai ,i,a( 二 e)} 上 是 
封闭 的 ;因此 《a” ae xs 构成 4Gi x ) 的 阶 为 & 的 子 群 . 
该 子 群 是 以 a™ 为 生成 元 的 循环 群 . 

设 ( 互 ; * ?也 是 (Cix ) 的 过 阶 子 群 , 则 直 例 5-37 知 ( 召 ; x ) 是 
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一 时 不 群 , 令 其 生成 元 为 a G(s>0), 则 a 的 周期 为 4 (参阅 参考 文 
献 口 J] 的 定理 5-5), 凤 ae” 一 e 日 当 0<<4 时 ,ae 由 < 的 周期 
为 nn, 必 有 sd =n. 于 是 :一 亏 一 隐 . 禁 开 人 7 < } 是 以 4" 为 生成 元 的 
9 阶 子 群 , 

由 上 证 得 对 于 的 任 一 因子 &, Gy * } 必 存在 唯一 的 一 个 a 
阶 子 群 . 

例 B-7 设 G 一 {f|f:R>RHf(r)=aztb a bE R,a0}, 
是 葬 数 的 复合 运算 CR 是 实数 集 ). 

人 1) 证明 {G;。) 是 一 个 群 ， 

《2)G 的 子 集 5S 和 和 工分 别 定义 如 下 ， 

$={/fEGHA) =z+6b}, 
T= {ffFEGEI) 一 azr)， 
证 明 iS;。} 和 (了 TT;。}) 都 是 (G;。) 的 子 群 ; 

(3) 写 寺 (S;。) 和 《本 ;。) 在 (G;。，) 中 的 所 有 左 陪 集 . 

分 析 ”只 要 读者 对 群 的 定义 ,于 群 的 判别 方法 及 左 陪 集 的 概 
念 清楚 , 完成 此 题 并 不 困难 . 关键 是 要 熟 杰 题目 所 给 的 条 件 . 

G 是 由 实数 集 尺 到 R 的 其 映射 关系 为 A(x) ==azr-t5 的 这 类 
函数 的 集合 ,不 是 所 有 由 R 到 R 的 册 数 的 集合 ,这 里 a 和 4 可 以 
是 任何 实 数 ,只 要 cz0。 

3 是 G 中 部 分 函数 的 集合 ,这 些 函 数 的 共同 特点 是 4 取 为 1， 
任意 ,由 于 5&6 的 取 值 上 有 有 无穷 多 个 ,因此 5 中 有 无 穷 多 个 不 同 的 函 
数 . 

了 地 是 G 中 部 分 函数 的 集合 ,这 些 函 数 的 共同 特点 是 5 取 为 
0,a 和 是 任意 非 零 实数 ,由 于 a 的 取 值 可 以 不 同 ,因此 了 中 也 有 元 穷 
才 个 不 同 的 函数 . 

证 《1) 设 ff EGH fz) Ath, fr) =art be 
a ,dA0; 则 

fi? ft) = filasrt ba) 一 Ge 十 机 + 
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= dst tT toads a ) 

Hd ER H aa db ih ER. 
因此 万 8 fzEG. 邦 (，; ) 是 一 个 代数 系 

对 于 任意 的 九 ,i, 访 EG, 因为 函数 的 复合 运算 是 可 结合 的 ， 
所 以 有 万 ofz° f= fo) oo fs. 

令 :R 一 R, 使 f(z) 二 zx; 则 对 于 任意 EG, 设 x)=ax 十 
2, 有 

feo fr) = flart hb) =art+b, 
fo fr) = fx) = axrt+h. 

因此 大。 了 f.* 是 单位 元 . 

对 任意 的 JEGC, 设 /rz) 一 az 十 pva 天 0, 存 在 函数 5EGC， 


g(x) = 2 ,使 得 


= 


go = gz 十 站 一 工人 cx 十 下 一 之 


fg =f( Fr Lair 2) 十 五 一 ax， 


因此 g。f= 一 Af。g 一 fi. 这 说 明 任 意 AEG 均 存 在 道 元 ， 

由 上 证 得 (G; 。 ;是 一 个 群 

(2) 设 Nr ftEs,/ (x}=zr 二 hh, fr (x) =r 二 Db,, 于 是 
fz 《二 7 一 bo( 玉 ! 表 示 记 的 道 元 ) ,并 且 . 
?filx) 二 (XT 一 了) 二 工 一 本 十 六 一 工 十 (一 必 ) ES 
因此 4 人 9;。》 是 4 。)? 的 子 群 . 

设 记 ,fi ET, A Cx) =ar, frr) =ar ;a A AV, 于 是 


户 !Cz) 一 上 上 z, 并 且 
Hz 


万 。 万 ICr) 一 万 (二 一 (7 Lz) 一 2 ,2 
因此 六， fii1ET, 故 {TT 。 ) 是 (G; 。 ) 的 于 群 
(3) 对 于 尾 意 一 个 落 数 EG, 设 Cr) 二 cz 十 4; 则 
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直 0. 


h° S={h* ffEG HIT LER}; 
固 为 hh* f(r)=h(trt =e(rth)+ad=ecrt eta), 
所 以 hh S={p PEG,PT) =ert chia }. 

在 集合 5 中 ,5 可 为 中 芍 任意 实数 ,不 同 的 5 对 应 于 不 同 的 
函数 £. 因此 在 和 集合。S 中 ,对 于 给 定 的 z 和 ,cB 十 d 可 以 为 RR 
中 任意 实数 ,不 同 的 c6 十 d 对 应 不 同 的 函数 pp, 但 集合 h。5S 中 所 
有 的 函数 具有 共同 的 系数 c. 因此 65S;。} 在 <G;。} 中 的 所 有 左 陪 
集 为 :对 于 每 一 个 cER, 相 应 有 {5S;。} 的 一 个 左 陪 集 

{gpEGH) ert bb ER}. 
对 于 任意 一 个 函数 hEG, 设 Cr} 二 cx 十 4; 则 
heT= (he ff EG = ar 天 和) 
因为 h* A —har)—cartd, 
所 以 he T= {| PEC HT =cartd ,cud}. 
在 集合 本 中 ,a 可 为 任意 非 零 实 数 , 不 同 的 a 对 应 不 同 的 
落 数 I 因此 在 集合 Ae 中 对 于 给 定 的 Cd sea 可 为 任意 实数 ,不 
同 的 ce 对 应 不 同 的 8 因此 {了 ;。) 在 <G:。) 中 的 所 有 左 陪 集 为 ， 
对 于 每 一 个 4€ ,相应 有 < 卫 ;。) 的 一 个 左 陪 集 
{pIPECGHT) SS=ari da ER). 

例 B-8 设 (eyansdry" don) 3 ¥ ;是 一 个 交换 群 ,nn 为 正 整 
数 . 斌 证 明 ma x az % "+ x asn 一 6 

证 对 任意 元 素 di {A192 ) , 设 i 的 周期 为 r;, 则 rr 
是 2x 十 1 的 国 子 , 估 而 六 和 关 2 即 中 关 e, 因 此 a! 闫 oi. 故 必 有 jE 
124 228} ,ji ,使 4; 一 an!, 由 群 中 元 素 道 元 区 唯一 性 和 该 群 
的 可 交换 性 知 
Gl A Kr Ag (Ap KA FE Ck KA 其 (ap Kai!) 一 

例 B-9 设 (B; x ) 是 群 , (4;。) 是 交换 群 ,了 (B, A) 一 
{f|f;B->4 是 同 态 映射 ), 对 f,gE FC(B,A), 定 义 Fe: 对 任意 
bEB., fedd) = fi grid). 证 明 : 

(1) 外 是 六 5B,4) 上 的 二 元 运算 ， 
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2554 台 : 是 交 搞 群 ; 
(3) 对 于 整数 加 群 (I 了; 十 ), (04 四) 与 (4 ) 同 构 
证 (1) 根 据 名 的 定义 ,对 任意 的 ,gEF(B,AY, 对 任意 的 8 
EB 
(fF BaD) = Ff) +» gb) EB, 
所 以 ftEBs 是 由 BB 到 A 的 函数 . . 
.对 于 任意 的 已 BEB, 因为 和 号 都 是 同 态 且 运 算 。 是 可 变 
换 的 ,所 以 
{fF Pe x B2) = fb. x Bz) ” St ， 
= f(b) o f(b) » gO) » g (bs) 
= (f(0) «gC0))° (Fb) 。 gl62)) 
= (Ff BaD FPBE) Ds). 
因此 Ps 是 同 态 映射 . 故 外 是 FF(B,4) 上 的 二 元 运算 . 
(2) 对 任意 f,g ,hEFCB,4) 和 任意 的 5EB, 有 
(fF Ba 四 站 全 一 人 四 的 (人 hw) 
= (FH) eo gb)) +» hp) 
= ADD。 (gb) » hb)) 
= f(D) g PhD) 
= /De DRLD), 
所 以 Pe P= DeDe). 
对 任意 f,g ERC(B,A4) 和 任意 5EB， 
了 四 5 = 0) BE 的 ) 一 有 FO) = (g BN WD, 
所 以 As 一 < 中 六 
定义 函数 f.:B 一 4, 使 得 对 于 任意 5€ B,f.(6) 二 en (en 表示 
《45“*》 的 单位 元 ). 显然 上 是 同 态 上 映射 , 旦 对 于 任意 的 上 和 任意 
的 如 E 五 ， 
FDNO = fe FH) = esr FH) 一 
类 伺 地 狼人 的 二 AG@) :er 一 00), 因此 是 :FC(B,A); 外 ) 
的 单位 元 . 
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对 任意 fEFE(B,4) ,定义 函数 六 :8 一 4, 使 对 于 任意 的 bE 
B10) 二 (了 (6)) ,于 是 对 于 任意 的 上 ,bsEB, 有 
FI 一 (FF ba)) = (Fb) = 75e)) 
= (FFB) FB 一 一 (FF 7 
= (6) + fh) 
因此 广 ! 是 同 态 观 射 日 对 于 任意 的 5E 8B; 有 1 
FBFVNBD = Fo FAD = F060)  ( fF 0) T= 4 = £8), 
因为 运算 四 可 交换 ,所 以 广 :是 了 的 道 元 . . 
由 上 证 得 (FCB;A) ;四 ;是 交换 群 . 
C3) 对 任 一 fFEFCI,A4), 因 为 了 是 同 态 , 由 例 5-15 知 了 C0) 二 
ea 又 设 A(1) 二 a, 则 对 于 任意 正 整 数 ， 
fo = fl 二 DD= A feo fl) =a", 
fC 一 = (一 了 十 (一 了 寺 … 十 (一 1)) 
= f(—1)°* Fo 1 ee fo 1) 
= (a I) = a ™, 
所 以 对 于 任意 整数 n, 了 (xn)==a". 于 是 对 任意 的 了 ,gE€F(,A), 若 
f(D 一 g(1)==a;y 则 f=g. 若 (1) 一 a; 则 记 折 为 
定义 函数 :F(T,A) 一 A, 对 任意 f.EF(U,4) ,9(f.) 一 ax. 最 
然 ?是 一 个 双 射 - 
对 于 任意 的 天 ;EFC(I,A), 有 
FBID= FD f=ab= fl), 
Hf Di) 一 开矿 =a*t. 
又 这 应 )。 玫 所 ) 二 a * 5 因此 . 
Hf BDF) = Hf po), 
由 .上 证 得 (FGQ,A); 甸 ) 与 (4;。}) 同 构 . 
例 B-10 设 (HLi;* 和 (ax }) 是 群 (G; * ) 的 两 个 互 不 包含 
的 子 群 。 斌 证 明 中 至 少 有 一 个 元 素 gEG, 使 gLU HH 
证 国 为 瑟 民 豆 :, 所 以 必 存 在 元 素 <E 已 ,但 xc 千 五; 因为 
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下 人 笠 万 | ,所 以 必 存 在 元 索 也 GE 五 : ,但 2 已 
邻 元 素 ax5 一 d; 若 dE 本 ,网 8=a -1xdE€H,; 与 6 多 Hi 相 
矛盾; 若 CE 万 , 则 <=dxo GE 万 ,与 ea 各 五 : 相 了 矛盾， 因此 a*#*5 
在 百 | 且 #5 区 Hs 故 a xb& HUH:;. 
例 B-11 设 A=71,2,3},B={0,1},F={flf:A—B} 
《1) 列 出 集合 下 的 全 部 元 素 ， 
123 jl123) [1231 _ 
2G =- 人 3 人 sj 妈 G 是 4 上 三 个 轩 
换 组 成 的 集合 . 在 己 机 ,使 得 对 于 任意 的 f:, 了 EF, 当 
且 仅 当 存 在 gEG, 使 广 = 记 -gp 时 ,fp 这里。 表示 函数 的 复合 
运算 . 试 证 明 p 是 下 从 关系 
(3) 求 出 正美 于 的 商 集 F/p. 
解 (1) 因 为 六 A 一 3,##B8 一 2, 所 以 站 = 二 2 二 8&. 即 玉 有 8 个 
元 素 ,它们 是 
万 :4 一 六 ,六 (1 一 万 (人 2) 一 万 (3) 一 0; 
疡 :4 = B,f(l) = f(2) = 12(3) = 1; 
fA B,f(l) = 0,f(2) 一 六 (3) 一 1; 
fA Bf) 一 1 六 (2 一 六 (3)7 = 0; 
fssA— BB,fi(2) = 0,f01) = fi(3) = 1 
foe:A— Bf = 1,fl) = fl3) 一 0 
fA Bfi(3) =0,f1) = f,(2) = 1; 
foesA~* B,fsl3) = 1,f(1) = fs(2) = 0, 


(2) 证 明 (1» 2 | 是 集合 4 上 的 桓 等 函数 ,用 [表示 . 令 a 


-| 3， B= (325. 容易 验证 函数 的 复合 运算 在 G 上 是 封闭 


的 . 又 4 与 育 均 是 双 射 且 互 为 道 孙 数 .有 即 o!: 一 8, Br- 一 as 一 后 ， 
对 任意 的 大 EF, 有 斑 =fi 了 有 即 了 pi. 所 以 p 是 自 反 的 . 

车 fp 记 ; 则 存在 gqEG, 使 得 f= 二 f;* 8 于 是 fl 二 (fj* 
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网 "5 万。 人 一方 因此 .Aeo 天 . 故 2 是 对 称 的 . 

若 fipfisfipfi, 则 存在 ,EG, 使 得 一 fj ,fj 二 到。* 
名 ;于 是 

f= fp} =p = PEC 

因此 fipjs. 故 8 是 可 传递 的 . 

由 上 证 得 Pp 是 上 的 等 价 关系 . 

(3) 显 然 , 对 任意 的 FECG, 均 有 = 4 产 一 疡 Wi 

对 于 记 , 有 户 二 记 oTarfr—fy* asfs—fs* 8, 

对 于 记 , 有 所 二 不 “Ta 太一 六 a 态 一方 及 
根据 p 的 自 反 性 ,对 称 性 和 可 传递 性 ,得 到 的 以 下 等 价 类 ; (万 }， 
{fe} {fis fsrfr}s, {fs fer fe}. 因此 元 集 

F/p=— (fi fa {fasfss hry, (fs feosfa})}. 

例 B-12 设 (; 守 和 (5S; 拟 2) 是 两 个 格 ,是 上 到 5 的 双 
射 . 证 明 是 同 构 映 射 的 充 要 条 件 为 对 Y a,5ELIL, 有 4 所 5 <> 
fo) 0). . 

证 设 对 应 于 格 ( 工 ;所 和 (5; 扎 ,) 的 代数 系统 形式 分 别 为 
(Lay ,A 和 6S ;PR), 

必要 性 设 f 是 同 枯 鼎 冉 , 

对 Y a;5ELI, 若 a 所 由, 则 由 定理 7.3.1 知 aA5= 一 “而 了 是 同 
态 映 射 , 所 以 fl) 一 fla 二 f(a) 鸭 F5) ,于 是 f(a) 了 (6). 

另 一 方面 , 若 f(a) 所 af(w) , 则 由 定理 7. 3.1 和 上 了 的 同 态 性 得 

f= OD) = fa ND). 
而 是 内 射 , 所 以 a==a A5; 从 而 as<8, 因 此 有 
a a) Sf (0) 

充分 性 ”因为 了 是 双 射 ,所 以 只 需 证 是 同 态 映射 

对 Y dabEeL,EB 为 a hbara Nb. 所 以 ,由 条 件 知 Fa 
及 Sa AD OD). 

根据 定理 7. 4. ] 及 等 窒 律 得 

Ta NAD=fa NDF a AAD ta) FD), 
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Fla A Bb) Ef a) FY. (1) 

曙 一 方面 ,因为 fa) 的 f(t6) ES 且 了 是 双 射 ,所 以 ,存在 
工 ; 使 FO 一 了 (Of 而)= 了 OF Oa) ,Bh fe) 
f(a) , 炎 们 fle? 让》. 

由 条 忻 可 得 ”ce 入 14,c 所 5, 所 以 ca A5. 于 是 fc) 所 f(a 
5) , 即 

Fa 的 7 Ef A DD) (2) 
因此 ,由 061),(2) 得 FeA 人 一 oOFO .类似 可 证 fla V5) 二 
Ca)， 

从 而 了 是 同 态 映射 ,所 以 是 间 构 映射， 

例 B-13 设 (B; 一 ,VY ,人 ) 蚌 一 布尔 代数 , 试 证明:B; 钙 ) 是 
一 交换 群 ,这 里 外 定义 为 

aDb={ta ABDY Gh). 

证 因为 (BB; 一 ,VY ,入 ) 是 一 布尔 代数 ,所 以 对 Y a,58EL, 显 
然 (EABD VY (aABEB, 故 甸 在 B 上 封闭 . 下面 证 甸 满 足 结 合 律 ， 
交换 律 ,在 8 上 有 单位 元 , 且 互 中 任意 元 素 可 道 . 

(对 Y a,8,cEB, 有 

(PDDB=(aADY aADDe 
=[((a ABYV (a A A 
VE ADY Ca Av))Ac] 
= ABADY (GNDAc) 
ViliQ@VDA GayYDD)Ae] 
一 (ee ABAOYV (RAHAe) 
V LADYVG AI)Ac] 《 例 7-21) 
= AoAOYV GE 下 大口 
VilahBAOYV Ga 天 五 站 ec) 
aPBEeDBI=aBEANYV GA 
=aALBAOYV GAO [eA(BADY Ac))] 
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一 [aeaAkGBYVcA 人 VOD)]VEGC AGAOY (ABA) 
=[faA(@ADNYV BAOY aAoeAD YY aAbAe) 
《由 例 ?-21) 
一 (ADAcIVtASAcIYV GABACTYV OAEAc)， 
所 以 人 z 中 门生 c 一 ca 中 (Co 中 ec) 结合 律 成 立 . 
(2) 因 为 a 和 6 二 (a ADYV (aAD= BADY (Ai 一 5ha 所 
以 交换 律 成 立 , 
C3) 对 ¥ aEB, 有 
aPBo=ta ADNV GAVN— GADDY (Ao) 
一 和 内 1 一 好 
类 似 地 有 0Gea=a ,所 以 0 是 B 上 关于 外 的 单位 元 . 
(C4) 因为 aPa 一 (a Aa) VV ta Aa)==0V0 一 0, 所 以 


ua! = a， 


因此 : 瑟 : 四 ?是 一 交换 和 群 . 
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第 三 部 分 图 论 
第 八 章 论 


” 8.1 内容 提要 
1. 图 的 基本 概念 


: 图 ,n 阶 图 , (4,1) 图 ,无 向 图 ,有 向 轿 , 伪 图 ,多 重 图 ,简单 图 ， 
. 边关 联结 点 , 结 点 关联 边 , 结 点 的 邻接 , 边 的 邻接 ,孤立 点 ， 
孤立 边 ， 


" 完全 图 , 补 图 , 结 点 的 度数 ,正则 图 ; 
* 子 图 ,真子 图 ,生成 子 图 ;图 的 同 构 . 


2. 图 中 的 边 数 分 别 与 结 点 度数 . 结 点 个 数 问 的 关系 
- 握手 定理 ;在 (n,m) 图 中 ， 六 see = 2ms 
“ 阶 完全 图 K, 中 ,mm 二 方 n(n 一 1 

3. 路 


开路 ， 回路 , 真 路 , 环 路 , 链 , 闭 链 ; 

* 绪 点 间 的 连接 ,连通 图 ,连通 子 图 ,分 图 ， 
* 短程 ,距离 Cr 阶 图 中 ,人 wo)< 委 Ga 一 1)33 
， 有 向 图 的 缮 连通 , 单 向 连通 , 强 连 通 . 
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4. 图 的 矩阵 表示 
.和 邻接 年 阵 4 
. 连接 矩阵 C. 


5. 图 的 连通 性 


. 害 边 , 割 点 , 边 审 集 ,点 割 集 , 断 集 ; 
. G 的 连通 度 克 (G) ,G 的 边 连通 度 MG)? ,G 的 最 小 度 8(G) 
. 点 的 连通 度 , 边 的 连通 度 以 及 最 小 度 间 的 关 
KGTASACGTS GCC)， 

6. 欧 拉 图 和 哈密 顿 图 

, 欧 拉 图 , 欧 拉 回路 , 欧 拉 路 

. 欧 拉 定理 

. 哈密 椭 环 ,哈密 顿 图 ,哈密 顿 路 , 闭 图 , 闭 包 ， 
- 哈密 顿 图 的 判定 条 件 ,最 邻近 方法 
7, 树 


* 树 ,树林 ,树叶 ; .. 
* 树 的 性 质 及 判定 条 件 ; 
* 生成 树 , 最 小 生成 树 . 


8. 有 向 树 


* 根 ,分 枝 结 点 , 叶 结 点 ,级 , 子 树 ; 


"mm 元 树 , 完 全 mr 元 树 ,二 元 酝 , 完 全 一 元 酌 ， 
*， 耕 的 扫 质 . 


和 二 部 图 


二 部 图 G 一 (YY 五 ) ,完全 二 部 图 及。。 
202。 


下 Vs 对 Vs 的 匹配 : 
* 相 异 性 条 件 ; 
啤 {- 条 忻 . 


10. 平面 图 


* 平面 图 ? 面 , 廊 界 ,有 限 面 ， 无 限 面 , 面 的 相 邻 
， 欧 拉 公式 ， 
， Kuratowski 定理 ， 


8.2 ”基本 知识 点 


1 图 的 基本 述 语 


无 向 图 :一 个 无 向 图 台 是 一 个 有 席 二 元 组 (7 , 严 )，, 记 作 G 一 
(V ,五 ). 其 中 VV 是 一 有 限 非 空 僻 合 ;EE 是 Y 中 不 同 元 到 的 非 有 序 
对 偶 ( 即 形 如 (vw; ,v0;} ,wi 了 07) 的 集合 .分 别称 VV 和 区 是 图 G 的 结 点 

合 和 边 集合 ,VY 中 的 元 素 是 图 G 的 结 点 (或 硕 点 ),E 中 的 元 素 

是 图 G 的 边 , 记 作 e==ivis) ; 称 名 ywj 为 e 的 端点 ， 

在 元 向 图 G 二 CV ,EE) 中 ,车 碧 是 VY 中 任意 元 素 的 非 有 序 对 侦 的 
多 重 集 ( 即 元 素 可 重复 出 现 的 集合 ), 则 称 G 是 一 个 伪 图 . 没有 自 环 
《 即 Y wi EV oo 入 巧 的 擅 图 称 为 多 重 图 , 没有 自 环 且 没有 重 数 大 
于 1 的 边 的 图 称 为 简单 图 . 这 样 ,我 们 前 面 所 定义 的 无 向 图 就 是 简单 
图 ,这 点 与 其 他 世 二 的 定义 有 所 不 同 ,请 读者 注意 区 别 ， 

例 8-1 设 G=( 人 7 五) 是 一 无 向 图 :Y 一 (oo as) 五 一 
人 ye 

1) 画 出 G 的 图 解 ; 

(2) 指出 与 v3 邻接 的 结 点 ,以 及 和 Ps 关联 的 边 ; 

(3) 指 出 与 ea 邻接 的 边 和 与 ea 关联 的 结 点 ; 

4) 该 图 是 否 有 孤立 结 点 和 孤立 边 ? 
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《5) 求 出 各 结 点 的 度数 ,并 判断 是 否 是 完全 图 和 正则 图 ; 
《6 该 人 aa) 图 中 ,一 ?一 ? 
解 《1) 所 给 图 G 的 一 个 图 
解 如 图 8-1 所 示 ; 
CLI ss Vas Oa 均 与 Ts 邻接 ,ms 
py 关联 过 el yezyeas 
(3) 边 eyeaye 均 与 el 邻接 ， 
te EL 关联 结 点 Uz tas 
Cd)vws 是 孤立 结 点 ,es 是 孤立 
J 边 ; 
图 8 (5)deg (v1) =—=3,deg (vz) 一 2， 
deg (vs) =3,deg (m4) =2,deg Cvs) 
=2,deg(v)=0,deg(v)=1 ,deg (ws)=1., 
因为 不 是 所 有 结 点 的 度数 均 相 等 , 故 不 是 正则 图 ,又 vs 不 与 
任何 结 点 邻接 ,因此 ,G 也 不 是 完全 图 . 
(6)G 是 (8,7) 图 或 8 阶 图 ,n= 二 8 个 结 点 ,m= 二 ?7 条 边 . 
例 8-2 疼 8-2 给 出 了 无 向 图 GG 二 (VED 和 Gs= CVsyE;)， 
它们 各 是 什么 类 型 的 图 , 求 出 G1 的 最 大 度数 AtG,) 和 最 小 度数 
5G) ,并 指出 G, 中 重 数 大 于 1 的 边 . 


Ds 


世 1 V2 
Us 


了 4 . Uy Uy 
Gr | GCG, 


图 8-2 
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解 Gil 是 一 个 协 图 ,有 自 环 {o,o) 和 平行 边 {o mm) {vs， 
zh Gz 是 一 个 简单 图 ,是 Gs 中 任意 两 个 结 点 均 邻 接 , 故 是 完全 
图 ,又 每 个 结 点 的 度数 为 3, 因 此 G: 是 3 次 正则 图 ， 

G 中 关联 于 wv) 的 结 点 的 边 有 一 个 是 自 环 ,在 计算 vw 的 度数 
时 , 此 边 使 mm 的 度 增加 2, 于 是 deg (ww) =5, 轩 此 A G1) 一 
max {deg(v) |vEV}=5,8(G)—=min{deg(v) |vEVW 1}=2, 

G 中 结 点 v3 与 六 间 有 两 条 平行 边 , 边 的 重 数 为 2. 

例 8-3 求 图 GC 如 图 8-3 所 杀 }) 的 补 图 忆 . 


| 


VY Vy 


图 -3 


解 6G 的 补 图 避 , 是 由 G 的 所 有 结 点 和 为 了 使 G 成 为 完全 图 
所 需要 添加 那些 边 组 成 的 图 ,如 图 8-4 所 示 ， 

例 8-4 图 8-5 给 出 了 图 Gi,Gu,GaG, 回 它们 之 间 有 何 关 
系 ? ， . 

解 GG 一 (Vi,Ei) 是 一 个 3 次 正则 图 ;因为 VEV 且 所 性 
E, ,所 以 CG; OV 五) 是 Ci 的 一 个 真子 图 ; 


又 因为 Vi=V HB ESE, :; 故 所 以 (= (Vs ,五 是 Ga 的 一 个 
生成 子 图 . 


设 Gs = {CV ,BE,;) 因 次 {vs ,vs} 蕊 玉 ,, 但 {vv5) 在 克 1， 
所 以 EE; 叶 EE) 
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图 8-5 
男 一 方面 {v3 ,vs} EE ,但 {v3,v4} 各 五: ， “EE;, 因此 ,GG 不 
是 Gi 的 子 图 ,G; 也 不 是 G; 的 子 图 , 同 理 G:;,G, 与 Gs 也 没有 子 图 


关系 . 
例 8-5 设 G 是 具有 3 个 结 点 的 完全 图 ,试问 : 
(1)G 有 多 少 个 子 图 ? 
C2)G 有 多 少 个 生成 子 图 ? 


《3) 如 果 没 有 任何 两 个 子 图 是 同 构 的 , 则 GG 的 子 图 个 数 是 多 
少 ? 将 这 些 构 叶 出 来 . 

解 〈1)… 售 有 一 个 结 点 的 子 图 有 人 一 3 个 ; 

舍 二 个 结 点 的 子 图 有 人 + 2=6; 

会 三 个 结 点 的 子 图 有 人 23 一 8; 

所 以 G 共有 3 十 6 十 8 一 17 个 子 图 ， 

(2)G 的 生成 子 图 , 含 G 的 全 部 结 点 ,因为 笃 有 三 条 过 ,构成 
子 图 时 ,每 条 边 有 被 选 和 不 选 两 种 情况 ， 
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所 以 G 的 生成 子 图 的 个 数 为 2 二 8. 
《3)G 的 所 有 不 同 构 的 子 图 如 图 8-6 所 示 ， 


© 0 oO oo o 
性 Gs Ga G, Cs Gt 人， 
图 8-6 | 
2. 图 的 同 构 
设 有 图 G 一 (7 已) 和 避 一 (人 Y ,EE ), 若 存在 双 射 :VY 一 WV' 使 
得 边 之 同 有 如 下 关系 ， 


e= {vw} E Eiffe = {tv Av) EE' Cx) 

则 GG! 同 构 于 GG, 或 称 G 和 GG' 同 构 . 记 作 G 兰 G 

由 辣 构 的 定义 可 知 ,两 个 图 同 构 的 必要 条 件 是 : 

1) 它们 有 相同 的 结 点 数 和 相同 的 边 数 ; 

2) 对 应 结 点 的 度数 相同 , ( 即 deg Cv.} 一 deg Ch (2))) 

例 86 图 8-7 所 示 图 G 与 Go 是 否 同 构 ? 

全 3 与 G, 是 否 同 宰 ? 

解 ” 划 VY 一 闪 V, 一 6, 六 及 一 并 Eo 一 9. 

根据 点 与 边 的 关联 关系 ,构造 VVyhCw) 二 wwG 二 1,2， 
3,4),h Cvs) =wue hos) —us. 显然 天 是 双 英 ,有 旦 满足 图 的 同 构 定义 
中 条 件 C(* ), 故 是 使 G 圭 G; 的 邮 构 映射 ， 

Gs 与 Gi 不 同 榴 ， 

假定 Gi 兰 Gs, 则 存在 4:73: 一 7 是 双 射 , 旦 满足 C* ) ,下 ton) 
二 zi 或 者 U2 "或 者 ze 

不 妨 设 天 Co) 一 基因 人 ortoaj ,oa) fans) 全 瑟 :. 
所 以 1 ho), iho , th ve) } EE,. 
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图 8-7 
因此 只 有 h(to) 一 而 或 ww 或 wh004) 一 避 或 tw 或 wesh(vs) 一 us 
或 Hs 或 Hp. 
但 (vas02) 七 忆 ;而 i 壤 sussus 间 疫 有 一 对 结 点 邻接 ,这 与 严 满 
足 (* ) 政 盾 , 故 假设 错误 ,Gs 与 G4 不 同 构 ， 


3. 结 点 的 度数 与 边 间 的 关系 


握手 定理 设 G=(V,E) 是 一 个 (wm) 图 , 则 > deg(w) 二 
2m., 和 

在 一 个 = 阶 完全 图 G 中 , 边 数 m 与 结 点 数 满足 m 二 C0? 二 
广 n nl), 


例 8-7 设 G=(V,E) 有 12 条 边 , 有 56 个 度 为 3 的 结 点 ,其 余 
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结 点 的 度数 均 小 于 3. 回 G 中 至 少 有 多少 个 结 点 ? 说 明理 由 ， 
解 设 G 中 有 个 结 点 ,由 握手 定理 知 


Ddeg(w) = Zn = 24. 


i 二 1 
由 条 件 可 得 24<.6X3 二 3X (一 6)， 
.n>24 n>. 


因此 ,G 中 至 少 有 9 个 结 点 . : 
全 8-8 设 (n, 太 ) 图 G 一 CV , 忆 ) 是 简单 图 , 则 3(G) 反 天 < 
ACG), | | 


证 对 G 中 任意 结 点 v, 由 最 大 度 和 最 小 度 的 定义 知 SG) 
<Cdeg (v) EACG). 


又 由 握手 定 理 。 deglu) 2m 得 


an* 8G) 过 >) deg(o) Cn ACG), 
1:=1 . 
na OG) ER Im A A(G), 
~ BIG) 二 2m AG). 


4. 路 与 回路 


例 89 给 定 图 G=(P, 已 ) 如 图 8-8 所 示 ， 

《1 在 'G 中 找 一 条 长 为 了 的 开路 且 
不 是 真 路 ; 

<2) 在 G 中 找 一 条 长 为 6 的 同 路 且 
不 是 环 路 ; 

《3) 在 5 中 找 一 条 长 为 ?的 真 路 ， 

C4) 在 G 中 找 一 个 长 为 5 的 环 路 ; 

(5) 在 G 中 找 一 条 长 为 5 的 链 , 且 4 
不 是 真 路 ; 7 

《6) 在 G 中 找 一 个 长 为 6 的 闭 链 ， 图 8 


县 不 是 环 路 ; | 

{7) 求 出 vo 与 vs 的 距 高 d (v2 ts). 

解 。 DL :wvsvvvveveve 【《 因 ma 出 现 二 次 , 故 不 是 真 
路 , ); 

《23 工 。 :wuascanpetsaso (因为 ws 出 现 二 次 ， 所 以 不 是 环 路 ) 

《3) 了 3 : VVsUa Ue Ue a} 

CL wavsveUg Ura 

DL :vvevrorvivs( 国 4 出 现 一 次 , 故 不 是 真 路 ,但 边 未 重 

复 , 故 是 链 ) 

《6)76 :vrvsvevevsvava( 因 vs 出 现 二 次 , 故 不 是 环 路 ); 

(7 vs 到 Wa 的 路 很 多 ,其 中 长 度 最 短 的 真 路 称 为 Ta 到 Uy 的 短 
程 上 ,其 长 度 称 为 vz 到 ws 的 距离 . 如 工 :vzvsvavs Za ! vevsvrva 均 
是 wz 到 vw 的 短程 ,d (wo,va) 二 3. 

注 两 个 结 点 间 的 短程 不 叭 一 ,但 距离 唯一 


5. 连通 图 和 分 图 


在 图 G 中 , 若 存 在 一 条 路 连接 名 和 %;, 则 称 结 点 vi 与 v; 是 连 
接 的 ,车 GG 中 任意 两 个 结 点 均 是 连接 的 , 则 称 图 GG 是 连通 的 ， 否则 
G 是 不 连 甫 的 ， 

图 G 的 极 大 连 道 子 图 称 为 G 的 分 图 , 所 谓 G 的 极 大 连通 子 
图 吾 是 指 ,H 是 G 的 一 个 子 图 是 五 是 连通 的 ,而 G 的 任何 包含 
瑟 的 其 他 子 图 均 不 是 连通 的 ， 

值得 注意 的 是 ,图 G 的 每 个 分 图 是 连通 的 ,车 G 只 有 一 个 分 
图 ,那么 G 是 连通 图 ， 

定理 8.5.1 在 x 阶 图 人 ==(V,E) 中 ,车 两 个 不 同 结 点 wyw 间 
有 一 条 路 , 则 xz 到 wv 则 一 定 有 一 条 长 度 不 大 于 n 一 1 的 真 路 ， 

例 8-10 给 定 图 G=(Y ,五 如 图 8-9 所 示 , 间 吾 ; 一 (7 交 )， 
一 (To 五 )) 石 :一 (7 瑟 ) 是 否 是 G 的 分 图 ? 其 中 


本 re 
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El 一 (Vim {vasa} TUE {Ver Ul 让 
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G 

| 辣 8-9 


解 态 | 是 G 的 连通 子 图 ,但 fi 二 (V1', 忆 包含 玉 且 也 是 
G 的 连通 子 图 . 所 以 Hi 不 是 G 的 极 大 连通 子 图 , 故 HH 不 是 G 的 
分 图 . 其 中 Pr = (如 :oa 百 二 EU (D304}. 

五: 是 G 的 子 图 ,但 不 是 连通 子 图 , 故 不 是 GG 的 分 图 

TH 是 G 的 极 大 连通 子 图 ,因为 G 中 包含 FH; 的 其 他 任何 子 
图 都 将 包含 ,vs ,vs 中 一 个 结 点 ,这 样 这 个 包含 囊 : 的 子 图 必 将 
不 连通 . 所 以 互 : 是 G 的 分 图 . 

例 8-11 已 知 关于 人 员 a,b,c,d,e,f 和 g 的 下 述 事实 ， 

a 说 英语 ; 

b 说 英语 和 西班牙 请 ; 

“说 英语 ,意大利 语 和 俄语 ; 

d 说 日 语 和 西班牙 语 ; 

e 说 德语 和 意大利 语 ; 

{ 说 法 语 ,日 语 和 俄语 ; 

g 说 法 语 和 德语 . 

试问 ;上 述 7 人 中 是 否 任 意 两 人 都 能 交谈 (如 果 必 要 ,可 由 其 
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余 5 人 中 所 组 成 的 译员 链 帮 忙 )? 
2 > 4 解 设 7 个 人 为 7 个 结 点 ,将 两 
个 懂 同 一 语言 的 人 之 间 连 一 条 边 . ( 即 
他 们 能 直接 交谈 ), 这 样 就 得 到 一 简单 
。 f 图 G, 问 题 就 转化 为 G 是 否 连通 ,G 如 
图 8-10 所 示 , 国 为 上 中 任意 两 个 结 点 
是 连接 的 ,所 以 G 是 连通 图 . 因此 ,上 
述 7 人 中 任意 两 个 能 交谈 . 


到 810 
6. 有 向 图 


一 个 有 向 图 G 定义 为 一 个 序 偶 

G 一 (V,E), 其 中 VY 是 一 个 非 空 有 限 集 合 ,其 元 素 称 为 结 点 ,E 是 
Y 中 不 同 元 素 的 有 序 对 偶 的 集合 ,其 元 素 (wi,v)} 称 为 到 ww 的 
按 , 为 边 的 始点 , 为 终点 . 

有 向 图 与 无 向 图 的 区 别 在 于 边 集 EE 是 * 有 序 对 偶 ” 的 集合 ;有 即 
下 天 本 时 oo) 天 (oo 车 存 在 一 条 从 请 点 六 到 也 的 有 向 路 ， 
则 称 从 到 vw 是 可 达 的 . 

例 812 设 G=(V,E) 是 一 有 向 图 ;如 ，。 本 


图 8-11 所 示 ， 
《1) 在 G 中 找 一 条 长 为 4 的 有 向 开路 一 
且 不 是 真 路 ; 


《2) 在 G 中 找 一 条 长 为 3 的 有 向 真 路 “ 

《3) 在 G 中 找 一 个 长 为 6 的 有 向 回路 
且 不 是 环 路 ; 1 

4) 在 G 中 找 一 个 长 为 3 的 有 向 环 许 ; 

(5) 求 dCvyva) 和 d(Cvsyv1} 

解 CD :vivvyvavs (因为 vs 出 现 二 次 ,所 以 不 是 有 向 环 
后 ); 

C2 3 VU 
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《3)5 :ovevrvavewav1《 因 为 mym 均 重 复出 现 , 所 以 不 是 有 向 
环 路 ); 

C4 2T4YI 

CB)d (Co yp 一 2 一 3 

例 8-13 判定 图 8-12 给 出 的 两 图 分 别 是 否 为 弱 连 通 的 , 单 向 
连通 的 , 强 连 通 的 . 

解 “1) 将 G 与 Gs vt vs 以 
中 边 的 方向 略 去 后 , 显 
然 得 到 两 个 连通 的 无 向 | ” 
图 , 故 GG 与 Gs 均 是 蔓 

[20 在 G 中 和 到 mm 环 人 Uy 
有 一 条 有 向 路 www; 故 . 
ti 可 达 mm 类似 可 知 :m 图 8-12 
可 达 Uy yl 可 村 Us Us 可 这 Ve 4 可 达 Ue roy 可 达 Vas 即 CG 中 任意 
两 结 点 中 至 少 有 一 个 由 男 一 个 可 达 , 即 单 向 可 达 , 所 以 ,Gi 是 单 向 
连通 的 ;类似 可 判定 Gs 也 是 单 向 连通 的 ， 

《3) 在 Gi 中 忆 可 这 加, 但 和 不 可 达 m, 故 本 与 m 不 是 相互 
可 达 的 ,所 以 G 不 是 强 连 通 的 . 在 Gs 中 可 验证 任意 两 结 点 均 是 相 
豆 可 达 的 ,所 以 Gs 是 强 连 通 的 ， 


7. 图 的 邻接 答 阵 和 连接 炬 阵 
给 定 图 台 一 (7 有) ,其 中 一 fyo po 站 阶 方 阵 4 王 


， , 香 9 E; 
(4) 称 为 G 的 邻接 短 隆 ,其 元 素 w 一 | mr 
由 邻接 矩阵 的 积 4! 可 以 得 到 vw 到 也 的 长 庆 为 了 的 路 的 总 数 
a 多 , 且 可 由 B 二 4 十 4? 十 … 十 4" 判断 G 是 否 为 连通 图 . 简化 运算 
过 程 得 连接 矩阵 C=4[ 二 ]4e[ 十 ].[ 十 ]4o 其 中 [十 ] 和 [ 。] 是 
布尔 窍 阵 运算 . 于 是 C 一 (ei) 中 的 元 未 
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解 方法 一 


加 


不 连通 . 


[十 ]4 人 [十 ]A[ 十 ]A 


求 G 的 连接 矩阵 
C 一 4[ 十 3 


方法 二 


因为 C 中 含有 0 元 素 ,所 以 G 不 连通 . 
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8. 割 边 和 割 点 


给 定 图 G= (VY,E), 若 在 G 中 删 去 边 e 一 {wuw 后 ,得 到 图 

G 一 e; 其 分 图 数 比 G 的 分 图 数 增 加 , 则 称 e 是 SG 的 割 边 , 若 在 G 中 
删 去 结 点 w 及 与 其 相关 联 的 所 有 边 后 ,得 到 图 G-v, 其 分 图 数 比 局 

的 分 图 数 增 加 , 则 称 结 点 > 是 台 的 割 点 . 

e 是 图 占 的 割据 的 充 要 条 件 是 ,e 不 在 G 的 任何 环 丫 中 出 现 . 

是 图 G 的 割 点 的 充 要 条 件 是 ,存在 两 个 结 点 #x 和 ww (a 才 v 天 
w) ;使 得 连接 w 和 w 的 所 有 路 中 都 出 现 结 点 vo. 

例 8-15 给 定 图 G 如 图 8-14 所 示 , 求 G 的 割 边 和 割 点 , 


图 8-14 


解 = 人) 62 一 {v6907} ,83 一 {vesv8) 均 是 G 的 割 边 ,vs， 
v5sv6 均 是 G 的 割 点 . 

例 8-16 一 个 x 阶 连通 图 G 最 / 休 有 几 个 割 点 ; ? 最 多 有 几 个 制 
点 ? 

解 当 G 是 一 个 阶 完全 图 时 ,从 G 中 去 掉 任 意 结 点 都 不 增 
加 G 的 分 图 数 ,于 时 GG 的 割 点 数 为 0. 

一 个 4 阶 连通 图 GG, 当 他 元 环 路 昌 为 一 条 真 路 时 , 害 所 数 最 
多 . 此 时 上 G 的 割 点 数 为 n 一 2 


9. 图 的 连通 性 


设 图 6G 一 (V,E) 是 一 连通 图 ,车 SCE 使 得 在 图 G 中 删 去 了 
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S 中 的 所 有 边 后 ,得 到 的 子 图 CG 一 5 变 成 具有 两 个 分 图 的 不 连通 
图 ,而 删 去 了 3 的 任 一 真子 集 后 ,得 到 的 子 图 仍 是 连通 图 , 则 称 号 
是 G 的 一 个 边 割 集 . 
设 图 G= 一 7 五) 是 一 连通 图 ,7sSY,G 中 端点 分 别 属于 TV, 
和 Vu'《==V 一 外) 的 所 有 边 的 集合 , 称 为 G 的 断 集 ， 
边 割 集 是 断 集 的 一 个 特例 . 
设 图 G=《V ;五 ) 是 一 连通 图 , 若 有 下 的 子 集 了 使 得 在 图 G 
中 删除 了 Vi 中 的 所 有 结 点 后 ,所 得 到 的 子 图 G 一 Vi, 不 连通 或 为 
平凡 图 5 即 41,0) 图 ), 则 称 阅 是 G 的 一 个 点 割 集 . 
割 点 是 点 割 集 的 一 个 特例 。 
vo po 例 8-17 求 图 8-15 中 的 
| pe - 几 个 边 审 集 , 断 集 和 点 出 | 集 . 
解 Si= {a; fd} ,Ss= 
{ayes bd), Sa— {b,c, fF} ,94 一 
DD 三 机 Pe hs ies fd So= {gg} = {a, 
图 8-15 ey fe):S; 一 104d se， 放 均 基 
G 中 的 边 割 集 . 
取 人 一 fpzspsyzs 刚 TV = {v0}, 
S' 二 {aesfcs8} 是 G 的 一 个 断 集 , 目 S'=S6 UUs,， 
取 Vi 二 {vast rvs}; 则 Vs = {v2}, 
Sz 一 人 de: 略 是 台 的 一 个 断 集 . 上 且 .3> 一 3， 
Pa 一 to 是 G 的 点 割 集 ,上 且 w 是 割 点 ， 
二 {v0 Vs 二 fv) Ve 二 v2;t4} 均 是 G 的 点 制 党 . 


10. 点 的 连通 度 和 边 的 连通 度 


G 的 点 的 连通 度 , 设 G 一 (7, 屯 ) 是 连通 图 , 则 天 TG) 一 
min{#V;|V; 是 G 的 点 割 集 )} 称 为 G 的 点 连通 度 ( 或 连通 度 )， 

G 的 边 连 通 度 ; 设 G=(V,E) 是 连通 图 ;, 则 4(G) 二 
min{#SIS 是 G 的 断 集 ) 称 为 G 的 边 连通 度 . 
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定理 8. 10. 1 对 任意 的 图 G 一 (7 , 瑟 ) ,有 玉 (G) 扫 45G) 扫 
S(G). 其 中 天 (G7 ,ACG) ,5(G) 分 别 为 G 的 点 连通 度 , 边 连通 度 ,最 小 
度 . 

例 818 图 816 给 出 了 连通 图 G, 求 台 的 连通 魔 天 (G) ,过 
连通 度 A4(G) 和 和 最 小 度 5CG). 
解 ” 由 定义 知 5C) 一 2 

“S$ 二 {了 f,g} 是 G 中 的 一 边 制 
集 日 是 G 中 含 边 数 最 少 的 断 集 ， 

.ACG) =2, | 

及 Vi 二 {vz,vV3} 是 G 的 基数 
最 小 的 点 割 集 ， 图 8-16 

,天 (G) 一 2， 

例 8-19 阁 G 是 x 阶 简单 图 (n>3), 且 6040) 守 nn 一 2, 则 
K(G)=8(G). 

证 因为 8(G) 守 n 一 2, 生 GG 是 x 阶 简单 图 所 以 (GY<&n 一 1 

中) 车 ECG} 二 =n 一 1, 则 G 是 nr 阶 完全 图 ,于 是 

MKG) = KK(G)=n m1. 

(2) 若 nn 一 2 才 6(G)<n 一 1, 即 6(G) 二 mn 一 2, 则 G 中 存在 结 点 
2 满足 deg (x) 二 nn 一 2. 

从 而 z 与 中 男 一 结 点 v 不 邻接 ,并 且 deg(v) 二 n 一 2, 但 对 
TY WwEV ,wn rv 有 {wa ERE, {wvl EER, 

因此 ,对 于 六 中 任意 nn 一 3 个 结 点 的 集合 六 ,GG 一 VY, 一定 是 连 
通 的 ;所 以 


KO) nC 2. 
又 由 定理 知 天 (G)<SCG), 故 开 (G) 一 90G)， 


11. 欧 拉力 


在 图 GG 中 ,通过 G 的 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 的 回路 称 为 欧 拉 团 
路 . 具有 欧 拉 回路 的 图 称 作 欧 拉 图 (Euler), 通过 G 的 每 条 边 一 次 
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且 仅 一 次 的 开路 称 为 图 G 的 欧 拉 路 ， 

需要 提醒 注意 的 是 , 欧 拉 回路 要 求 边 不 重复 ,但 结 点 可 重复 ， 
故 欧 拉 回 路 不 一 定 是 环 路 ， 

定理 8. 11. 1( 欧 拉 定 理 〉》 一 个 连通 图 G 为 欧 拉 图 的 充 要 条 
件 是 经 的 每 一 结 点 的 度数 为 偶数 ， 

定理 8. 11.2 连通 图 G 具有 一 条 连接 x 到 ”的 欧 拉 路 的 充 
要 条 件 是 ,z 和 % 是 上 G 中 仅 有 的 奇 度数 结 点 . 

例 8-20 图 8-17 给 出 了 图 G1,G; 斌 判定 哪个 是 欧 拉 图 , 哪 
个 图 有 欧 拉 路 ,并 找 出 一 条 欧 拉 路 或 欧 拉 回路 . 


图 8-17 


解 (1) 因 G, 中 每 个 结 点 的 度数 为 偶数 , 故 G 是 欧 拉 图 
= UU Uso Ua UU 

(2) 因 为 Gz 中 deg (v1) = 二 degtws) 二 3, 且 其 它 结 点 度数 均 为 偶 
数 ， 

所 以 G: 有 欧 拉 路 

疹 一 贡 TDDHT6CSDC6DrTaTg ON 。 

例 8-21 确定 » 取 怎 样 的 值 ,x 阶 完 全 图 天 , 为 欧 拉 图 . 

解 = 阶 完全 图 天 。 有 = 个 结 点 ,每 个 结 点 的 度数 为 一 1, 故 
当 ?# 为 坷 数 ,” 一 1 为 偶数 时 ,KK, 是 一 欧 拉 图 . 

例 8-22 考 图 后 为 欧 拉 图 , 则 G 中 没有 割 边 . 

证 ”用 反 证 法 . 设 e 一 人 ao} 是 G 的 一 皋 边 , 因 为 G 是 欧 拉 图 ， 
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所 以 。 必 在 G 的 一 个 欧 拉 回路 a 上 . 故 从 中 删 去 边 e 得 连接 
与 的 一 条 路 8 ,由 定理 8.5.1 知 可 得 一 条 连接 2 与 立 的 真 路 工 ， 
于 是 e 在 工 U te} 的 环 路 中 ,e 不 是 割 边 . 蔬 盾 ， 

因此 ,假设 错误 ,G 中 没有 制 边 . 


12. 哈密 顿 图 


通过 图 G 的 每 个 结 点 一 次 且 仅 一 次 的 环 路 称 为 哈 米 顿 环 , 具 
有 哈 米 顿 环 的 图 称 为 哈 米 顿 图 . 通过 图 G 的 每 个 结 点 一 次 且 仅 一 
次 的 开路 称 为 哈 杀 顿 路 . 

例 8-23 图 8-18 给 出 了 三 个 图 , 试 判 定 哪个 是 欧 拉 图 ,哪个 
是 险 密 顿 图 ,哪个 图 有 欧 拉 路 ， 


图 18 


"219* 


解 《1)G, 中 除 vs,v; 度数 为 奇数 外 ,其 余 结 点 均 是 偶数 , 故 
6 中 有 欧 拉 路 wvwivvavivsvav2vsvevavavevrUgs 这 UUsUrUevVevVs UVa 
是 G, 的 险 密 顿 环 ,所 以 G 蚌 哈 窗 顿 图 ， 

《2)Gs 中 每 个 结 点 的 度数 为 偶数 , 故 Gs* 是 殉 拉 图 ,其 一 个 欧 
拉 回 路 为 vovrvavvevavovevrvsw 且 momomsvcus 是 G2 的 
一 个 哈密 顿 环 ,所 以 @z 也 是 哈密 顿 图 . 

(3) 因 为 G; 中 每 个 结 点 的 度数 均 是 奇数 ,所 以 G, 既 不 是 欧 拉 
图 ,也 设 有 欧 拉 路 ,但 中 有 myzwamemazzzepso 哈密 顿 环 ,因此 ， 
Gs 是 哈密 顿 图 ， 


13. 哈密 顿 图 的 判定 问题 


哈密 顿 环 的 存在 性 问题 至 今 未 解决 ,因此 只 能 给 出 一 个 过 通 
图 是 哈密 顿 图 的 几 个 必要 条 件 或 充分 条 件 . 
定理 8. 13.1 若 图 G 一 (Y ,EE) 是 哈密 顿 图 , 则 对 于 VY 的 任何 
一 个 非 空子 集 5, 有 WG 一 5) 世 闪 5S, 其 中 W(G 一 5) 表示 G 一 S 
中 分 图 的 个 数 . 
注 ”该 定理 是 判定 一 个 图 是 否 为 哈密 顿 图 的 必要 和 条件, 因此， 
可 用 它 说 明 某 些 图 不 是 哈密 顿 图 ,但 满足 此 条 件 的 图 不 一 定 是 输 
- 密 屯 图 ， 
例 8-24 判断 图 8-19 是 否 为 
哈密 顿 图 
解 取 3={trs), 刚 六 3 一 1， 
有 
HG — 5S)=2> #5 
因此 ,G 不 是 哈密 帆 图 , 
; 用 图 设 G=(V,E) 是 wn 阶 
6 图 , 若 对 deg (x) 十 deg (tv) 之 n 的 每 
一 对 结 点 x 和 和 2, 均 有 {zyv) 全 EC 如 
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x 与 v 邻接 ) , 则 称 图 G 是 闭 图 
闭 包 ” 医 GG 的 闭 包 G. 是 一 个 与 G 有 有 相 癌 的 结 点 集 的 闭 图 ， 
且 G, 是 包含 G 的 最 小 的 闭 图 ( 即 GG; 车 G 守 HCG. 呈 HH 郑 
G,,; 则 五 不 是 闭 图 ). 
给 定 图 GG, 可 枸 造 出 它 的 闭 包 G., 其 步骤 如 下 ; 
《1) 念 石 一 后 | -于 
(2) 若 GG; 是 一 个 六 图 , 则 G. 一 G 否 由 
《3) 在 G 中 提出 满足 以 下 两 个 条 件 的 结 点 a 和 多: 
i)deg (rz) Tdeg (v) ons 
ii)w 和 ww 不 相 邻 接 . 
将 边 {y,v)} 加 到 图 G,; 中 ,得 Gi 一 Gi 十 {usw} 
Ci 十 1 一 i ,并 返回 到 第 (2) 步 . 
定理 8.13.2 设 有 图 GG 二 (VE), 当 且 仪 当 G. 是 哈密 顿 图 
时 ,图 G 是 哈密 顿 图 . 
推论 1 车 图 G 的 闭 包 G, 二 K,, 且 x 宕 3, 则 G 是 啥 窗 顿 图 . 
推论 2 设 图 G=(V, 刀 ),##T==n,n 主 3, 若 对 于 任意 的 wvE 
VV, 均 有 deg (vv) 之, 则 G 是 哈密 顿 图 . 
推论 3 设 图 G=(V ,ED),#V 二 n,n 斌 3, 若 V 中 任意 两 个 不 
相 邻 的 结 点 w 和 vv, 均 有 degCu) 十 deg (vw)>n, 则 G 是 哈密 顿 图 
例 8-25 构造 图 8-20 中 图 G 的 闭 包 ,并 判别 图 G 是 否 为 险 
密 巾 图 ? 如 图 不 用 观察 的 方法 ,你 能 说 出 ，， 
你 判别 的 祖 据 吗 ? 解 ” 先 求 图 G 的 于 所 
nn 一 6 因为 
degfrs) 十 deg lv) = 6; 
deg (vz) 十 deg (vs) = 6, 
所 以 连接 Us 与 Ue rig 与 ws 得 图 全 >。 图 8-20 
在 图 G; 中 , 因 


Ts Ty 


deg lv) + deg (vs) = 6; 
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deg (wu) + degtvs) 一 6; 
deg (04) 二 deg tw) 一 6; 
deg (wv) + deg(vs) = 6, 
克 连 接 w; 与 yw 与 由 与 veyv 与 v3 得 图 Gs, 在 图 G; 中 ， 
因 degtu) 十 dg 一 8 
客 连 接 | 与 得 GG 有 是 Gi 是 G 的 闭 包 ， BG.=G,=Ks 如 
图 8-21 所 示 . 


图 821 
由 定理 8. 13,2 的 推论 1 知 G 是 哈密 顿 图 . 


14. 笃 及 树林 


不 含 环 路 的 连通 图 称 为 树 , 不 含 环 路 的 图 称 为 禁 林 (或 森林 )， 
树 中 度 为 1 的 结 点 称 为 树叶 ,度数 大 于 1 的 结 点 称 为 分 枝 结 点 ， 

霸 的 特征 可 以 从 驳 方 面 来 刻画 ,下 述 定 理 给 出 了 判断 一 个 (r， 
8) 图 了 为 树 的 三 个 必要 充分 条 件 ,这 些 条 件 中 的 每 一 个 都 是 树 所 
具有 的 特性 , 且 均 可 作为 树 的 一 种 定义 ， 

定理 8. 14.1 设 人 ;mm) 图 了 是 类 的 必要 充分 条 件 : 

《CDT 是 m=n 一 1 的 连通 图 ， 

《2) 了 是 闫 一 32 一: 且 无 环 路 的 图 . 

3) 了 是 每 两 个 结 点 之 间 由 唯一 的 真 路 相连 接 的 图 . 

* 222。 


定理 8.14.2 设 了 是 结 点 数 为 zaCa 空 2 的 无 向 树 , 则 了 中 至 
少 有 两 片 树叶 

例 826 淹 定 下 面 各 类 图 是 否 为 树 . 

(1) 有 个 结 点 ,n 一 1 煞 边 的 连通 图 ; 

《2 每 对 结 点 人 都 有 路 的 图 

(3) 有 个 结 点 ,n 一 1 条 按 的 图 . 

解 ” 届 ) 由 定理 8. 14.1(1) 知 此 类 图 为 树 . 

(2) 该 类 图 不 一 定 是 树 , 其 条 件 只 能 保证 图 是 连通 图 , 如 图 8- 
22 中 Gi 满足 条 性 ,但 不 是 树 . 

(3) 该 类 图 不 一 定 是 衬 , 条 件 愉 能 保证 mw 二 x 一 1, 如 图 8-22 
中 ,G; 满足 条 件 , 但 不 是 树 , 因 为 G; 不 连通 . 
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图 辣 22 
例 8-27 设 G 是 简单 连通 图 ,G 是 树 , 当 旦 仅 当 GG 的 每 

条 边 为 制 边 ， 

证 必要 性 假设 GG 是 一 梨 树 ,G== CY,E), 由 于 GG 不 含 环 
路 :所 以 G 的 每 条 边 e 均 不 在 GG 的 任何 环 路 上 , 故 。 是 割 过 ， 

充分 性 ” 若 G 连通 ,但 不 是 树 , 则 G 中 有 环 路 C, 设 e 是 C 上 
的 任意 一 条 边 , 则 e 不 是 割 边 ,与 条 件 矛 盾 . 所 以 G 是 树 . 

例 8-28 一 裸 树 荆 有 两 个 缚 点 度数 为 2, 一 个 结 点 度数 为 3， 
三 个 结 点 度数 为 4, 问 它 有 几 个 时 结 点 . 

解 设 了 有 ?= 个 结 点 ,条 边 ,z 个 叶 结 点 , 则 zz 一 2 十 1 十 3 十 
了 一 日 十 工 . 

由 定理 8.14.1 知 m=n 一 1 一 5 十 +, 叉 由 所 手 定 理 知 

.223 。 


2 一 2X2T3X1 二 4Xx3 十 1X 一 19 十 了 
2X 5 二 rz)=19 二 7 XT 一 9 
因此 , 工 有 3 个 时 结 点 ， 


15. 生成 树 


如 果 工 是 图 G= (CV ,EE) 的 一 个 生成 子 图 , 且 是 一 棵 树 , 则 称 耳 
是 图 G 的 一 棵 生成 树 .G 中 属于 了 的 边 称 为 全 的 校 ,G 中 属于 五， 
不 属于 了 的 边 称 为 工 的 弱 ， 

每 个 连通 图 G ,一定 有 生成 树 . 如 何 求 G 的 生成 树 呢 ? 

破 环 法 : 若 G 中 无 环 路 , 则 G 就 是 最 小 生成 树 . 若 G 中 有 环 
路 , 则 任 取 一 个 环 ", 删 除 c 上 和 任 一 这, 继续 这 一 过 程 , 直 到 图 中 无 
环 为 止 ,所 得 图 即 为 G 中 一 棵 生成 树 ， 

例 8-29 图 8-23 给 出 了 一 个 连通 图 G, 求 G 的 一 棵 生成 树 
Te: 并 指出 Te 的 二 条 枝 和 二 条 荡 . 

解 GG 中 有 环 a 二 v1vyvevrvw 删 去 边 {e ,ws} 得 Gs 一 G1 一 
visvzld; 风 图 8-24, 

Ga 中 环 G2 UU Ug Us 删 
去 边 {v2,vs} 得 Gs 二 Ge 一 {vssvs): 

Gs 中 有 环 0 二 vivivsvevi, 删 
去 边 t{uyve} 得 GG 一 Gs 一 人 v1rve}3 

G 中 有 环 mm 一 zzwavatsta， 出 
去 边 {w， Ti5 } 得 Cs C4 {vw + U5} + 
Gs 无 环 , 故 To=Gs 是 G 的 一 标 生 成 树 . {o ,or) {v6wv6) 是 Ts 的 
二 条 枝 ， (ve) (vasv3} 是 To 的 二 条 弦 ， 


16. 最 小 生成 树 


数 ,者 了 是 6 的 一 棵 生成 树 , 玉 的 树 梳 的 集合 为 蕊 CT) , 则 了 中 所 


Us Ws 


| 芭 8-23 


4224。 


辆 8-24 
有 树 粹 的 权 的 和 色 (T7 一 ,2 fle) 称 为 工 的 权 ,G 中 具有 最 小 


权 的 生成 树 工 , 称 为 G 的 最 小 生成 树 . 

避 环 法 : 设 G 一 (三 , 轧 是 一 具有 ?= 个 结 点 的 连通 有 权 图 ,G 

的 边 按 权 的 递增 顺序 排列 为 fa) fa) -<Fran 取 一 
ants 一 wz 在 T 中 :检查 as, 若 
as 不 与 已 在 了 中 的 边 构 成 环 ， 
则 地 3 一 位 3 在 了 中 ,否则 放弃 
az 再 检查 se4, 继续 这 一 过 程 ， 
直到 形成 生成 树 了 了 为止, 所 得 
了 为 最 小 生成 树 . 

例 8-30 在 图 8-25 所 示 
的 有 权 图 避 中 , 求 一 裸 最 小 生 
成 树 本 ,并 计算 其 权 ， 

解 fa 二 5 f(as)=6 
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fad—8 Fa 一 8 flas}=9 ao) 一 10 em 一 12 4 
{asj=14 取 ej 二 a 二 {vvs) ses 一 好 一 人 Tao ee } 一 cs 与 
elyea 不 构成 环 路 ,所 以 取 ea 一 (ao 下) 而 c 一 《上 和 下 一 

{wa sa 更 与 1{ elyezres 构成 环 路 ， 故 选 es 二 a4 一 {wis Ds } 了 了 一 
{erses 08964} 如 图 8-26 所 示 

WD 二 5 十 6 十 8 十 10 = 29. 


17. 有 向 树 


一 个 不 包含 环 的 有 向 图 G, 若 它 只 有 一 个 结 点 m 的 入 度 是 0， 
而 所 有 其 他 结 点 的 入 度 都 等 于 1, 则 称 G 为 有 了 商 酝 ,m 和 
度 为 0 的 结 点 称 为 树叶 ,不 是 树叶 的 其 他 结 点 称 为 分 枝 结 

设 工 为 一 棵 有 向 树 ; 若 荆 中 每 个 结 点 的 出 度 至 多 为 和 
本 为 区 元 树 , 阁 工 中 每 个 结 点 的 出 沪 为 0 或 mmr, 则 称 全 沟 完 全 mm 
元 树 ， | 

定理 8.17,1 设 T 了 是 一 棵 (n,m 有 向 树 ; 则 区 二 一 1 

例 8-31 斌 证 完全 二 元 树 有 奇数 个 结 点 . 

证 设 工 是 一 棵 完全 二 元 树 ,TT 为 (4;ma) 图 , 荆 有 加 片 树叶 ， 
则 了 有 有 ?一 za 个 分 枝 结 点 .于 是 mt 一 2 一 ?00) ;又 一 n 一 1 所 以 nn 
一 ] 二 2 一 24。 因 此 ,#7= 二 21, 一 1 为 奇数 . 
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例 832 将 图 8-27 给 
出 的 三 元 树 转 化 为 二 元 榨 . 

解 〈1) 对 每 一 结 点 只 
保留 它 的 最 左 分 枝 , 删 去 其 
余 分 枝 ; 

(2) 在 同一 级 上 的 缚 点 
从 左 到 右 用 边 连 接 起 来 ; 

(9 对 任 _ 结 点 过 证 在 
该 结 点 下 的 结 点 为 它 的 左 my 
儿子 ， 在 以 记过 的 为 图 8 27 
的 右 儿 子 . 

(4) 将 结 点 的 左 扎 子 画 在 结 点 的 左下 方 , 右 几 子 画 在 结 点 的 右 
下 方 , 如 图 8-28(3) 所 示 . 


图 828 


例 8-33 分 别 用 先 根 通 过 ,中 根 遗 过 和 后 根 通过 的 算法 扫描 
图 8-28《3) 所 示 的 二 元 树 了 的 所 有 结 点 ， 
解 (1) 先 根 通 这 
先 访问 根 结 点 ,然后 在 根 结 点 的 左 子 树 上 执行 先 根 通 过 算法 
《 即 在 以 根 结 点 的 左 儿 子 为 根 的 子 树 上 执行 该 算法 ,最 后 在 根 结 
点 的 右 子 树 上 执行 先 根 通过 算法 . 
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先 根 通过 1 扫 撒 结果 为 DOU UA USUETT UU Ug a 

(2) 中 根 通 这 

先 在 根 结 点 的 左 子 树 上 执行 中 根 通过 算法 ,然后 访问 根 结 点 ; 
最 后 在 根 结 点 的 右 子 树 上 执行 中 根 通过 算法 . 

在 mm 的 左 子 树 上 执行 中 根 通 过 ,mw 的 左 子 树 以 wv 为 根 , 由 于 
有 左 子 树 ,以 mm 为 根 ,所 以 再 在 以 me 为 根 的 子 树 上 执行 中 根 通 
过 . 因为 vw 无 左 子 树 , 故 扫描 央 , 然 后 再 在 内 的 右 子 树 , 即 以 六 为 
根 的 子 树 上 执行 中 根 通过 ,继续 这 一 过 程 ……- :最 后 扫描 结果 为 
TAUSUTUSUI YUUVaT goU so. 

(3) 后 根 通 过 

先 在 根 的 左 子 树 上 执行 后 根 通过 算法 ;然后 在 根 的 右 子 树 上 
执行 后 根 通 过 算法 ;最 后 访 间 根 结 点 扫 撒 结果 为 vyvevsvswiiwio 


A tt] 
18. 二 部 图 . 


二 部 图 :着 图 GG 一 (V,E) 的 结 点 集 V 能 分 成 两 个 互 不 相交 的 
子 党 Vi 和 Ye 区 5 即 V=V UY sl 让 :一 让) ;使得 局 中 每 条 边 的 端 . 
点 ,一 个 属于 广 , 另 一 个 属于 人 六, 则 称 G 为 二 部 图 (或 称 为 二 分 
图 ). 记 G=CV 7 五 )， 

由 二 部 图 的 定义 知 :Vi( 或 V,) 中 任意 两 个 结 点 不 邻接 . 

完全 二 部 图 : 设 G= (Wi ,Vz,E) 是 一 个 二 部 图 , 若 V 中 每 个 
结 点 与 Ya 的 每 个 结 点 邻接 , 刚 称 G 为 完全 二 部 图 , 记 作 KK,,,, 其 
中 共 人 一 入， 共 T 一 和 

定理 8. 18.1 图 G 为 二 部 图 的 充 要 条 件 是 它 的 所 有 回路 均 
为 偶数 长 . 

例 8-34 完全 二 部 图 KK, 二 (Vi,Vs, 忆 ) 中 共有 多 少 条 边 ? 

解 因为 三 中 每 个 结 点 都 与 Ys 中 每 个 结 点 相 邻接 ,所 以 TV 
中 每 个 结 点 关联 #T 一 m 条 边 , 而 WV 中 有 m 个 结 点 ,因此 ,及 。 共 
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例 8-35 图 8-29 是 否 汶 二 部 图 ?若是 ， 
找 出 它 的 互补 结 点 集 ， 
解 是 二 前 图 其 中 VY， — {vv Us U7} 


Va= {Vs Vo}, 
19. 匹配 . 


设 各 一 (TVT:, 忆 ?是 二 部 图 ,其 中 六 一 ”图 8-29 
{wl Ua" sm ,对 Vi 中 每 一 结 点 人 都 最 一 条 搂 {fa nz } 手 五 ,这 些 
无 公共 结 点 的 4 条 这 组 成 一 个 六 对 的 匹配 . 

Vi 对 Vs 存 在 匹配 的 必要 条 件 是 ”并 < 委 共 Ta 

定理 8. 19. 工 设 人 一 人 Ta ;五 ) 是 一 个 二 部 图 , 则 Gy 中 存在 
Vi 对 Vi 的 匹配 的 充 村 条 件 是 :Yi; 中 每 上 个 结 点 人 伏 一 1, 2 …， 
其 V,) 有 至 少 和 Vs 中 上 个 结 点 相连 接 . 该 条 件 称 为 相 异 性 条 件 . 

定理 8.19.2 设 台 一 (7 7: 五 是 一 个 二 部 贸 , 则 G 中 存在 
Yi 对 T 匹配 的 充分 条 件 是 ;存在 茶 一 整数 :>0, 使 得 

(CDV, 中 的 每 个 结 点 ;至少 有 t 条 边 与 其 相关 联 ; 

(2)Vs 中 的 每 个 结 点 ,至 多 有 上 条 边 与 其 相关 联 . 

(C1) , C2) 统称 为 t- 条 件 ). 

例 836 判定 图 8-30 所 给 出 的 三 个 二 部 图 是 否 存 在 Y 对 
F; 的 匹配 ? 

和 解 (1)G, 满足 1 一 2 时 的 广 条 件 , 即 交 , 中 每 个 结 点 至 少 与 2 
条 边 相关 联 .Vs 中 每 个 结 点 至 多 与 ? 条 边 相 关联 ,所 以 ,Gi 中 存 
在 人 对 Ts 的 匹配 . 如 图 8-31 所 示 . 

(2) 图 G; 不 满足 棚 漠 性 条 件 , 如 直 =2 时 ,Vi 中 两 缚 点 加, 四 
只 与 友 中 一 个 结 点 vs 相连 接 , 故 Gi 中 不 存在 VV 对 Vi 的 匹配 ， 

(3) 在 G; 中 ,因为 了: 中 结 点 至 少 关联 二 条 边 , 应 有 :二 2, 而 
Vs 中 结 点 至 多 与 3 个 结 点 相关 联 . 所 以 不 满足 上 条件 ,尽管 如 此 ， 
但 V; 中 任意 帮 一 1,2,3) 个 结 点 至 人 少 与 Vi 中 下 个 结 点 相连 接 , 即 
满足 引 异 性 条 件 , 所 以 G; 中 存在 Vl 对 VYV; 的 匹配 . 如 图 8-32. 
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图 8-31 [ 色 8-32 
例 8-37 现 有 3 个 课外 小 组 :物理 组 ,化 学 组 和 生物 组 ， 
今 有 张 . 王 , 李 ,. 赵 . 陈 5 名 同学 ,已 知 ; 
(1) 张 , 王 为 物理 组 成 员 , 张 . 李 、 赵 为 化 学 组 成 员 , 率 . 越 . 陈 为 
生物 组 成 员 . . 
”2) 张 为 物理 组 和 化 学 组 成 员 , 王 、 李 、 赵 、 陈 为 生物 组 成 员 . 
问 在 (1》, (2) 二 种 情况 下 能 否 和 名 选 出 3 名 不 兼职 的 组 长 ?为 什 
各 ? 
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解 ” 可 以 将 vu,wz;va 分 别 看 作 蚌 物理 ,化 学 和 生物 三 个 课外 
小 组 ,zs UE UE UB 分 别 着 作 张 . 王 、 李 , 赵 、 陈 5 名 网 学 , 记 太一 
{foveavay Vs 一 Test Ta 中 与 v(t 二 1,2,3) 相 连接 
的 结 点 ;可 看 作 是 该 组 成 员 ,; 因 此 ,问题 转化 为 寻找 一 个 从 VV 到 
VV 的 匹配 . 

(1) 根据 条 件 可 做 二 部 图 ,如 图 8-33t1) 所 示 . 由 于 Vi 中 每 个 
缚 点 至 少 与 Ya 中 2 个 结 点 相关 联 ,Vs 中 每 个 结 点 至 多 与 Vi 中 2 
个 结 点 相关 联 , 因 而 满足 二 条 件 尼 二 2), 由 定理 8. 19. 2 知 存 在 从 
总 到 的 匹配 ,如 图 8-33(2) 所 示 , 因此 ,可 以 选 出 三 名 不 兼职 的 
组 长 张 . 李 , 赵 ， . 

C2} 根据 条 件 可 做 二 部 图 如 8-33C3) 所 示 . 


Yi nL vg Dv /人 
Vs NA \ \ \ 
wy Th VE Ts bs 名 Tn BH DB Us Ts Tr Ip 
{1 (2) {37 


. [ 欧 8-33 
因为 T 中 加 :za 两 个 结 点 只 与 Vs 中 一 个 结 点 相连 接 ， 不 满 
是 “ 粮 蜡 性 条 件 ”, 所 以 不 存在 Yl 对 Vz 的 匹配 , 故 在 该 情况 下 选 不 
出 三 名 不 兼职 的 组 长 


20,. 平面 图 


车 一 个 图 G 能 以 一 种 方式 画 在 平面 上 ,使 得 除 结 点 处 之 外 无 
边 相 交 , 则 称 G 为 平面 图 ,否则 称 图 G 为 非 平面 图 . 平面 图 G 的 
过 所 包围 的 一 个 区 域 ,其 内 部 既 不 会 图 的 结 点 ,也 不 含 图 的 边 ,这 
样 的 区 域 称 为 G 的 一 个 面 ,包围 该 面 的 各 边 所 构成 的 回路 称 为 该 
面 的 边界 ， 

定理 8.20.1 设 G 是 一 连通 的 平面 图 , 则 有 
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说 一 2 十 下 一 2 Cy) 

其 中 如 ,mmr: 分 别 是 图 G 的 结 点 数 , 边 数 和 面 数 (包括 元 限 面 ). 
《x ) 式 称 为 关于 平面 图 的 欧 拉 公式 . 

推论 1 在 有 两 条 或 更 多 条 边 的 任何 连通 的 平面 图 G 中 ,有 
man—6. 

推论 2 在 每 个 面 至 少 由 4 条 或 更 多 条 边 围 成 的 连通 平面 G 
中 ,有 产 <22 一 4 

例 8-38 说 明 图 8-34 所 示 的 两 个 图 为 平面 图 , 


图 8-34 
解 ”G1,G; 分 别 能 面 成 如 图 8-3501), (2) 所 示 的 图 解 , 克 均 是 
平面 图 . 
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21. 平面 图 的 判定 


如 果 图 G, 与 Gs 基 同 构 的 ,或 反复 插入 或 删除 度 为 2 的 结 点 
后 是 同 构 的 , 则 称 G 与 G; 在 度 为 2 的 结 点 内 同 构 , 

定理 8. 21. 1{Kuratowski 定理 ) 一 个 图 是 平面 图 的 必要 充分 
条 件 是 , 它 不 包含 任何 在 度 为 2 的 结 点 内 与 天 或 下 ;. 同 构 的 子 图 . 

给 定 一 个 连通 图 忆 , 要 判定 它 是 检 为 平面 图 ,首先 ,检测 它 是 
否 满 是 m 志 3 一 6, 若 不 满足 , 它 一 定 是 非 平面 图 ,车 满足 则 不 能 确 
定 它 是 否 为 平面 图 ,再 利用 Kuratowski 定理 检测 ,或 尝试 一 下 能 
否 通 一 个 相应 的 , 边 不 相交 的 图 解 ， 

例 8-39 判定 如 图 8-36 所 示 的 三 个 图 是 否 为 平面 图 . 


区 836 


解 人 7G 的 结 点 数 一 6, 边 数 mm 一 13,G 连通 . 若 G, 是 平 
面 贸 , 风 天 一 13 扫 32 一 6 一 18 一 6 一 12 矛盾 ,所 以 Gi 是 非 平面 图 ， 
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人 2) 取 G 的 子 图 Gs' 如 图 8-37(1) 所 示 Gz' 在 度 为 2 的 结 点 内 
与 下;.; 同 构 , 如 图 8-37(2) 所 示 , 由 Kuratowski 定理 知 Gs 是 非 平 
面 图 . 

(3)Gs 能 画 出 如 图 8-37(3) 所 示 的 平面 图 和 解 , 故 是 平面 图 ， 


8. 3 问答 与 论证 


例 840 设 连 通 图 G= 0,E) 是 tr,m) 图 ; 且 无 环 路 , 则 区 二 


一， 
证 对 G 中 结 点 个 数 = 进 行 归纳 证 明 . 
n=l1 时 ,因为 全 无 环 路 

所 以 闫 一 一 1 一 0. 结论 成 立 ， 

设 za<E 时 ,结论 成 立 , 即 产 一 2 一 ]， 

当 n 二 kk 时 , 硅 G 中 任 取 一 条 边 e 二 《4,v)， 
因 G 中 无 环 路 ， 

所 以 e 不 在 G 的 任何 环 路 中 出 现 . 
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家 下 是 G 的 割 边 , 则 Gr-e 合 两 个 分 图 (Gy G2 ; 设 Hi Hl 9 了 39 下 2 
分 别 汶 它 们 的 结 点 数 和 边 数 ,是 Gi 和 Gs 无 环 路 , 则 anz 拓 下 :ni 
十 nz 一 2m 二 za 十 tmz 十 1. 由 归纳 假设 知 == 一 1 ,mm 二 #2 一 1 ;于 
是 . 


Am 二 pj 十 Hs 十 1 二 一 1 十 (xn 一 1) 十 1 
= {an)—1=n—1, 

因此 , 由 归纳 原理 知 结论 成 立 . 

例 8-41 设 G=C, 玉 是 一 个 连通 图 ,VSCV ,Vi' 是 仿 相对 
V 的 补 集 ( 邑 玉 二 F 一 态 ,; 亦 即 访 站 VI 二 户 ,Y=VUVInY), 并 且 
同一 结 点 对 集中 的 任意 两 个 结 点 之 间 , 至 少 存 在 一 条 不 包含 另 一 
结 点 子 集中 的 任何 结 点 的 路 ,那么 G 中 端点 分 别 在 VV 和 Y7 中 的 
边 组 成 G 的 一 个 边 割 集 . 

证 设 S 是 GG 中 所 有 端点 分 别 在 Vi 和 六 中 的 边 的 集合 ,在 
图 G 中 删除 5S 中 的 所 有 边 得 图 G-5. 

因为 访 中 任意 两 结 点 加 有 一 条 不 售 YY 中 结 点 的 路 ,所 以 全 
中 结 点 与 它们 在 G-S 中 关联 的 边 五 ,构成 一 个 连通 子 图 G,=(T，， 
Ei). 同 理 sy 中 结 点 与 它们 在 人 中 关联 的 过 五 : ,构成 一 个 连通 

子 图 Gs = CV "Ez), 

| 这 因为 SCE 是 避 中 所 有 一 个 端点 让 六 , 另 一 端点 在 中 
的 边 集 侣 ,所 以 在 G-S 中 ,的 任 一 缚 点 与 全 ' 的 任 一 结 点 多 
不 连接 ， 

从 而 G1,G; 均 是 GG-S 的 分 图 ,并 且 当 5'CS 时 ,G-S' 一定 连 
通 . 因此 ,S 是 安 的 一 个 边 割 集 ， 

例 和 -42 若 Gx,m2) 图 GG 是 有 7 个 分 图 的 树林 ,; 册 m==n 一 zx 

证 因为 树林 的 每 个 分 图 是 树 , 即 G 的 7 个 分 图 GG Ge， 
全 均 是 树 , 设 G; 有 和 个 结 点 ,oz 条 边 人 一 1;2 9,r)，, 则 由 定理 
8. 14, 4 知 本 一 入 一 1 人 一 在 2 所 以 

班 一 7 十 和 十 十 和 一 全 一 林 二 二 人 一 1 

一 r= 
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例 8-43 试 证 明 车 图 G 的 每 一 结 点 的 度 为 2, 则 G 的 每 一 分 
图 均 将 包含 一 环 . . 

证 假设 G 的 某 一 分 图 Grs 不 含 环 , 且 Ck 为 (my 图 ， 由 茶 
件 知 G; 的 每 一 生态 的 度数 为 2, 于 是 


2 一 aczc ) 一 2nk ,me = 1k, 


又 G 连通 且 无 环 ， 故 是 树 ， 由 定理 8. 14, 1 知 mr 一 普 一 1 与 
mi 二 7 矛盾 ,因此 ,G 中 每 个 分 图 必 合 环 . 

例 8-44 证 明 图 上 G 的 任 一 生成 树 和 任 一 边 割 集 至 省 有 一 条 
会 共 边 . 

证 设 图 G 中 车 有 一 个 边 割 S 与 6 的 一 棵 生成 树 研 没有 全 
共 边 ,那么 删 去 3 后 所 得 子 图 G 一 S 必 包 含 T, 这 意味 着 G 一 S 仍 
连通 ,与 $ 是 边 割 集 蔬 盾 , 所 以 必 是 ,S 与 工 至 少 有 一 条 公共 边 . 

例 8-45 连通 图 台 的 任 一 这 为 台 的 某 一 生成 树 的 荡 . 此 结论 
是 否 正确 ? 

解 若 连 通 图 G 含有 割 边 , 则 。 为 任何 生成 桩 的 枝 . 

若 G 不 含 割 边 ,那么 对 GG 的 任 一 边 牛人 一 定 在 某 个 乓 路 = 
上 ,用 破 圈 法 构成 生成 树 Te 时 ,可 在 = 中 删 去 ” ,相对 生成 树 
Tee 一定 是 弦 . | 

因此 ,上 述 结 论 当 G 不 含 割 边 时 才 成 立 ， 

例 8-46 试 证 ; 若 Cz:o 图 G 是 二 部 图 , 则 me. 

证 用 反 证 法 假定 m> 信 . 

设 G=0V Ys,E),#V mn, 并 让 =nz; 则 n= 十 xr. 由 于 完 
全 二 部 图 在 给 定 结 点 集合 后 具有 边 数 最 多 ,所 以 ， ns 之 m 之 节 . 


于 是 dn * n> 一 Ce) 即 2 * rn? ni 
另 一 方面 Cn 一 n2)* 守 0 即 ni 二 n>2n * 12 了 矛盾 所 以 假设 错 


WE 7 
，、 误 , 必 是 mn 所 了， 
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例 8-47 设 人 :zw 图 G 是 连通 的 平面 图 , 试 证 明 G 中 必 有 一 
个 铺 点 使 得 qeg (Cos 扫 5. 

证 ”用 反 证 法 . 设 G 中 每 个 结 点 的 度数 六 6, 即 deg (wi) 宇 6 
二 1,2,…,n), 则 由 握手 定理 知 


2m 一 DJdegtw,) 六 如 有 即 n 声 $m (1) 


又 台 是 连通 平面 图 , 且 deg(o) 实 6, 知 m 守 2, 由 定理 8. 20.1 推 
论 知 zrw 宇 3n 一 6. 代入 (1) 式 得 所 {x 一 2), 政 盾 . 
斯 以 ,G 中 至 少 有 一 个 结 点 ”满足 deg(o) 扫 5， 

例 8-48 试 证 明 x 阶 图 中 奇 次 度 结 点 的 个 数 与 G 中 奇 次 
度 结 点 的 个 数 相 等 ,其 中 = 为 奇数 (度数 为 奇数 的 结 点 , 称 为 奇 次 
度 结 点 》. ， 

证 因为 为 奇数 ,所 以 阶 完全 图 K, 的 每 个 结 点 的 度数 
x 一 1 为 偶数 . 

设 v 是 6 中 任 一 奇 次 度 结 点 ,deg (Cv) 一 大 

在 G 中 记 deg(9) 一, 则 十 六 二 n 一 1, 于 是 为 奇数 . 

由 > 的 任意 性 知 G 中 和 任 一 奇 次 度 结 点 ,一 定 也 是 全 中 奇 次 度 
结 点 .又 台 与 女 互 补 . 国 此 ,结论 成 立 ， 

例 8-49 设 G 是 (om 图 , 且 m> 二 (一 D)C 一 9), 则 G 是 

证 用 反 证 法 . 假设 6G 是 不 连通 的 ,有 Gi,…,G 个 连通 分 
图 ,显然 当 每 个 分 图 均 为 完全 图 时 ,G 的 边 数 最 多 , 值得 注意 的 是 ， 
在 G 中 任 选 取 两 个 分 图 Ki 入 ,Cw 守之 1),G 的 其 他 分 图 不 
变 , 仅 用 天 。, 和 到。 ,分别 代替 天 .和 天 , ,所 得 图 与 G 相 比 较 结 点 
数 和 连通 分 图 数 设 变 , 但 边 数 增加 了 . 因为 


nw Di — 1 — 2) 
2 2 


人 A 1) 1 Sn — Dj 
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二 7 一 说 十 ] 六 0， 
所 以 ,G 在 一 个 分 图 为 人 一 全 一 1)7 阶 完全 图 , 其余 分 图 均 为 一 阶 
完全 图 的 情况 下 边 数 最 多 ,此 时 | 
进 灼 -六 (2 一 外 一 D) (2 一 外 一 了 一 二 二 去 (n 一 和 Cn 一 十 1) 
所 以 
ma< 工 人 一 站 Ca 一 有 1), 当 有 2 时 ， 


ms 十 Oe 一 2 Ga 一]) 与 条 件 矛 盾 . 
国 此 , 必 是 & 一 1,G 是 连通 的 . 
. 例 8-50 证 明 对 于 任何 简单 图 G=(V,E), 或 者 G 是 连通 

的 ,或 者 G 一 (7 ,五 ) 是 连通 的 ， 

证 若 G 连 通 , 风 结 论 亚 然 授 立 . 

假设 G 不 连通 ,对 任意 的 wvEV ,车 {u,vw) EE, 则 昆 然 & 与 
zr 在 所 中 连接 . | 

若 {uyw} 谨 瑟 , 则 由 补 图 的 定义 知 {u,w} EE, 于 是 uw 访 于 二 
的 同一 分 图 . 

又 上 G 不 连通 ,所 以 站 GG 的 另 一 分 图 中 ,存在 ww,wEV ,使 得 
{st} 三 五 且 和 ro 区 五 ， 

因而 {wyw} EE 且 {v,tw}EE,av 在 GG 中 由 ww 连接 ,由 妈 ， 
v 的 任意 性 知 G 是 连通 的 . 

例 8-51 证 明 : 若 (图 G 是 树 , 且 其 最 大 结 点 度数 A(C) 
一 k( 之 2), 则 G 中 至 少 有 上 片 树叶 . 
证 ”用 反 证 法 . 假设 G 中 至 多 有 一 1 片 树叶 , 则 根据 握手 定 


理 得 
2m 一 > deg(o) 1) 42n A) =n— 1 
i=l 
另 一 方面 由 G 是 树 得 本 一” 一 1, 所 以 2n 一 2 之 2n 一 1 矛盾 . 
于 是 假设 错误 ,结论 成 立 . 


例 8-s2 证 明 怡 有 2 片 树 时 的 树 为 一 条 真 路 . 
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证 设 工 为 惟有 2 片 树叶 的 人 :me)? 树 ， ; 则 由 握手 定理 知 
278 一 Sydegco) 一 之 十 DacgCe,) 


(其 中 由 Zr 一 为 树叶 ) 
另 一 方面 ,了 是 树 ,所 以 m=n 一 1, 于 是 3% 一 2 一 2 二 


deglw) »BN degko) 一 254 — 2), 


窗 条 件 知 ,7 中 除 2 个 叶 针 点 外 ,其 余 n 一 2 个 分 枝 结 点 度数 
均 大 于 等 于 2， 

因此 ,这 = 一 2 个 分 枝 结 点 的 总 数 只 能 都 为 2, 故 全 有 一 条 欧 
拉 路 .所 以 工 为 一 条 真 路 . 

例 8-53 设 二 部 图 二 (V :本 一 (7 请) 是 一 标 树 , 试 证 
朋 , 若 并 VV, 实 六 六;, 风 在 Wh 中 至 少 有 一 个 度数 为 1 的 结 点 

证 设 失 Y 二 nn, 二 my#V = nHV = pS 一 


2) deg (Co) 1 一 入 deg (vw,) 3 则 由 握手 定理 知 


EW] 


2 一 Sgegtw,) 十 ee 


ET 

因为 了 是 树 ,所 以 m==%n 一 1， 

又 国 为 人 是 二 部 图 ,所 以 S10 = mm. 

假设 V 中 没有 度数 为 1 的 结 点 ; 则 5 宇 28 ;所 以 224 一 5 十 
Ss=25 2 Xn =4dn. 
由 条 人 忻 知 站 衬 m 所 以 21 芝 2 十 2n2 二 2n, 有 mw 守 n 与 站 一 
一 1 赴 盾 ， 

“因此 , 必 是 Tri 中 至 少 有 一个 度 为 1 的 结 点 

例 8-54 若 G 是 一 个 平面 图 ,有 7 个 分 图 ,证 明 n 一 mn 十 一 + 
十 1 其 中 me 分 别 为 的 结 点 数 , 边 数 和 面 数 . 

证 设 如 的 7 个 分 图 为 G1 ,Gy ,G,， 由 于 GG 起 平面 图 ,所 
以 G; 是 平面 连通 图 , 记 Gi 的 结 点 数 、 边 数 , 面 数 分 别 为 n>m ,ki 
一 1,2,…r) ,于 是 由 网 拉 公 式 得 
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开 一 7 十 下 一 之 Cf = 1,2,." 77). C1) 
而 zx 二 Dn mm Din 上 = > 一 Cr 一 1) (因为 每 个 分 图 均 
1 一 1 f=—1 


将 无 限 面 记 数 一 次 ). 
对 (1) 式 两 边 求 和 得 
nO 一 A 十 亡 十 (rr 一 1) 二 2r,n 一 加 十 二 rr 十 1. 
注 该 式 是 难 拘 拉 公式 的 推广 . 
例 855 设 ( 人 ,加 ?图 G, 是 有 > 个 分 图 的 平面 图 ,G 的 每 个 面 
至 少 由 民 尝 3) 条 边 围 成 ,出 
f(r 一 一 DD 


Mm < 
i—2 
证 设 G 有 个 面 ,个 面 的 各 边界 长 度 之 和 为 5, 则 S27， 外 


另 一 方面 ,每 条 边 至 多 在 两 个 面 的 边界 中 ,所 以 9 委 27 ,于 是 
2m2 * ,RN 


D7 
A 《1》 
根据 欧 拉 公式 的 推广 ( 例 8-53) 得 
nO 十 下 二 7 十 1 (2) 


将 (1) 代 入 (2) 得 。# 一 各 十 分 守 7 十 1 


经 准 理 后 为 ” % 所 7 


5 一 了 一 17. 


C. 解 题 思 路 与 方法 


例 C-1 证 明 : 任 意 6 个 人 中 ,或 者 有 三 个 人 彼此 认识 或 者 有 
三 个 人 彼此 陌生 . 
证 用 六 个 结 点 TY 分 别 表 示 六 个 ] 人 ;着 与 vj 彼 
此 认识 , 央 用 边 {v;,w} 连 接 它们 ,于 是 得 图 GG=(V ,EE), 而 在 G= 
{VV, 书 ) 中 , 边 1viy 包 ) 表 示 与 vv 彼此 陌生 .这样 问 题 转化 为 证 明 
G 或 G 中 存在 一 个 KK;. 
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由 补 余 的 定义 知 , 完 全 图 天 一 GLUG :在 天, 中 用 红色 和 蓝 色 
分 别 涂 抹 G 中 和 已 中 的 边 . 

任 取 Ks 中 一 个 结 点 外 ; 则 与 关联 的 
边 有 5 条 ,其 中 至 少 有 三 条 边 同色 ,不 妨 设 
这 三 条 边 为 红色 ,观察 这 三 条 边 的 另 一 端的 
三 个 结 点 vivarva: 若 连接 这 三 个 结 点 间 
的 边 中 有 一 条 为 红色 ,加 {vw Ua} ;那么 TDi 
Uiy Ui 就 是 G 中 的 一 个 天 3， 如 图 《-1 所 示 ， 

车 连接 这 三 个 结 点 间 的 每 条 边 均 为 蓝 Ee 
色 ,那么 vvatviatn 就 是 如 中 的 一 个 Ks.. 

因此 ,或 者 有 三 个 人 彼此 认识 ,或 者 三 个 人 彼此 陌生 . 

例 C-3 有 *# 个 人 ,假定 他 们 中 间 任 意 两 个 人 合 起 来 认识 其 
余 的 # 一 2 个 人 ,证 明 :n 宕 4 时 ,这 nn 个 人 能 围 着 圆桌 坐 下 ,使 得 每 
个 人 都 认识 两 旁 的 人 . 

解 ”将 每 个 人 用 结 点 表示 ,有 V= {voreyvn) 车 四 与 要 
认识 , 则 与 邻接 ,于 是 得 简单 无 向 
图 台 一 人 ,EE)., 

根据 条 件 任意 两 个 人 合 起 来 认识 其 
余 的 x 一 2 个 人 得 ,对 GG 中 任意 #,vEV 
# 一 2 有 


deg(x) 二 deg(v) 守 n 一 2 
下 醒 证 明 当 nn 半 4,& 与 v 不 相 邻 时 
1 有 qdeg(a) 十 deg(w) 守 n. 
图 C-2 当 友 与 v 不 邻接 时 ,对 和 任意 的 wEV 
Cw ste 了 ) 由 条 件 知 w 必 与 ww 和 vv 久 接 ,否则 ,车 w 仅 与 4 邻 
接 ,不 与 v 邻接 ,又 x 与 v 不 分 接 , 如 图 C-2 所 示 ,avre 合 起 来 不 能 
保证 与 其 余 "一 2 个 结 点 邻接 ,与 条 件 矛 盾 . 
由 ww 的 任意 性 知 ,其 余 = 一 2 个 结 点 与 & 和 wb 均 分 接 . 
于 是 degti) 十 deg( 四 宇 2(x4 一 2) 二 nn 十 nn 一 4 守 n( 当 nn 字 
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4 时 )， 
根据 定理 8 13.2 的 推论 3 知 G 是 哈密 顿 图 , 有 一 哈密 顿 环 , 于 是 
n 个 人 能 围 圆 捍 从 下 ,使 每 个 人 都 认识 两 甜 的 人 

例 C-3 证 明 任 一 柠 树 是 一 个 二 部 图 . 

证 设 工 =(V ,EE) 是 任 一 棵 树 , 任 取 一 销 点 vEV. 

定义 = {vw [weEV, 且 dw ,vi) 为 偶数} 3 


图 CC-3 

7 一 Y 一 人 ;由 显然 人 站 7 一 下 .7 一 六 UW. 

对 (i 的 任意 一 条 边 如 一 {wT} 生 五 , 记 a 四 | wy 的 短程 为 4 9 
到 ww 的 短程 为 2; 则 ez 在 上 ,或 者 在 i 上; 答 则 如 UizUe 构成 
一 环 路 ,与 了 是 树 矛 盾 . 如 图 C-3 所 示 . 

不 妨 设 e 在 1s 十 , 即 vw 到 vw 的 短程 经 过 边 {v;,v} ,所 以 

d{v vl =Ad vv) 二 1]. 

于 是 vw oz 不 同属 于 或 了 因此， 由 e 的 任意 性 得 了 是 二 
部 图 . 

例 C-4 证 明 :C1)n 阶 树 了 的 所 有 结 点 之 和 2ydeg(o) 一 2 

C2) 设 ddi ,dz， "ed 是 x 个 正 整 数 ,x 宇 2， 已 知 Da = 2X—2 9 
证 明 存 在 结 点 度数 分 别 为 41,d,,… ,qd 的 一 标 树 

证 (1) 设 T=(V,E),V= (op 3 了 有 x 条 边 , 则 由 
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定理 8. 14, 1 知 严 一 nm 一 1. 又 由 握手 定理 有 2 一 > degtoy) ;所 
以 
DydegCw) 一 20 一 1) 二 24 一 2. 
(2) 对 绪 点 归纳 证 明 ， 可 构造 
满足 条 件 的 树 工 . 
nn 二 2 有 时 ,由 十 ds 二 4 一 2 二 2， 
而 ;全 1; 所 这 dl 二 dA; 二], 于 是 


存在 KK 为 满足 条 件 的 树 . A 

假设 * 一 上 时 ,结论 成 立 , 即 存 A 
在 结 点 度数 分 别 为 中,@ 有 的 . ™ 
一 棵 树 Ti. 要 证 一 十 1 时 ,结论 入 
也 成 立 . 


: C-d 
由 地 ydzy 下 ydsdit+ 均 为 正 整 图 


更 十 1 


数 ， 生生 二 2 克 十 DD 一 2 一 器 知 3 这 下 十 1 个 数 中 至 少 有 二 个 为 
1; 否 则 Sa> 2k 十 1 ,与 条 件 蔬 盾 . 
不 妨 设 der 一 1, 于 是 > 中 一 狼 一 1 ,这 样 d,ds，,…,ds 中 至 


少 有 一 个 数 大 于 2, 否 则 >,di 之 蔬 盾 . 
不 妨 设 dx 之 ?2, 于 是 Q 一 1 这 1， 
Da + (di — 1) = Va, 一 1] 二 中 一 2. 


一 上 


考虑 局 1 一 1 这 上 个 下 整数 ， 出 归纳 假设 知 ， 存 
在 结 点 度数 分 别 是 ,da dx-13dx 一 1 的 一 棵 树 工 ,， 
在 TT 中 从 度 为 di 一 1 的 结 点 内 引出 一 条 边 , 另 一 端点 记 为 
wy 这 样 得 一 棵 新 树 了 ,在 了 中 deg (vs) 一 di ,deg lvert) 一 中 Hi 一 
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1 ;如 图 C-4 所 示 - 
£+1 
于 是 Sidegtw) = Pd ~ + D2 


因此 ,六 即 为 所 求 的 一 标 树 . 

例 C5 设 厂 ,7T 是 (n,m) 连 通 图 G 一 《VY ,EE) 的 两 棵 生成 椅 ， 
a 是 在 人 中 但 不 在 2 中 的 一 条 边 . 证 明 存 在 一 条 在 T; 但 不 在 

Ti 中 的 边 5, 使 (一 {a U8) 和 (7 一 
57) Ua} 都 是 G 的 生成 树 . 
证 记 a 二 (vw;wy) ;因为 工 是 树 , 故 
每 条 边 是 埋 边 ,所 以 在 辣 中 去 掉 边 a， 
必 将 把 了 分 成 两 棵 不 连通 的 子 图 了 和 
Ts; 令 他 们 的 结 点 集 分 别 为 V1,V;, 显 然 
Y= Uys sl 门 六 一 站 
T 是 G 的 另 一 棵 不 含 < 的 生成 树 ， 
于 是 7;Uta} 恰 会 一 个 环 C, 在 C 中 去 
掉 边 a 后 ,从 & 的 一 个 端点 vw; 马 全 出 发 ， 
沿 着 C 寻找 一 个 端点 在 V 中 男 一 个 端点 在 VV; 中 的 边 , 见 图 C-5， 
若 这 样 的 边 不 存在 ,那么 C-{a} 这 条 真 路 全 在 训 中 , 则 (C 一 {a}) 
U {a} 不 能 构成 环 , (因为 色 扎 V2), 牙 盾 . 因此 ,总 可 找到 一 条 边 记 
作 5= {vi ,vj ) 全 C5za ,这 样 的 5 一 定 不 在 TT 中 ,否则 ,一 
仍 连 通 ,与 a 是 工 , 的 制 边 蔬 盾 . 

这 样 ,找到 边 5 不 在 了 中 ,但 在 T: 中 ,由 于 5,a 均 在 C 上 , 故 
CT 一 人 6)U fa} 是 G 的 一 棵 生成 树 ， 

又 因为 TT 是 G 的 生成 树 , 含 一 1 条 边 ,所 以 Ts 一 CT 一 {4)) 
U{2} 也 含 % 一 ] 条 边 , 由 5 的 选取 方式 知 T, 连通 上 县 ts 一 4 一 1(nss 
为 了 的 边 数 ), 故 工 ; 是 树 ,所 以 T 是 GG 的 生成 树 . 

因此 ,找到 了 符合 条 件 的 边 56. 

例 C-6 设 G 是 一 个 nn 阶 图 ,zn 宇 11;, 证 明 G 与 G 中 至 少 有 一 
个 是 平面 图 . 
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图 C-5 


证 12 质 讨论 一 11 的 情况 

因为 Ku 一 GUG 有 Ci 一 汪汪 于 一 55 条 边 ,所 以 

G 与 G 中 必 有 一 图 的 边 数 区 宇 28. 

不 妨 设 G 的 边 煞 吕 产 28 ,下 面 证 G 是 非 平 面 图 ， 

设 G 有 -tr 六 1) 个 分 图 , 若 G 中 不 售 环 路 , 则 GG 必 是 笃 或 树 
林 , 由 例 8-42 知 癌 一 4 一 r 一 11 一 r, 于 是 11 一 r 之 28 矛盾 ,所 以 台 
必 包 售 有 环 路 . 

车 如 是 平面 图 , 则 其 每 个 面 至 少 由 {= 一 3 条 边 围 成 . 

由 例 8-55 知 

me D_ Hl~r~—1) 


一 三 和 X C107 00 3,. -上 9) 


一 2 
而 ”六 1 ,所 以 ms<s3X9 一 27. 
与 知 节 28 耳 盾 ,因此 必 是 非 平面 图 . 
3) 车 # 之 11, 册 讨论 人 的 一 个 具有 11 个 结 点 的 子 图 G ,于 是 
Gi 或 G 是 非 平面 图 ,如 果 G 为 非 平 面 图 , 则 为 非 平 面 图 , 若 
Ga 为 非 平 面 图 , 则 G 为 非 平 面 图 . 
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第 四 部 分 “数理 逻辑 
第 九 章 ”命题 逻辑 


9.1 内容 提 要 


1 命题 及 其 联结 词 


"命题 .命题 的 真 值 ; 
“原子 命题 和 复合 命题 ; 


" 命 古 联结 词 : 否定 (7) , 合 取 CA), 析 取 CV ), 异 或 (VY), 丝 
含 ( 一 ) ,等 值 ( 一 ). 以 及 分 别 由 这 些 联结 词 构成 的 复合 命题 的 真 什 


2. 命题 公式 的 有 关 概 念 


* 人 辣 古 党 元 .命题 变 元 ,人 辣 题 公式 (或 称 公式 ); 


” 命题 公式 F 关于 命题 变 元 三 1 Pes "Ps 的 一 组 真 秆 指派 ， 
以 及 公式 的 真 值 表 ; 


* 重 言 式 (或 永 真 式 ) 矛盾 式 (或 永 假 式 ) 和 可 满足 公式 ; 
"公式 的 析 取 范式 和 合 取 范式 ,以 及 主 析 取 范 式 和 主 合 取 范 
式 ， 
3. 命题 公式 间 的 关系 


* 合 题 公式 间 的 等 值 关系 (4 守 B); 
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* 命题 公式 则 的 于 含 关 系 (4 二 BB); 
* 等 值 定律 , 即 一 些 基 本 的 等 值 式 ; 
“ 推理 定律 , 即 一 些 基 本 的 蔓 售 式 . 


4. 命题 演算 的 推理 理论 


， 形式 证 明 、 有 效 证 明 、 有 效 结论 .合理 证 明 , 合理 结论 ， 
"前 提 引 入 规则 ,结论 引入 规则 ,和 翼 换 规则 ， Te 规则 蕴含 证 
明 规 则 . 


9.2 基本 知识 点 


“1 命题 的 判定 


命题 是 一 个 能 分 辨 真 假 的 陈述 句 . 命题 的 真 假 用 真 值 描述 . 如 
果 一 个 命题 是 真 的 ,其 真 值 为 真 ,用 “1” 宾 示 ,否则 真 值 为 假 , 用 40” 
表示 ， 

例 少 1 判断 下 列 语 句 是否 为 俞 题 

(1) 北京 是 中 国 的 首都 ; 

《2 所 有 的 树木 都 是 植物 ; 

“3) 委 是 黑色 的 ; 

C4) 请 匆 吸 烛 ; 

《5) 明 天 开会 吗 ? 

(86) 这 灯 花 多 好 看 呀 ! 

解 ，(1) 一 (3) 是 命题 ,其 中 忆 ),(2) 是 真 命题 ,(3) 是 假 命题 : 
4) 是 祈 使 名 , (5) 是 疑问 多， 《6) 是 感叹 句 ， 开 们 部 元 真 很 可 言 , 因 
此 ,它们 都 不 是 命题 . 

一 个 语句 本 身 是 否 能 分 辨 假 与 我 们 是 否 知道 它 的 真 候 是 开 
回 事 . 也 就 是 说 ,对 于 一 个 句子 ,有 时 我 们 可 能 无 法 判定 它 的 真 假 ， 
但 它 本 身 却 是 有 真 假 的 ,那么 这 个 语句 是 命题 , 哲 则 就 不 是 命题 . 
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例 少 2 判断 下 列 语句 是 否 为 命题 

(1) 地 球 外 的 星球 上 也 有 人 : 

《2) 小 王 是 我 前 同学 ,也 是 我 的 好 朋友 ; 

《3) 11 十 1 一 100; 

(4) 我 正在 说 议 . 

解 “1) 一 (37 是 命题 . 对 于 (1) ,目前 我 们 还 无 法 确定 其 真 假 ， 
但 就 事物 的 可 质 而 论 , 句 子 本 身 是 可 以 分 辨 真 息 的. 随 着 科学 技术 
的 发 展 ,其 真 值 会 知道 的 ， 

(2) 的 真 假 取 决 于 “我 ”与 "小 王 " 的 关系 ;车 “我 "与 ”小 王 ” 是 同 
学 , 且 关 系 很 好 , 则 C2) 是 真 的 ,否则 就 是 假 的 . 但 一 般 来 说 ,这 句 话 总 
是 出 现在 某 一 具体 情况 下 , 总 可 根据 当时 的 情况 来 确定 它 的 真 假 . 

(3) 的 真 假 取决 于 采用 哪 一 种 进 制 ,若是 二 进 制 , 则 是 真 的 ， 
否则 就 是 假 的 . 

《4)“ 我 "是 在 说 谎 还 是 在 说 真 话 呢 ? 如 果 “ 我 ”是 说 谎 , 那么 
“我 "说 的 是 假 话 ;因为 “我 "承认 他 是 说 谎 , 所 以 他 实际 上 是 在 说 真 
话 ,我们 得 出 结论 :如果 “ 我 "是 说 谎 , 那 么 他 是 讲 真 话 - 另 一 方面 ， 
好 果 “ 我 " 讲 真 话 ,那么 “我 ?所 说 的 是 真 话 ,也 就 是 他 在 说 谎 . 我 们 
得 出 结论 :如 果 “ 我 " 讲 真 话 , 那 么 他 是 在 说 谎 . 因此 ,我 们 不 能 分 辩 
这 个 语句 的 真 假 , 它 不 是 命题 . 这 种 产生 自 相 矛盾 的 语句 叫 悖 论 . 


2 命题 联结 词 及 命题 的 符号 化 


原子 命题 一 个 不 能 分 解 为 更 简单 的 命题 , 称 为 简单 命题 或 
原子 命题 . 
复合 命题 由 原子 命题 和 联结 词 复合 而 成 的 命题 称 为 复合 命 


古 . 


将 命题 符号 化 的 基本 步骤 如 下 : 

(1) 分 析出 各 原子 命题 ,将 它们 符号 化 ; 

(2) 使 用 合适 的 命题 联结 词 ,把 原子 命题 逐个 联结 起 来 ,组 成 
复合 命题 的 符号 化 表示 . 
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一 般 来 说 命题 联结 词 与 自然 语言 中 的 某 些 词汇 有 一 定 的 联 


“一 ”相当 于 自然 语言 中 的 “ 非 ?>“ 不 是 "或 “没有 "等 否定 词 

“六 ?是 自然 语言 中 并且? 国 …… 又 ”和 ”, “以 及 ”， 
“不 仅 …… 而 有 屿 PE i ;虽然 a 但 是 wae 2 与 ” 千 词 汇 的 逻辑 抽 
象 . 

“V 2 与 自然 语言 中 的 “或 "有 联系 ,自然 语言 中 的 “或 "可 表示 
“可 兼 或 "; 六 表示 “不 可 兼 或 ” . 

. “一 ”是 自然 语言 中 的 “如 果 …… 那 么 ”,“ 若 …… 则 …*… ”人 
须 …-… 以 便 ……* 等 联结 词 均 可 用 “~>” 表 示 . 另外 “PQ@” 还 可 陈 
述 为 :"P 是 @ 的 充分 条 件 ”,“Q 是 己 的 必要 条 件 "，P 仅 当 巴 ”， 
“QQ@ 每 当 P”, 

”与 自然 语言 中 的 “ 当 旦 仅 当 ”“ 租 当 于 ”,“… 和 一 
磋 ”等 价 ” “去 日 仅 要 ”等 语汇 相对 应 
例 93 将 下 列 命题 符 导 化 ， 
(1) 小 李 有 虽然 聪明 ,但 不 用 功 ; 
《2) 派 小 王 或 小 李 出 差 ， 
《3) 小 王 现在 在 宿舍 或 在 图 书馆 里 ; 
(4) 我 既 不 看 电视 也 不 外 出 ,我 睡觉 ; 
(5) 他 钓 了 20 或 30 条 鱼 ; 
(6) 如 果 天 下 大 十 ,他 就 磁 公 共 汽 车 上 班 ; 
《7) 只 有 天 下 大 雨 ,他 才 乘 公共 汽车 上 班 ; 
《8) # 是 偶数 当 旦 仅 当 它 能 被 2 整除 ; 
(9) 我 们 不 能 既 走 路 又 划船 
解 (1) 令 己 : 小 李 聪 明 。 
驴 : 小 李 用 功 , 命题 可 表示 为 PA 一 @&. 
(2) 令 书 : 派 小 二 出差; 入: 派 小 李 出 差 . 
命题 符 导 化 为 己 VRQ. 
(3) 令 己 : 小 王 在 宿舍 ;入 :小 王 在 图 书馆 里 ， 
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由 于 小 王 不 可 能 既 在 宿舍 又 在 图 书馆 ,所 以 这 里 的 “或 "是 不 
可 兼 或 ,于 是 命题 可 开 示 为 PrQ ,或 者 为 ( 避 A 一 QIV (一 PAQ). 

《4) 令 忆 :我 看 电视 ; 包 : 我 外 出 : 灵 : 我 睡觉 . 

命题 可 表示 为 一 PA 一-QAR, 

《5) 中 的 “或 ”是 "或 许 ", “大概 ? 的 意思 ,表示 “他 大 概 钓 了 二 、 
三 十 条 鱼 ” 此 命题 不 能 再 分 解 , 故 可 表示 为 疡 ,其 中 己 :他 钓 了 20 
或 30 条 鱼 . 

《6) 今 王 ;天 下 大 十 总 :他 末 公 共 汽 车 上 班 ， 
命题 可 表示 为 PQ&. 

《7) 令 了 ;天 下 太 雨 ;@: 他 刁 公 共 汽 车 上 班 . 

“他 乘 公 共 汽 车 上 班 ? 的 前 提 条 件 是 天 下 大 十 命题 符号 化 为 

QP. 

(8) 令 Psn 是 偶数 ;@:n 能 被 2 整除 . 

该 命题 符号 化 为 PQ&. 

《9) 令 己 :我 们 走路 :名 :我 们 划船 . 

命题 可 表示 为 一 (PAQ). 

需要 提醒 大 家 注意 的 是 ,自然 语言 中 的 联结 词 与 命题 联结 词 
的 含义 不 是 完全 对 应 的 ,因此 ,在 将 自然 语言 符号 化 时 ,要 根据 上 
下 文 分 析 , 尽 量 将 其 含义 表示 出 来 . 

例 9-4 将 下 列 命 题 符号 化 

《1) 王 平 与 李 明 是 好 学 生 ， 

《2) 王 平 与 李 明 是 好 朋友 ， 

(3) 如果 我 上 街 , 我 就 去 书店 看 看 ,除非 我 很 际 . 

Cd4) 若 不 是 他 生病 或 出 差 了 ,我 是 不 会 同意 他 不 参加 学 习 ， 

解 (1) 令 呈 ; 王 平 是 好 学 生 ;Q@: 李 明 基 好 学 生 ， 

. 命题 可 表示 为 PAQ,. 

(2) 中 的 “与 "表示 的 是 “ 王 平 "“ 李 明 " 闻 的 关系 ,而 不 是 两 个 
命题 的 联结 ,所 以 (2) 不 能 分 解 成 两 个 命题 ,只 能 表示 为 P. 

(3) 令 也, 我 上 街 ;QQ: 我 去 书店 着 看 ;R; 我 很 累 . 
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于 坚 命 题 中 “如 果 我 上 街 , 我 就 去 书店 看 看”, 可 以 符 寻 化 为 
一 仿 , 而 联结 词 “ 除 非 ……” 可 以 理解 为 “如 果 不 ,……”, 这 样 整个 名 
子 就 可 以 理解 为 "如果 我 不 很 累 , 则 若 我 上 街 ,我 就 去 蔬 店 看 看 . ” 
因此 (C3) 可 以 符号 化 为 :一 R 一 (PQQ). 此 句 还 可 理解 为 :* 如 果 我 
上 上 街 并 且 我 没有 去 书店 ,那么 我 一 定 很 暴 . "因而 也 可 符 导 化 为 ( 忆 
六 一 和 @) 一 R 事 实 上 这 两 种 符号 化 公式 是 等 值 的 ). 

《4) 令 也 ;他 生病 了 ;QQ@: 他 出 其 了 ;R: 我 同意 他 不 参加 学 习 ， 
这 个 语句 可 以 理解 为 和 若 他 生病 或 出 差 了 ,那么 我 同意 他 不 参加 
学 习 , 和 否则 ,我 不 会 同意 他 不 参加 学 习 ” 于 是 整个 句子 可 符号 化 为 
COPYV@D) 一 RD A (一 (PEVGQD)- 一 如 亦 即 (PPVQDeR. 

例外 5 用 日 常 语言 写 出 一 个 句子 ,对 应 下 列 每 一 个 命题 . 

(1) (PA >R; 

(2) Re PY OQ). 

解 (1) 令 PP; 明 天 刊 风 ;@; 明 天 下 两 ;R: 我 们 去 冰 游 . 则 
(一 也 信 一 Q) 一 RR 可 叙述 为 “如 果 明 天 有 既 不 刊 风 又 不 下 十 ;那么 我 
们 就 去 郊游 .” . 

(2) 令 忆 ;苹果 是 甜 的 ;有 @: 苹 果 是 红 的 ;RR: 我 买 苹 果 . 则 Re 
《PYQ) 可 投 述 为 * 当 且 仅 当 革 果 是 甜 的 或 红 的 ,我 才 严 . 


3. 命题 公式 及 其 真 值 指派 


命题 次 元 。 是 一 个 仅 表 示人 和 任意 命题 位 置 的 大 写字 母 . 即 是 一 
个 没有 指定 具体 内 容 的 命题. 

命题 公式 (或 简称 公式 ) 是 0.1 和 命题 变 元 以 及 由 他 们 与 联结 
词 按 一 定 的 规则 产生 的 符 导 串 . 递归 定义 如 下 : 

(1) 0.1 是 命题 公式 ; 

(2 命题 变 元 是 命题 公式 ; 

《3) 如 果 4 是 命题 公式 , 则 一 4 是 命题 公式 ; 

(4) 如果 4 和 瑟 是 命题 公式 , 则 (4VYB) (4ADB)， (4-PB)， 
(4 二 凋 ) 也 是 命题 公式 ; 
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《5) 有 限 次 地 利用 上 述 口 ) 一 4 而 产生 的 符号 串 是 命题 公 
式 ， 

需要 指出 的 是 命题 公式 不 是 命题 ,只 有 当 公 式 中 的 每 一 个 命 
题 变 元 都 用 一 个 具体 的 命题 代入 ! 或 被 屿 以 确定 的 真 值 ) 时 ,公式 
的 真 值 才 被 确定 ,成 为 一 个 命题 ， 

给 会 式 五 所 包含 的 所 有 命题 变 元 Pi ;Poy*…,P, 的 一 组 确定 
的 赋值 , 称 为 公式 五 的 一 组 真 值 指派 . 将 公式 下 的 所 有 真 值 指派 
肥 其 对 应 的 真 值 用 表格 的 形式 表示 , 那 双 这样 的 表格 就 称 为 公式 
卫 的 真 值 表 ， 

例 96 下 列 符号 串 是 否 为 命题 公式 ,若是 ,给 出 其 真 值 表 ， 

《2 PW A PPR; 

(2) PY (QAR). 

解 《1) 不 是 命题 公式 . 

(2) 是 公式 ,该 公式 会 三 个 命题 变 元 ,其 真 值 表 如 表 9-1 所 示 . 


冲 亲 1 

PQRRIDPYVYAQRIOAMR| 一 和 让 展 ) [PY RA RY 
000 | 9 | 。 1 1 

001 | oo 1 0 i 

o010| 1 0 1 
011| 1 1 0 

100 | 1 0 1 

101 | 1 0 1 

110| 1 0 1 

111| 1 1 0 


4 命题 公式 的 类 型 


命题 公式 FF, 如 果 对 于 它 所 包含 的 命题 变 元 的 任何 一 组 真 值 
指派 , 取 值 恒 为 真 , 则 称 公 式 下 为 重 言 式 , 或 永 真 公式 ,用 "1” 表 
示 , 相 反 , 车 对 于 它 所 包含 的 命题 变 元 的 任何 一 组 磋 信 指派 取 值 丁 
为 假 , 则 称 公式 为 忒 盾 式 或 水 假 公 式 . 用 “0” 表 示 . 如 果 至 少 有 
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一 组 嘉 值 指 哌 使 公式 下 的 值 为 真 , 则 称 所 为 可 满足 的 公式 . 

对 一 个 给 定 的 公式 ,可 用 真 值 表 的 方法 判定 它 是 何 种 类 型 的 
公式 . 

例 97 构造 下 列 命题 公式 的 真 值 天, 并 判断 它们 是 何 种 类 
型 的 公式 : 

C1) 《一 Po 一 QI 一 (PoQ)i 


(2) 《和 一 已 ) A (PP AQ):; 
(3) (PY OI RAR) (PAR). 
解 < 下 二 (PerQ) 呈 一 (PrQ@) 的 真 值 表 如 表 9-2 所 示 ， 
由 表 9-2 知 证 对 它 的 所 有 真 值 指 派 取 值 恒 为 真 , 故 是 重 言 式 . 
《2) 一 (QP}A (PAQ} 的 真 值 表 邵 表 9-2 所 示 , 由 表 
9-2 知 对 所 有 真 值 指派 恒 为 假 , 故 是 矛盾 式 ， 
` 表 9-2 


(3) 本 二 (CPYQ 一 (QAR)) 一 CPA 一 R) 的 真 值 表 如 表 9-3 
所 示 , 由 表 9-3 可 知 下 , 是 可 满足 式 ， 
交 引 3 


REPYRQ PYORAR) | PAEAR| F; 


忆 
加 

心 

为 
Lm 


Pn 
Dom 


一 


一 i 
一 i 


内 
0 
D0 
D 
1 
0 
0 
局 
1 


[= 


一 一 
让 宇 人 一 
并 
= 
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5. 等 值 式 


如 果 对 任何 真 值 指派 ,公式 4 和 公式 都 有 相同 的 真 值 , 即 
有 8B 为 重 言 式 , 则 称 4 入 是 等 值 的 公式 , 记 作 4 忆 B, 床 即 4 
与 BB 间 有 等 值 关 系 . 也 称 A 守 B 为 等 值 式 . 

可 以 验证 等 信 关 系 是 等 价 关 系 . 

如 何 判 定 两 个 公式 是 等 值 式 , 常 用 的 方法 是 , 真 值 表 方 法 ,等 
值 演算 方法 . 

5.1 真 值 表 方 法 

例 98 判断 下 列 等 值 式 是 否 成 立 

(1) CP OP ); 

(2) 已 -> (QAO A RAR. 

解 (1) 构造 公式 4 二 PP 一 Q@ 与 8 一 一 PP 一 Q 以 及 4AoB 的 
真 值 表 如 表 9-4 所 示 , 由 表 8 4 知 AeB 不 是 重 言 式 ,所 以 A 与 户 
不 等 值 . 


表 94 


27 构造 公式 A 一 P 一 (QR) 与 B 一 (PAQ)>R 及 AeB 
的 真 值 表 如 表 9-5 所 示 , 由 于 4B 所 标记 列 多 为 1; 故 4A**B 为 
重 言 式 ,所 以 ASB. 
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PQ RIQRIPAQRI AISB ArrB 
0 0 1 0 111 1 
0 .01 1 0 111 1 
0 1 9 0 0 111 1 
0 1 1 ] 0 1 11 1 
1 0 1 1 0 1 1 1 1 
1 0 1 1 0 111 1 
1 1 0 0 ] oo 1 
1 1 1 1 ] 1 |1 1 


5.2 等 值 演算 

等 值 演算 ,就 是 利用 已 知 的 一 些 基 本 等 值 式 ,根据 署 换 和 代入 
规则 推导 出 另外 一 些 等 值 式 的 过 程 . 用 等 值 演算 的 方法 还 能 化 简 
复杂 的 公式 . 表 9-6 列 出 了 17 个 重要 的 基本 等 值 式 ,它们 实际 上 
是 命题 演算 的 基本 定律 ， 


表 9 #6 

编号 | 公式 
Ea sv) 
五 PAQRSQAP 交换 律 
E VO VECOY (QV | 结合 律 
E.! PAO ARSGPh QAR) 
Es PARY RSDPAODY PARY 和 分 本 
E,! PY (RARYSDPY OADPYR) 
E, DVOon 同 委 
E, PAlEPI™ 
E. PYVY 一 Pet 

也 否 律 
Fa pA poo 卫 机 人 


编 叶 公式 

Es 一 (一 PP 双重 天 定 律 

E; PYPSP | ， 

Er! PAPOP 等 告 律 

En 三 V 1 和 1 | 

Es PADOSO 幸 - 律 

Es Py PAOeP | 

Es' PACDYAOISP 吸收 律 

Elo | a 
Es 一 (PAQ 名 PV 一 人 Q| 入 “ 刘 恨 定律 
El 了 一 人 

El 了 PP 一 全 A (RP) 

Eis PP 

Es PrP 

Es — PP HA A 


例 99 证 明 下 列 命 题 公式 的 等 值 关系 ，: 

(1) (PO A (R27OOPY RQ: 

(2) PO A YY (PA); 

(3) C((QA RI ACR— PY SNEORA (PQ)) 5, 

分 析 证 明 两 个 公式 等 值 可 以 从 其 中 任 一 个 开始 进行 等 值 演 
算 , 一 般 从 较 复 杂 的 公式 开始 ,也 可 以 对 两 个 公式 A 和 8B 分 别 进 
行 等 值 推 演 , 如 果 能 将 4 和 B 都 等 值 推演 为 同一 个 公式 ,那么 由 
等 值 关系 的 传递 性 即 可 知 4 后 五 ， 

证 (1) "(PQ) A (RQ) . 


PVAO AAR VW) Ei 
PVR YQ Et 德 ， 阐 根 律 ) 


PY RO El 
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一) 人 (一 后 ) 二 (PVR 一 人 
{2) PAYCPA 一 名 ) 


PAQY— a) EE: 分配 律 》 
PA . EE:( 互 否 律 } 
oP 五 (同一 律 ) 
已 )V CA 一 已) 


《37 人民 NRPYS)) 
NRIVSIANC—E RY PVYSY Eun,E:; 


OTRY (QAPY YS EsEs, FE: 
又 人 “ 右 式 = 一 (RACP>Q))—S 

RAEPY QDN YS EL 

合 ( 一 及 VC 一 (一 P) 人 一 和 VS 局 ,已 
〈 德 . 摩根 定律 》 

SRY OAPI YS Es,E, 


AR) 一 S) A (RPYSNOCRA CCPHQ)) -5 
例外 10 北 简 公式 (一 P 一 妃 一 QQ 一 (一 P,P}y>R) 
解 ” 原 式 富 (一 (一 (一 P)Y 一 P}VY 和 一 (一 (一 (一 BPY 

—P)YVR) Ell 

PY PIVAOY (oP V—P) VR) EE,,E 

SAPY 一 天 一 外) VT 一 (PPV 一 已 )VRR) Ev,E, 

LA A YY OV ER) Es 

YVR. EE 
另外 ;用 等 值 演 算 的 方法 可 以 判别 命题 公式 的 类 型 . 

例 11 判别 下 列 公 式 的 类 型 ， 

(1) QA P+» PAQ)); 

(2) (P+Q) A—P, 

解 (0) QA 一 (Pr(-P AQ)) 

SRAT PY (PAQ)) FE,Es 


QA—APY—E=PIA (PY) Es 

RA ACDPYY) Es 

QAEPAER EE,Ee 

Ph (QA) Ey ,Es 

0 Es' ,Es 

人 一 (一 户 ->( 一 已 A 入 1 是 矛盾 式 . 

《2 PED A EP 

SPYO A Fa 

SP Eo'《 吸 收 律 ) 
市 (0,1) 是 使 公式 (PQ) A 一 P 取信 为 真 的 真 值 指派 (其 中 0,1) 
表示 已 ,入 的 取 值 分 别 为 0 和 1). 于 是 该 公式 是 可 满足 式 . 


6. 蕴含 式 


设 4.B 是 两 个 公式 , 若 公 式 4A>B 是 重 言 式 , 即 A 一 B 守 1, 则 
称 公式 4 歼 会 公式 了 B, 记 为 4->5, 亦 即 4 与 互 间 有 草食 关系 . 也 
称 "4=>8” 为 葡 合 式 . 

可 验证 草 含 关系 是 储 序 关系 , 

给 定 两 个 公式 4 .8, 如何 判定 草 含 式 4 坟 B 蚌 否 成 立 ? 根据 
昔 含 式 的 定义 ,上 述 同 题 转化 为 判定 A-*B 是 否 为 重 言 式 ,这 样 ， 
可 得 下 述 判定 方法 : 

《1) 直接 用 真 值 表 证 明 4-~ Be21; 

(2) 由 等 值 演算 证 明 4 一 B 全 1; 

《3) 假定 前 件 4 为 真 ,检查 在 此 情况 下 ， 
其 后 件 8B 是 否 也 为 真 . 这 是 因为 要 判定 A-> 
B 是 否 为 重 言 式 , 由 联结 词 "* 的 真 值 表 知 ， 
只 需 判定 其 真 值 表 中 第 三 行 的 情况 是 否 发 
生 . 因此 , 若 在 假定 前 件 4 真 的 情况 下 ,能 说 
明 后 件 瑟 一 定 也 真 , 则 可 知 真 值 表 中 第 三 行 的 情况 不 会 发 生 , 故 
4-> 忆 是 重 言 式 ,所 以 4 二 B; 
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一 | 一 ois 
-om ow 


若 能 说 明 前 件 不 可 能 为 走 , 则 4 一 有 ,否则 ,该 董 含 式 不 成 立 . 理由 


(4) 假定 后 件 B 为 假 ,检查 在 此 情况 下 ,其 前 件 4 是 否 也 假 ， 


间 (3). 


例 9-12 证 明 CCPYQYACP>RYAQ™R))=R 
证 方法 一 列 公 式 Fi=(CPYOQ)YACP>RIAN QR) 


KR 的 走 值 表 如 表 9-7 所 示 . 


总 


表 9 9? 
TT 
PeaQ PVR PR | QR (PY OIN EP AIA OR) Fi 

0 9 0 1 1 0 1 

0 1 0 1 1 0 1 

i 0 1 1 QO- 0Q . 1 
1 


由 表 9-7 知 公式 对 任意 的 一 组 真 值 指派 取 值 均 为 1, 故 也 


是 重 言 式 . 


方法 二 COPY) AP 一 六 ) A (QR) >R 
PVYOIACPYIVOA AQV RVR hb 
EPYOIAC PAAOVROVR CE, 
etPVYOIV— 7 PVAIV RYYR Eins Eo 
PYOIVOPYOIAS RIDYR EE,kEo 
EAPYOIV CVODACI PVYOVERDN YR EE, 
与 人 人 (一 (PYQDIV 一 RD)VR EF, 


人 VC Es' ,Es 
SPYAOVYI bE 
Ol hE 
“PYO NPHR) A QRSR. 
方法 宕 ”假定 蕴含 式 的 前 件 (PY QA CP 一 R) A (Q->RR) 为 
真 , 则 (PYQ)、CP 一 R)、(Q>R) 分 别 为 真 . 由 PYQ@ 真 ,可 得 PP 真 
或 外 为 真 ,分 情况 讨论 ; 
Ci) 车 PP 为 真 , 刚 由 PR 为 真 ,得 民 为 真 ; 
(2) 若 久 为 真 , 则 由 忽 一 只 为 真 , 得 RR 为 真 . 
酚 此 ,假定 前 件 (PVQ)I ACP 一 R) A (QR) 为 真 时 ,可 推断 出 后 
件 玉 也 为 直 , 故 (PYVOQ)YA PR} A (QR)=>R. 
用 真 值 表 和 等 值 演 算 的 方法 证 明理 含 式 有 时 较 繁 ,但 使 用 前 
面 介绍 的 (3 , (4 方法 时 ,要 根据 具体 的 会 式 选择 用 (3)? 或 (4)， 如 
下 例 中 用 方法 ( 力 比 方法 53) 简 单 ， 
例 9 13 证 明 ;P- 一 (Q 一 R) 二 (P 一 QQ) 一 (P=R), 
方法 一 ”假定 P 一 (QR) 为 真 ,此 时 不 能 确定 ,Q,R 的 真 
值 , 故 分 情况 讨论 . 
(1) 假定 王 真 , 则 QR 为 真 . 若 QQ 为 真 , 则 RR 必 为 真 ,内 而 
PQ 和 PR 均 为 真 ,因此 (P 一 QQ)->(P+xR) 为 真 ; 
苦 信 为 假 ; 则 P 一 为 假 ,从 而 (P 一 Q)-> CP 一 R) 为 真 . 
(CP 一 RR) 为 真 ， 
由 (7,2) 知 , 当 PCQR) 为 真 时 , (CP 一 QQ) 一 (PrR) 一 定 
为 真 , 因 此 P 一 (QR) 二 (PO 一 (PR). 
方法 二 ”假定 一 @ 一 LP 一 RR 为 假 , 则 PP 一 QQ 为 真 , 有 P-> 
Re 为 假 ; 由 PR 为 假 得 PP 为 真 ,RR 为 假 ,再 由 了 和 PP 一 @ 为 真 ,得 
息 也 为 真 , 所 以 和 >R 为 假 , 从 而 P 一 (Q 一 RR) 为 假 ,因此 P 一 (Q 一 
R)>P+O)— PR), 
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7. 等 值 关系 与 蕴含 关系 的 区 别 与 联系 


对 任意 的 公式 4.B, 若 43B, 则 一 定 有 A 过 B, 反 之 则 不 一 定 
成 立 . 但 是 , 若 4 一 有 日 8 一 4, 则 AGSB. 

等 值 关 系 是 一 等 价 关 系 , 蕴 合 关 系 是 一 偏 序 关系 . 

例 少 14 对 任意 的 公式 4,8， 

(1) 如 果 A438, 是 否 有 一 A 一 B? 

(2) 如 果 A=>8B, 是 否 有 一 A 一 一 B? 

解 (GD) 设 已 ,PP, 是 公式 4 和 癌 中 出 现 的 全 部 命题 变 
元 ,显然 ,一 4， —B 中 所 出 现 的 全 部 命题 变 元 地 包含 在 Pi 已: gy 
PP. 中 . 由 于 4638, 所 以 对 于 P,P,,…,P. 的 任意 一 组 真 值 指派 ,4 
与 8 的 取 值 均 相 同 ,于 是 一 4 与 一 8B 的 取 值 也 必然 相同 . 因此 ， 由 
定义 知 --4 周 一 BB， i 

(2) 不 一 定 有 一 4 地 一 8B 成立, 例如 令 A 二 PAQ,B==P, 可 以 
验证 卫 信 @ 玉 为 重 言 式 , 则 PAQ=>P, 但 一 (PAQ) 一 一 P 不 是 
重 言 . 因为 当 已 为 真 ,入 为 假 时 ,一 {PAQ) 为 真 ,而 一 P 为 假 , 所 
以 一 {PAOD 祖 一 已 , 即 一 4 一 一 旦 不成立. 


8. 形式 证 明 中 的 直接 证 明 方 法 


设 再, ,Ha,…, 了 I 和 CC 是 一 些 命题 公式 , 若 获 含 式 
HA He A A TC (Cx) 

成 立 , 则 称 全 是 前 提 集 合 14H, Tis » 一 ,J 了} 的 有 效 结论 ,或 称 从 前 
提 下 , ,如 ,,…, 昌 ,能 推出 有 效 结论 C. 有 时 也 记 作 
HH HO, 

证 明 蕴含 式 ( x ?的 形式 证 明 是 一 个 命题 公式 序列 ,这 个 序列 
的 最 后 一 个 公式 是 C, 而 前 面 的 公式 或 者 为 日,, HH,…,H, 之 一 ， 
或 者 为 五 ,局 >，… 吾 .中 的 某 些 公式 所 推 得 的 结论 ， 


形式 证 明 中 的 直接 证 法 , 则 是 由 -一 组 前 提 , 利 用 推理 规则 ,很 


据 已 知 的 蔓 含 式 和 等 值 式 推导 出 有 效 结论 的 方法 . 
261。， 


常用 的 推理 规则 如 下 : 

《1) 前 提 引 入 规则 :在 证 明 的 任何 步骤 上 都 可 以 引用 前 提 ， 

(2) 结论 引用 规则 ;在 证 明 的 任何 步骤 上 所 得 到 的 结论 都 可 
以 在 其 后 的 证 明 中 引用 ， 

(3) 置换 规则 :在 证 明 的 任何 步骤 上 , 命题 公式 的 子 公 式 都 可 
以 用 与 之 等 值 的 其 他 命题 会 式 置换 . 

(4) 代入 规则 :在 证 明 的 任何 步 又 上 , 重 言 式 中 的 任 一 命题 变 
元 ;都 可 以 用 一 命题 公式 代入 ,得 到 的 仍 是 重 言 式 ; 

《5) 昔 舍 证 明 夫 则 :如 果 能 够 内 外 和 前 提 集 合 P 中 推导 出 民 
来 , 则 就 能 从 中 推导 出 Q@->R 来 . 该 规则 也 称 为 CP 规则 . 

在 推理 中 常用 的 基本 毕 含 式 如 表 9-8 所 示 ， 


表 9-3 
编 , A 式 

I PAQ=>P | 
I PAQ=>OQ 

nh P=>PYQ 

Lh Q—>PYQ 

[ 一 PP-Q 

Is 起 一 一 全 

I —P> PP 

Is —(P>Q)= 7" 

1, P,Q=>PARQ 
‘To 一 了 .了 VC 六 

I PP 一 QQ 

Ds 一 和 ,PP 一 QQ 一 一 P 

Ls RPR 
了 PY RPRR,Q>R-> 民 
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例 9-15 形式 证 明 一 S 是 下 -> 条 (一 外 VRR) A 一 及 ,一 (一 已 A 
S) 的 有 效 结论 . 

分 析 ”由 于 前 提 公 式 一 (一 已 AS) 中 包含 有 娃 论 一 9 ,因此 ,从 
它 着 手 , 可 得 PY 一 S, 再 根据 7 消去 已 , 即 可 得 一 $， 

证 


依据 


编 公 式 
CD | 一 CoPAS) 前 提 ( 前 提 引 入 规则 ) 
《2) PV 一 8 (D1 be ,Ee 
《3) (RY R)A—R 前 提 
(4 YR 《3) ;tC 用 代入 规则 》 
《5) —R (3); 
《6) 一 和 《4), C5);T4o( 用 结论 引入 规则 》 
(7) PQ | 前 提 
(8) 一 P 67, C7) 11 
(2), C8) 470 


例 9-16 证 明 PAQ,PoQO)>(RYVS)=>RYVS. 

分 析 公式 CPoQ) 一 CRWS) 的 后 件 是 我 们 要 证 的 结论 ,车 
能 证 得 PorQ@, 由 荆 就 可 得 结论 RYS, 因 此 ,想到 由 PA 证 P+> 
QQ 而 PHQSOCP A NY (PA A) EF. 


证 

编 号 公 式 依 据 
(1) PAQ 前 提 
(2) (PA NY (PY ER) CD Ts 
(3) 了 六 (2);E,, 
Cty (PEO RY SY 前 提 
(5) RYS (3) (473 五 1 
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例 917 形式 证 明 9 一 一 外 是 一 已 V 一 盘 一 户 民 , 民 一 一 9 


的 有 效 结论 , 
分 析 “要 证 的 结论 是 一 个 含 蔓 售 联 结 词 的 公式 ,因此 ,很 容易 
想到 采用 绚 含 证 明 规 出 证 ， 
证 
依 ” 据 
0]) 前 提 


(2) 前 提 
(3) C1), (2 ;Ts 
{4》 (DE,s 
(5) 附加 前 提 
(C6) (4) ,5) ;11 
(7) 前 扣 
《8) C6), C7) 410 


(5) ,8)1CP 规则 
需要 指出 的 是 ,使 用 蕴含 规则 ( 即 CP 规则 ?进行 推理 时 ,好 像 
多 了 一 个 条 件 , 推 浪 起 来 可 能 方便 些 , 但 任何 事情 都 不 是 绝对 的 ， 
要 视 情况 而 定 . 如 销 9-17 不 采用 理 售 式 证 明 规 则 时 ,可 简化 二 步 . 
而 例 9-25 若 不 使 用 该 规则 , 则 不 易 着 手 推 理 . 
例 9-17 的 另 一 证 明 : 


编 屋 公 式 ， 统 据 
(1) PR 前 提 
《2) R—-—S 前 提 
(3) —P——3 (C1) (2): Ts 
CA) 一 疡 YY 一 入 前 提 
《32 w=—P {4 El ,El 
《67 QS C3).05) :Ts 
《77 一 一 人 {6) ;Es 


一 ~- 
9. 形式 证 明 中 的 间接 证 明 方 法 


间接 证 明 法 也 就 是 大 家 熟悉 的 反 证 法 . 把 结论 的 否定 作为 假 
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设 ( 即 附加 前 提 ) ,与 给 定 的 前 提 一 起 作为 前 提 和 集合 进 行 推 证 , 若 能 
推导 出 矛盾 , 则 绊 论 是 有 效 结论 . 即 是 若 

( Ah HY) A CRA oR, 
则 HA AH,=C 
其 中 C 是 要 由 前 提 焦 从 {HT ,…, 五,} 推 出 的 结论 ,R 为 任 一 公 
例 918 试 证 一 S 是 P 一 (一 QR) ,QQ 一 -PS 一 一 RR,P 的 


有 效 结论 . . 
分 析 者 反 证 法 ,将 一 (一 95) 作为 附加 前 提 , 添加 到 前 提 集 合 
中 ,然后 推导 出 矛盾 . 
证 
所 习 公 式 依据 
(1) ”一 (一 9) 附加 前 提 
C2} 3 CiE 
(3) S——R 前 提 
(4) 一 及 (2) ,C3) ;D1 
(5) P—{(— QR} 前 提 
(8) PP 前 提 
C7) —Q>R | (5) , C6) ;1 
《8) Q Cn 
《9) QP 前 提 
《10) 一 三 《8) ,C9) ;Tn 
11》 PADP . C4), C10) 31 


注意 采用 间接 证 明 方 法 与 使 用 蕴含 规则 一 样 ,好 像 增加 了 
一 个 条 件 , 即 结论 的 否定 公式 ,但 在 推理 证 明 中 ,采用 什么 方法 简 
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单 些 ,要 视 情况 而 定 , 如 例 9-18 中 不 用 间接 证 法 也 行 , 两 者 的 繁 简 


程度 差不多 . 

例 9-18 的 另 一 证 明 
编 号 公 式 依据 

oT 了 (一 Q--R 前 提 
(2) P 前 提 
《3) QR (1) ,0127s 
《4》 QP 前 提 
(5) .0 . (2) 1 Es, De 
《6) R C5}, (3) #1- 
(7) S—>—R 前 提 
BY —{—R) {07 ;Es 
《9》 —5 (8) ,7731 
10. 范式 


由 者 二 个 命题 变 元 或 命题 变 元 的 否定 构成 的 合 取 式 称 为 质 合 
取 式 , 即 A 二 Pr A Pz 人 A-… Pi 为 质 合 取 式 ,其 中 己 为 Pi 或 
一 了 P,P; 是 命题 变 元 . GG 二 1,2,…*,n)， 

由 若干 个 质 合 取 式 的 析 取 构成 的 公式 , 称 为 析 取 范式 . 即 该 公 
式 具 有 形式 4 Ya4svV…Va4itrz1) ,其 中 心 人 =1,2,…r) 都 是 
质 合 取 式 . 

由 若干 个 命 酉 变 元 或 命题 变 元 的 否定 构成 的 析 取 式 称 为 质 术 
取 式 . 好 4 二 Pr WV P2 VY … YP; 为 质 析 取 式 ,其 中 PP" 为 P; 或 
一 PPG 一 1,2,…,n) 是 命题 变 元 . 

由 若干 个 质 析 取 式 的 合 取 构成 的 公式 称 为 合 取 范式 , 即 该 公 
武具 有 形式 4 信人 一 人 A(r 关 1) ,其 中 AG 二 1,2,…,r) 都 是 
质 析 取 式 . 

任何 一 个 命题 公式 都 可 以 变换 为 与 它 等 值 的 析 取 范式 积 合 取 
范式 ,其 步骤 如 下 ， 
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《2 利用 EL 和 EE 消去 公式 中 的 运算 "一 "和 " 呈 ” 

C2) 利用 EE 和 Ei 将 公式 中 出 现 的 “一 ”向 内 深入 ,使 之 只 作 
用 于 命题 变 元 ; 

《3) 利用 双重 否定 律 (Es) 将 一 一刀) 置换 成 已; 

C4) 利用 分 配 律 将 公式 变 为 所 需要 的 范式 . 

例 9-19 求 (PQARD)A (>P 一 (QA 一 R)) 的 析 取 范 
式 和 合 取 范式 

解 “一 ) 求 析 取 范式 

(P> QARDA CP QAR)) 

SEPY QARD A ATP NY (QA TAR) Eu 

PY (QARDAPY QAR)) Es 

SOLEPY QAR APIYLPY (QAR)) 

A (QA =R)] E, 
SPAPIY (PAQARIY (CP A QAR) 
V (QARA—RA—AQ) E, 

SOV (PAQARIY (PA QA YO Es 

PAQARY (FPAT RATR) Es 

《二 ) 求 合 取 范式 

CP (QARD A (一 P 一 (一 信人 一 RD)) 

后 (一 PV (人 AR))A (一 (一 P)V (一 QQA 一 可) En 

SFPY QARDVA PY AQAR)) E, 

PY AEPYR) NPY—AD A PY—R) E, 

给 定 命 题 变 元 书 ， :Ps ,Ps 由 P, 或 一 PP， {f=1,2,-: ,nn) 构 成 


的 合 到 公式 APr 称 为 由 命题 变 元 Pi, Po,…,P, 所 产生 的 最 小 
项 ,而 形 如 V Pr 的 命题 公式 称 为 自命 题 变 元 Pi ,Pa,…， 已, 所 产 
生 的 最 大 项 , 其 中 ,每 一 个 Pi 为 书 或 者 为 一 已, 由 不 同 最 小 项 所 


构成 的 析 取 式 , 称 为 主 析 取 式 . 由 不 同 最 大 项 所 构成 的 合 取 式 称 为 
主 合 取 范式 . 
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例 920 求 公式 P 一 CPA(Q 一 P)) 的 主 析 取 范 式 及 主 合 取 
范式 ,并 判定 公式 类 型 
解 《1) 求 主 析 取 范式 


PPA(Q™*D)) 
SO—PY (PA(EQ YP)) El 
PY PAYP Es,Er 
EPA RY RD YIP A 0) 
VY (PA (QV —Q)) E,’ ,Es 
OEP AY EP AONY CP A A) 
VV CPA NY PA) ， 五: 


OPAOY EHP AAD VPAQY (PA_Q) EE 

由 于 公式 的 主 析 取 范 式 包 含 了 所 有 的 最 小 项 ,因此 原 公式 为 
重 言 式 . 

(2) 求 主 合 取 范 式 

PPA QP)) 

PY (PAR YP)) El 

SPYP NPY RN PD) Ea’ 

lAl Es ,FE 

< | 

由 于 所 得 的 主 合 取 范式 是 一 空 公式 ,因此 原 公式 为 重 言 式 . 

说 明 用 主 范式 判定 一 个 公式 的 类 型 时 ,只 需求 出 公式 的 任 
一 种 主 藻 式 ,如 果 这 个 主 范式 为 空 公式 , 则 由 空 公式 是 0 还 是 1， 
立即 可 知 公式 是 弟 盾 式 ,还 是 重 言 式 :如果 主 范式 不 是 室 公 式 , 则 
看 它 是 簿 有 2 项 ,如 果 有 2 项 是 是 主 桥 取 范式 , 即 可 知 公式 是 重 
言 式 ; 如 果 有 2" 项 上 且 是 主 合 取 范式 , 即 可 知 公式 是 矛盾 式 ; 如 果 主 
范式 即 非 空 公式 又 末 包 含 2" 项 , 则 必 为 可 满足 式 ， 


9.3 ”问答 与 论证 


例 09-21 试 证 一 所 是 一 BYV D,(E——F)-—— DE 的 有 效 
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绪论 ， . 

分 析 ”一 B 是 前 提 公 式 一 BVD 的 一 析 取 项 ,又 一 E 既 不 是 
公式 (> 一 有 一 一 已 的 前 件 , 也 不 是 其 后 件 的 非 , 固 此 ,用 直接 证 
法 不 易 着 手 推 证 , 故 采用 间接 证 法 . 


证 
编 “ 革 公 式 依据 
C1) —(—B} 附加 前 提 。 . 
(C2) BYD- 前 提 
C3 D {1) ,C2) ;Ts 
(4) (ED - 前 担 
C5) (EF) (3) ,C4 Es Ti 
C62 (EV) (5 3 Et 
C7) EAF (6) 34Elo 
{8) E £77: 
(9) —E 前 提 
(10» EAE {8), C0) ;Ts 


所 以 一 BVYD,(E>—F) DD, EB. 
例 9-22 用 两 种 以 上 方法 证 明 
(PQ) R=> RP (SsS—P). 

证 法 一 (PQ) 一 R) 一 ((R->P)—>(S—P)) 
PVOVRYV ERYVPIVE IVP)) EL 
FPYO 六 一 民 ) (RA PY CS YP) Es, Eo 
EE PY OV CRAP A RY CRA—P))] 

V (7S YP) Es 
SLRY CFPY (CRAPOD A CRY RA (RY 一 已 )] 

V (SY PP) FE, ,Fs , Fs! 
LY PA CHRY PY (CS YP) Es, Es ,EE, 
RA RIVE PY (SYP) Es 
QA VEP YPIV-S E,,E, 
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3] Es ,Es 


证 法 二 假定 后 件 CR 一 Py 一 (S$ 一 忆 ) 为 假 ; 则 CR->P) 为 真有 量 
CS 一 忆 ) 为 假 , 由 5 一 P 为 假 得 5 为 真 ,P 为 假 ,再 根据 RP 为 真 
可 得 丸 为 假 ,于 是 PQ@ 为 真 ,CP 一 Q@)->R 为 假 ; 因 此 ,(P 一 Q) 一 
R=>(R—P)-»(S—P). 

证 法 三 ”用 形式 证 明 


编 号 公 式 依 据 
《1) (PA) rR 前 提 
(2) R—P 附加 前 提 
(3) (PP . (1 C2 Ts 
CA) PYQIYP (3) ;Ei 
C5) PA YP (4) ;Fo Es 
C6) P (5) ;Es 
(7) SP C6 :Ts 
(8) (R=>P)—(S—P) ] (2) ,CCP 


例 $23 证 明 一 CPQ)CPVQIA 一 (PAGQ) 
”证 法 一 一 (PoQ) 


Pe) 


PA RP) 
PY A QVYP) 
SPYRO A PAQ) 


Es 

El . 

El ,Es 

Er ,EE ,Bo 


证 法 二 、 先 证 一 (PoQ)=> (PVYQ)A-(PAQ) 


假定 一 (PF 中) 为 真 , 则 PorQ 为 假 . 


以 ,一 CPAQ) 为 真 , 因 此 (PYQ)A 一 PA 人 AQ 中) 为 真 ， 
《2) 蔡 了 为 假 ;, 则 QQ 为 真 . 类 伏 人 7) 可 证 得 (PVQI)A 一 ( 疡 A 
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QQ) 也 为 真 . 
于 是 一 (Po 二 (PY A PAO). 

下 面 证 (PVYQ) A 一 (PAQ 寺 一 (P00Q) 

很 定 一 人 PP 一 所 ) 为 假 , 出 PQ 为 真 . 

C1) 若 书 为 真 , 则 入 为 真 ,此 时 PAQ 为 真 ,一 (PAQ@) 为 假 ， 
所 以 ,PYQ) A 一 CP AQ) 为 假 ; 

C2) 若 书 为 假 , 则 名 为 假 , 此 时 ,PYVQ 为 假 ， 从 而 (PVQ)A 
一 (PPA) 为 假 . 

所 以 PVYOA—PAQ)=S— PoQ) 

因此 一 (PoOOSSCPVQ A—(PAQ) 

注 : 此 题 用 证 法 一 较 简 单 ,给 出 证 法 二 是 为 了 开拓 读者 的 思 
路 ,另外 此 题 也 可 形式 证 明 , 参 见 例 8-22 证 法 三 。 

例 少 24 设 4,B,C 为 任意 命题 公式 , 试 判 断 以 下 说 法 是 否 
正确 ,并 简单 说 明之 . 

1) 涯 AYCSOBYC, 则 4SB; 

(2) 若 AACSBAC, 则 AB; 

(3) 车 AAC=—C, 则 A 二 BC. 

解 (中 ) 此 结论 不 一 定 成 立 , 如 令 C= 了 PY 一 PCP 为 傅 题 变 
元 ),4 二 P,B 二 一 也 , 则 对 任意 的 真 值 指派 ,4AYC 和 BVYC 取 值 均 
为 真 ; 但 4 与 台 的 取 值 正好 相反 , 雁 4 后 日 不 成 立 ; 

(2) 若 有 某 种 真 值 指派 使 4 为 真 ,C 为 假 ,B 为 假 , 则 此 时 4A 
C 与 BAC 的 真 值 均 为 假 ,但 4 与 8B 的 真 值 不 同 , 故 .A43B 不 一 定 
成 立 ， 

反例 ,CC 一 已 A 一 已 ,4 一 书 , 卫 一 一 书 . 总 有 4ACeBAC， 但 A 
守 B 不 成 并 ; 

43} 假定 公式 4 取 值 为 真 ,将 B 取 值 为 假 ; 则 BC 取 值 为 
真 ; 若 5 取信 为 真 , 则 AAB 为 真 ,由 条 件 4AB=>C 知 ,C 为 真 ,于 
是 关 =~C 取 值 为 真 . 所 以 A 一 B 一 C, 即 结论 成 立 . 

例 9-25 判定 (一 P 一 一 Q) A (CQ 一 一 R) A 一 P 坟 (人 QQ 人 
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一 召 ) 是 否 成 立 , 并 说 明理 由 . 

解 ” 假 定 前 件 真 , 刚 一 已 ,一 了 一 一 入 ,外 一 一 中 均 为 真 , 于 是 
一 Q@ 为 真 , 忆 为 假 , 丸 可 取 值 真 或 假 , 此 时 , 萤 含 式 的 后 件 的 真 值 依 
更 于 有 R 的 真 值 取 值 . 当 R 为 真 时 ,后 件 一 Q@ 信 一 zR 为 假 ; 当 RR 为 假 
时 . 后 件 一 Q@ 人 一 R 为 真 . 因此 ,对 于 P,Q@,R 的 一 组 真 值 指派 (， 
0,1) ,4 一 < 一 Pr 一 Q) AQ 一 一 RD) A 一 忆 取 值 为 1, 呈 一 (一 各 人 
一 及 ) 取 值 为 0, 故 A 一 B 非 重 言 式 ,所 以 A 二 8B 不 成 立 ， 

例 926 形式 证 明 PP 一 (QR),S 一 Q 一 P-(S—R). 

证 


编 忆 公 式  “ 焦 据 

(01) PQ +*R) | 前 提 

C2) P 附加 前 提 

《33》 [he C1 2) TL 

CA) SS 一双 前 提 

(57 SR (C39, (4) 411a 

(6) P—(S—rR) C2) ,C5) :CP 规则 
例 9-27 将 下 述 推理 符号 化 ,并 判断 是 否 正 确 . 

有 红 , 黄 、 蓝 、 蝗 四 队 参 加 足球 联赛 . 如 果 红 队 第 三 , 则 当 黄 队 


第 二 时 , 蓝 队 第 四 ;或 者 白 队 不 是 第 一 ,或 者 红 队 第 三 ;事实 上 , 黄 
队 第 二 . 因此 ,如 果 白 队 第 一 ,那么 蓝 队 第 四 . 
解 设 P; 红 队 第 三 ;@; 黄 队 第 二 ;RR; 蓝 队 第 四 ;5; 白 队 第 一 , 
则 上 述 推理 符号 化 为 P 一 (QR) ,一 SVP,Q=>5->RR 
形式 证 明 上 述 葡 含 式 


编 司 公 式 依据 
(1) SVP 前 提 
(2) 5 附加 前 提 
(3) 三 (1}, 2) so 
{4} P(rR) 前 提 
(5) | QR {3) ,4D 
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依据 
前 提 
(57), C6737 

{2),(7) CP 规划 


因此 ,上 述 文 字 推理 正确 ， 

例 9-28 小 李 或 小 张 是 先进 工作 者 , 如 果 小 李 是 先进 工作 
者 ,你 是 会 知道 的 . 如 果 小 张 是 先进 工作 者 ,小 赵 也 是 先进 工作 者 . 
你 不 知道 小 李 是 先进 工作 者 , 问 谁 是 先进 工作 者 ? 试 利用 逻辑 推理 
来 确定 谁 是 先进 工作 者 ,并 写 出 推理 这 程 . 

解 ” 先 将 已 知 条 件 符 导 化 . 

令 卫 ;小 李 是 先进 工作 者 ;@: 小 张 是 先进 工作 者 ;R; 你 知道 小 
李 是 先进 工作 者 ; 工 ; 小 起 是 先进 工作 者 . 

了 岂 条 忻 得 椎 理 的 前 提 ,P YQ,P 一 R,Q>T,—R. 

下 面 根据 已 知 前 提 进 行 形式 推理 . 


依据 
前 提 
前 提 
(C17,C2); Te 
前 提 
(C37, C17)s Do 
前 提 
《53 C6) :I 
5), C03 
因此 ,由 上 述 推 理 知 小 张 和 小 赵 是 先进 工作 者 . 
例 929 证 明 下 式 的 有 效 性 
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PO RYVS), (QPIY ER,R>PoER 


证 

编 导 公 式 依据 
(1) (QPIY =R 前 提 
(2) RR 前 提 
(3 QP C1), C2) ;To 
(C4) PO- RY S) 前 提 

(5) 及 VS (C231 
(6) (RYVS)~> P+) (A) 3 Es 
(7) P=Q (5), C6) 111 
(8》 (P+Q) A (QP) 100) :1 
(9) Po {87 1 EL 


例 9-30 


判断 下 述 推理 是 否 正确 : 


(1) 如 果 2 是 偶数 , 则 3 是 奇数 , 或 者 2 是 偶数 或 者 2 骆 除 3， 
结果 2 整除 3, 所 以 3 不 是 奇数 . 

(2) 一 个 侦探 在 调查 了 某 珠宝 商店 的 钻石 项 链 盗 窃 后 ,根据 

a) 营业 员 4 或 互 盗 窃 了 巾 石 项 链 ; 

b) 车 4 作案 , 则 作案 不 在 营业 时 和 间 ; 

c) 车 8 提供 的 证 词 正确 , 则 货柜 未 上 锁 ， 

4 着 提供 的 证 词 不 正确 , 则 作案 发 生 在 营业 时 间 ; 


货柜 上 了 锁 ， 


拉 煌 玫 了 机 用 


解 


《1) 先 将 推理 过 程 符 


号 化 . 


令 卫 ,2 是 傅 数 ;已 ,3 是 奇数 ;R.2 整除 3. 


于 是 ,问题 转化 为 要 判断 PQ@,PY¥YR,R 二 一 Q@ 是 否 正确 . 
"274， 


F=((P2O (PVR 民 大 民 一 一 全 
EP YW AR 
PA—AQIY 一 及 V 一 外 
这 一 他 一 上 . 
由 环 不 是 重 诗 式 , 知 推理 不 正确 ， 
《2) 将 推理 过 程 符号 化 : 
令 己 :营业员 4 盗窃 了 钴 石 项 链 ; 驴 :营业 员 卫 盗窃 了 钻石 项 
链 ; 灵 :作案 发 生 在 营业 时 间 ;:s ;8B 提供 证 词 正确 ;货柜 上 了 锁 , 
问题 转化 为 要 判断 已 Y 外, 己 一 一 及 3 一 一 T 人 一 9 一 玉 ; 了 一 入 
是 否 正 确 . 下 面 进行 形式 推理 . 


编 号 ”会 式 | 依据 
(1) S——T 前 提 
(2) . 了 前 提 
(3) 5 (1) ,C2); Es, Ds 
(C4) SR 前 提 
(5) RR (C37, ;1 
(C6) 了 -一 及 前 提 
(7) —P C5) , (6) 5 Ee, Ts 
(8) PYQ 前 提 
(9) Q (7), C8) 3110 
因此 ,推理 判断 正确 ， 


* 2375。 


第 十 章 ”谓词 地 辑 


10. 1 内容 提 要 
1. 基本 论述 
- 个 体 .谓词 .量词 ; 


* 命题 函数 ,个 体 域 ,全 总 个 体 域 ,特性 谓词 . 
2 谓词 公式 的 有 关 概 念 


" 原子 公式 (原始 公式 ) ,谓词 公式 ; 
" 量词 的 辖 域 ,约束 变 元 ,自由 变 元 ; 
* 换 名 规则 ,代入 规则 ; 

“ 谓词 公式 ,谓词 公式 的 指派 ; 

“ 水 真 公式 , 永 假 公式 ,可 满足 公式 


. 谓词 公式 间 的 关系 


“。 谓词 会 式 间 的 等 值 关系 (4 所 B); 
“谓词 公式 间 的 昔 含 关系 (4 一 5); 
*。 等 值 定律 , 即 一 些 基 本 的 等 值 式 ; 
* 推理 定律 , 即 一 些 基本 的 蕴含 式 . 


4 谓词 演算 的 推理 理论 
在 谓词 演算 中 , 命题 演算 的 推理 理论 仍然 成 立 , 另 外 还 用 到 与 
基 词 有 关 的 推理 规则 ， 


* 全 称 特定 化 规则 (US); 
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Le 


， 存在 特定 化 规则 (ES); 
*“ 全称 一 般 化 规则 (USG); 
:存在 一 般 化 规则 (EG)， 


10.2 基本 知识 点 


1. 谓词 演算 的 命题 符号 化 


”个 体 是 可 以 独立 存在 的 物体 , 它 既 可 以 是 一 个 具体 的 事物 ,也 
可 以 是 一 个 抽象 的 概念 . 

谓词 是 用 来 刻 划 个 体 的 性 质 或 个 体 之 间 关 系 的 词 ， 

例 10-1 用 个 体 . 谓 词 表示 下 烈 命 题 

《1) 武汉 位 于 重庆 与 上 海 之 间 ; 

《2) 如 果 王 英 坐 在 李 红 的 后 面 , 则 王 英 比 李 红 高 

解 51) 个 体 a,pc 分 别 表示 武汉 .重庆 和 上 海 ,谓词 PCz,y， 
z) 表 示 工 位 于 y 与 之 间 , 则 命题 (1)? 可 表示 为 已 Co,5,c). 

(2) 令 a; 干 奖 ;5; 李 红 ; 了 P(r,y) ;xX 坐 在 的 后 面 ;G(x Yy):7 
比 y 高. 于 是 (2) 可 表示 为 

Piasb) — Ga,b), 

量词 是 在 命题 中 表示 数量 的 词 ,量词 有 三 种 类 型 ,全称 量词 
“Y zx” ,存在 量词 x” 和 存在 唯一 景 词 “ 1 xz” 

由 x 元 谓词 和 个 个 体 变 元 mm mm 组 成 的 表达 式 
Pryx2r" 1) 称 为 命题 函数 512, 命题 函数 中 个 体 变 元 去 人 一 1， 
2,… 2) 的 取 秆 范围 称 为 2 的 个 体 域 . 

例 10-2 将 下 列 命题 符号 化 : 

(1) 每 个 母亲 都 爱 自己 的 孩子 ; 

C2) 有 其 些 实数 是 有 理 数 ， 


[C1] 本 书 中 不 产 格 区 分 点 二 滑 词 PCr ,tey… xm) 与 命 亚 栈 数 PC yr ea 
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3》 对 任何 整数 zy 若 区 一 0: 则 二 一 0 或 % 一 0 

解 ” 纪 ) 令 Ltx);x 爱 自 己 的 孩子 .x 的 个 体 域 为 全 体 世 亲 组 
成 的 集合 ,于 是 届 ) 可 表示 为 ¥ XLCx), 

“2) 令 Q(z) ;7X 是 有 理 刍 . zr 的 个 体 域 为 实数 集 , 则 (2) 可 表示 
为 了 3 rr) 

3) 令 ZC(r}:x=0;Elryy2):z，y 二 z, 其 中 ,yyx 的 个 体 
域 为 整数 集 , 这 样 (3) 可 表示 为 

VY IY 3 (Er3z] A Zz > CLC) V ZCy)), 

需要 指出 的 是 , 例 10-2 中 每 个 命 古 符 号 化 时 ,包含 全 词 的 表 
达 式 与 合体 域 有 关 . 因此 , 为 了 准确 地 表达 命题 含义 ,必需 用 文字 
指明 个 体 域 , 且 不 同 的 个 体 对 应 的 个 体 域 可 能 不 同 . 为 了 方 偿 , 将 
所 有 个 体 变 元 的 个 体 域 统一 起 来 ,引入 全 总 个 体 域 , 即 记 有 个 体 构 
成 的 个 体 域 . 在 使 用 全 总 个 体 域 时 ,对 个 体 变 化 的 真正 取 值 范围 ， 
用 特性 请 词 加 以 限制 . 一 般 地 , 对 全 称 量 词 ,将 特性 谓词 作 蔓 含 的 
前 件 , 对 存在 量 洗 , 将 特性 请 词 作 合 取 项 . 

对 例 10-2 中 命题 使 用 全 总 个 体 域 ,引入 相应 的 特性 谓词 
Mitr):X 是 母亲 ;RL(2) :x 是 实数 ;T(x) ;zx 是 整数 .于 是 前 面 的 命 
题 可 表示 为 : 

CDY az 一 (3 

(2)3 xR) AQCz))i . 

LBV xY yOTOr) ATOY)—I x CCT 2) AECrsy 2) NZ(z)) 
ZIV ZY DNY. 

在 谓词 演算 中 进行 命题 符号 化 时 ,首先 确定 个 体 域 ,一 般 使 用 
全 总 个 体 域 ; 然 后 分 析 命 题 中 的 个 体 以 及 各 个 个 体 间 的 关系 ,确定 
请 鹿 ,最 后 根据 表示 数量 的 词 确定 量词 ,并 利用 联结 词 将 整个 命题 
符号 化 . 

例 103 将 下 列 命 题 符号 化 (使 用 金 总 个 体 域 ). 

(1) 并 非 每 个 实数 都 是 有 理 数 ; 

(2) 天 下 乌鸡 一 般 黑 ， 
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《3) 性 何 金属 都 可 以 溶解 在 某 种 液体 中 ; 

(4) 所 有 人 的 指纹 都 不 一 梯 . 

解 《1) 该 语句 可 理解 为 "有 某 个 实数 不 是 有 理 数 " 或 “不 是 每 
个 实数 都 是 有 理 数 . ? 令 RR(x) :x 是 实数 ;Qtx) ;zx 是 有 理 数 . 则 (1》 
可 表示 为 了 3 zx(&Cz) 信 一 Q(x) 或 者 一 VY (ROT 一 (27); 

(2) 令 W (Oz) ;xT 是 乌 臣 ;B(xr,%y) 区 与 J 一 样 黑 ; 则 心 ) 可 表示 
为 Y zyY ywCCGCr) AW ODBCr,y)); 

(3) 令 J(r) ;zx 是 金属 ;E(x) ;xz 是 液体 ;Sryy:z 可 以 溶解 
于 y 中 . 则 (3) 可 以 表示 为 YY z(7(m 一 3 YE ASCr,y))); 

(4) 令 MrT}: 是 人 ;NCr,Y) 1 不 是 y;Q[r,v) :zx 与 y 的 指 
纹 一 栏 . 则 (4) 可 以 表示 为 YV zyY y (MCG) AM ANOzyy))-> 
一 外 (zy)). 或 者 表示 为 :一 3 x yCMCr) AMCY ANCzy A 
名 (ro))， 

例 10-4 在 数学 分 析 中 阔 数 (Cz) 在 点 a 连续 的 定义 为 :对 任 
意 的 o>0, 存 在 一 个 3>0, 使 得 对 所 有 x, 车 1x 一 al <8, 则 | 了 Cr) 
一 fla) |<e, 把 上 述 定义 符号 化 . 

解 令 Rtr};x 是 实数 ;G(r,y) :工友 于 了 

VeCCR(E) AG(E;0)) 一 了 3(RCSD AGCB 0) VCCRCz)A 
EE 

例 10-5 设 z;y 的 个 体 域 为 自然 数 集合 ,定义 其 中 的 原子 公 
式 如 下 :P(x) ;zx 是 素数 ;ECr):x 是 偶数 :DO(zr):r 是 奇数 ;站 (z， 
YIsT 可 以 整除 yy, 试 将 下 列 各 式 译 成 自然 语言 : 

CDH rtECr) A Dr, 6)), 

(CONV OCT 一 由 (一 一 站 Cry))， 

解 ”07 有 某 个 偶数 能 整除 6. 

《2) 任 何 奇数 不 能 整除 每 个 素数 . 


2. 谓词 公式 和 变 元 的 约束 


我 们 将 命题 常量 0,1 ,一 个 命题 和 命题 变 元 以 及 一 个 命题 函 
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数 PKziza…z) 统 称 为 原子 公式 . 由 原子 公式 、 联 结 词 和 量词 
可 构成 谓词 公式 其 定义 为 

(1) 原 子 公式 是 谓词 公式 ; 

2) 如 果 有 4.B 是 谓词 公式 ; 则 一 A, tAYVB), (AAB),(A— 
8B) ,4e>B) 也 是 谓词 公式 ; 

(3) 如 果 4 是 谓词 公式 ,二 是 4 中 的 自由 变 元 , 则 Y xz4 和 
3 xzr4 也 是 谓词 公式 ; 

4) 只 有 经 过 有 限 次 使 用 上 述 三 条 规则 而 得 到 的 才 是 谓词 公 
式 . 简称 公式 . 

前 面 例 10-1 一 例 10-4 所 符号 化 的 表达 式 均 是 谓词 公式 ， 

例 10-6 将 下 列 语 句 用 谓词 公式 符号 化 ; 

{1) 每 个 人 的 祖母 都 是 他 父亲 的 母亲 ; 

‘2) 对 于 每 一 个 实数 xz, 存在 一 个 更 大 的 实数 y; 

“3) 没有 一 位 女 同志 既是 国家 选手 又 是 家 庭 妇 女 ; 

4》 如果 明天 天 气 好 , 有些 学 生 将 去 公园 . 

解 (1) 邻 Ptr)s:z 是 人 ;GCzry): 工 是 的 祖母 ;下 (x,yy):y 
是 xz 的 父亲 ;M(x,y):y 是 xz 的 母亲 . 则 该 语句 可 表示 为 

VY XY CPP AGOYSI TI xP(lzYAF(r ze) A 
Ce 

(2) 令 民 tzr) :zx 是 实数 5GGryyiz 出 y 大 , 则 该 谱 句 可 表示 为 

时 XIAROTD > 9 YRCY) A GY TY, 

(3) 令 WI(z); 工 是 一 位 女 同 志 ;Clzx) :+ 是 国家 选手 ;H(zx) ;x 

是 家 庭 妇 女 , 这 样 该 语句 可 表示 为 
3 WT) A CA) A HOY. 

(4) 令 五 :明天 天 气 好 ;9fz):zr 是 学 生 ; P(x);x 是 公园 ; 

Q(zr,y) :7 去 y 处 . 这 样 该 语 名 可 表示 为 
Hr>j rN) A yD A QT, YY. 

在 公式 下 中 , 形 如 Y¥ xACr) 或 3 xACT) 的 子 公 式 称 为 公式 下 

的 约束 部 分 ,ACx) 称 为 相应 量词 的 辖 域 ,x 在 辖 域 中 的 出 现 , 称 
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为 z 在 公式 下 中 的 约束 出 现 . 所 有 约束 出 现 的 变 元 , 称 为 约束 变 
元 , 在 公式 下 中 ,zz 的 非 约束 出 现 , 称 为 xz 在 公式 了 中 的 自由 出 
现 ,自由 出 现 的 变 元 称 为 自由 变 元 . 

例 10-7 指出 下 列表 达 式 中 的 自由 变 元 和 约束 变 元 ,并 指明 
量词 的 辖 域 . 

(DWV XAPir yA yO ACY (一 人 Cr 

(C22 风光 PE A yARET WY 2Q U2)). 

解 1)VYz 的 辖 域 为 P(r,y) A 名 (3 y 的 辖 域 为 
QCy) ,第 二 个 Y x 的 辖 域 为 RCzY, 在 人 1) 式 中 ,既是 约 东 变 元 ,又 
是 自由 变 元 . 因为 工 在 和 Kx) 中 是 自由 出 现 , 而 在 已 (xy 中 却 是 
约束 出 现 . y 是 约束 变 元 ， 

C2) ¥ + 的 辖 域 为 Px,y) VQ@(z) 了 yy 的 辖 域 为 RCr,y) 一 
时 xz) Ea 的 辖 域 为 Wiz), 在 (2) 式 中 ,x,y,z 均 既 是 约束 变 
元 ,区 是 自由 变 元 . 这 是 因为 z 在 PCr,w) 中 是 约束 出 现 , 但 在 
RCz, 和 中 是 自由 出 现 ;y 在 PCx,y) 中 是 自由 出 现 ,但 在 RCx, yy) 
中 是 约束 出 现 ;z 在 第 一 个 已 (<}) 中 是 自由 出 现 ,但 在 第 二 个 Q(z) 
中 是 约 东 出 现 ， 


3. 变 元 的 换 名 和 代 人 


对 约束 变 元 换 和 名 时 ,必须 将 该 变 元 在 量词 及 其 辖 域 中 的 所 有 
出 现 都 同时 换 名 为 该 辖 域 中 来 出 现 过 的 符号 ,最 好 是 公式 中 未 出 
现 过 的 符号 . 

人 例 108 对 公式 Y xw(PCz,y) AIj QCy) AM(zr,y) A 
《Y xzR(r) 一 Q(z)) 中 的 约束 变 元 进行 挽 名 ,使 每 个 变 元 在 公式 中 
只 星 一 种 出 现形 式 ( 即 约束 出 现 或 自由 出 现 }》. 

解 在 该 公式 中 ,将 PCz,y) 和 MCz,y) 中 的 约束 变 元 zx 换 各 
为 ,RCz) 中 的 工 换 名 为 wv,Q(y) 中 的 y 折 名 为 u, 换 名 后 为 
¥ zCPlzsy) A ww) A Mz,y)) 
A YY vuRO) ~ QTY). 
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注意 ”车 将 公式 找 名 为 ¥Y zzCP(ey)A3 uC AdCzryy)) 
AtY (00 一 外 (227 刚 是 错误 的 ,因为 它 束 将 Y x 辖 域 (P(r,y) 
AAA yy) A MCz,y)) 中 工 的 所 有 出 现 同 时 换血 ， 

对 会 式 中 的 自由 变 元 代入 时 ,必须 对 该 自由 变 元 在 公式 中 的 
所 有 自由 出 现 辣 时 进行 代入 ,并 且 代 入 时 所 选用 的 符号 不 在 原 公 
式 中 出 现 . 

例 10-9 对 公式 (3 yACr,y)(Y zB(lr,z} Clr,y,2))) 
AI xy zCCr,y,z) 中 的 自由 变 元 进行 代入 ,使 每 个 变 元 在 公式 中 
只 星 一 种 出 现形 式 . 
| 解 将 该 公式 中 的 自由 变 元 xz 用 :代入 ,y 用 4 代入 ,= 用 

代入 ,代入 后 为 
(3 yAQGYy) 人 EC A CU, uv))) 
Ad ry Cr nz2), 
注意 (1) 若 将 公式 代入 成 
{J vA yy) (人 TB) A CTsuo))) 
A ry zzCCr ne), 
则 是 错误 的 ,因为 这 一 代入 过 程 未 将 公式 中 xz 和 x 的 所 有 自由 出 
现 同 时 进行 代入 ; 
.2) 若 将 公式 代入 成 
{3 yA yy) (YY LBCrT) A CO rv) 
A 3xyv 2Cr,r,z) 
也 是 错误 的 . 在 代 人 过 程 中 选用 了 公式 中 约束 出 现 的 变 元 符号 , 改 
变 了 原 公 式 的 含义 ， 


4， 公 式 的 指派 及 公式 的 类 型 


由 于 谓词 公式 包含 命题 变 元 和 命 古 函 数 ,不 能 确定 其 真 值 , 故 
不 是 命题 ,但 若 一 个 谓词 公式 不 含 命题 变 元 量 命 题 函数 中 的 个 体 
变 元 均 被 约 东 ,那么 该 公式 的 真 值 是 确定 的 , 它 就 是 一 个 命题 . 
例 10-10 令 Str,y,z) 表 示 工 十 y= 二 x;P(r,yyz) 表 东 这 ，… 中 
* 282* 


一 zi 人 ro 表示 r<yozyy 的 个 体 域 为 非 负 整数 集 , 用 以 上 所 设 
的 原子 谓词 公式 表示 王刚 语句 ,并 判断 各 谓词 公式 是 否 为 命题 ,是 
命 古 的 指出 其 惧 值 . 

(1) 没有 小 于 01 

《2) 有 某 个 y, 对 所 有 的 工 使 得 x 十 y 一 y; 

(3) 存在 着 x, 使 得 +， y 一 ”对 所 有 的 y 成 立 ! 

(4) 任意 zz 满足 <<y。 

解 (1 符号 化 为 一 XL(T)0) 或 YY (一 LCr,0)). 该 公式 是 
真 命 题 ; . 

(2) 符号 化 为 3 yY x Cr;y;y); 由 于 ,yw 均 被 约束 , 故 
3 yY x Lr)yysy) 是 命题 ,而 1 十 y 了 关 y; 故 是 假 命题 ; 

(3) 符 写 化 为 3 xY yPkry ,因为 ]，y 一 % 故 该 公式 是 
真 命题 ; 

《4) 符号 化 为 Y zz:y) 由 于 在 命题 函数 艺人 zy) 中 变 元 y 
未 被 约束 , 故 在 个 体 域 中 YW xzLCr,y) 的 真 值 不 确定 ,所 以 Y ECz， 
3 不 是 命题 . 

设 也 是 一 个 非 空 个体 域 ,车 元 谓词 PP 和 4 个 个 体 变 元 江 ， 
zz yx, 组 成 的 命题 函数 Pz ;zo x4) ,对 口中 任 一 有 序 # 元 
组 (aiya,…>ao) 都 有 确定 的 真 假 值 , 则 称 了 为 个 体 域 D 上 的 谓 
词 , 若 会 式 忆 中 的 所 有 谓词 均 是 厂 上 的 谓词 , 刚 称 公 式 下 的 个 体 
域 为 马 , 设 下 是 谓词 公式 ,也 是 下 的 非 空 个 体 域 .车 对 公式 下 中 的 
每 个 自由 个 体 变 元 都 用 D 中 确定 的 个 体 代 入 ,命题 变 元 用 确定 的 
命题 或 真 值 (0 或 1) 代 入 ,公式 下 就 有 了 确定 的 真 值 ,从 而 变 成 了 
命题 ,这 样 一 组 代入 到 公式 下 中 的 确定 的 个 体 、 命 题 或 真 值 (0 或 
2 称 为 公式 的 一 组 指派. 

永 真 公式 ;如 果 对 公式 FF 的 任意 一 组 指派 均 使 为 真 , 则 称 
下 为 水 真 公 式 . 

永 假 公 式 ;如 洒 对 公式 FF 的 任意 一 组 指派 均 使 F 为 假 , 则 称 
下 为 永 假 公 式 . 


“283。 


可 满足 公式 :如 果 至 少 有 一 组 指派 使 公式 F 为 真 , 则 称 A4 是 
可 满足 公式 . 

例 10-11 对 公式 有 = zz AQCr,y)) VR 给 出 二 个 指 
派 , 分 别 使 公式 取 值 为 真 和 假 ,其 中 Cx) 表示”x 是 偶数 ” ,QtCz， 
2 表示“? 能 整除 xz."F 的 个 体 域 DD 一 {3,4},R 是 命题 变 元 . 

解 .指派 :y= 二 4,R 为 1, 网 因 次 了 C4) 浆 1;Q(4;4) 为 1, 所 以 
习 xCPCOAQCE,9)) 为 1, 又 呈 为 1, 因 此 下 对 此 指派 到 值 为 1. 

再 指 派 .R 为 0,y 一 3. 

着 x=4; 则 PO) 为 1; 但 Q(t4,3) 为 0; 

若 z==3, 则 (3) 为 0,Q(3,3) 为 1. 
对 此 指派 3 x CP(z)AQCryy)) 总 为 0, 又 R 被 指派 为 0, 所 以 ,下 
对 该 指派 取 值 为 0 

例 14 全 ”判定 下 到 会 式 的 类 型 ; 

DD VY ri Gr yt yA QV 一 外 ); 

(2) Gr—y, zy); 

(3 VY ry YG WD AG ry AQ. 

其 中 工 ,y 的 个 体 域 为 整数 集 了 ,@ 为 命题 变 元 ,G(z, 少 表示 
Ty. 

解 《i) 元 论 对 QQ 指派 何 种 命题 常 元 ,QV 一 Q 的 真 值 总 为 
1, 而 在 了 中 对 任意 的 xz; 总 存在 y=1 使 x 一 1<<z 十 1 成 立 , 所 以 命 
题 Y zj yGtx 一 y;z 十 在 I 中 总 为 真 , 因 此 VY x3 yGtxr 一 yx 十 
7) 作 (QA 一 2) 对 任意 的 指派 总 为 真 ,是 永 真 公式 . 

‘2) 因 为 z+ 一 y 三 + 十 >y 定 TT 中 的 真 值 不 确定 ， 
当 指 派 了 二 1,y 一 1 时 ,0<2, 即 x 一 y< 之 x 十 y 取 值 为 真 ! 当 指派 z 一 
4:3 一 一 ] 时 ,5<3 不 成 立 , 即 z 一 y%<z 十 y 取 值 为 假 , 所 以 ,公式 
xz 一 ye 十 切 是 可 满足 公子 

(3) 无 论 给 z,y 指派 什么 个 体 ,G(x ,yA 一 G(r,y) 总 为 假 ， 
从 而 YY yr AG yD AQ 总 为 假 , 所 以 该 公式 为 永 
假 公 式 . 
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5， 谓词 公式 的 等 值 式 


设 .8 是 两 个 具有 共同 个 体 域 E 的 公式 , 若 对 于 有 4 和 8B 的 
任意 一 维 指 派 ,公式 刀 和 8B 都 有 相同 的 真 信 , 即 4 一 8B 是 永 真 公 
式 ; 则 称 公 式 刀 和 吾 在 EE 上 等 值 , 记 作 48, 称 4SB 为 等 值 
式 . 评 即 妇 与 8 间 有 等 值 关系 . . 

当 个 体 域 是 有 限 集合 时 ,原则 上 来 说 ,可 以 用 真 值 表 的 方法 来 
验证 一 个 公式 是 否 为 水 真 公式 ,或 者 验证 两 个 公式 是 知 等 值 . 但 
基 , 当 个 体 域 的 元 素 或 公式 中 的 命题 变 元 的 个 数 较 多 时 ,用 真 慎 表 
方法 判定 等 值 式 显 然 是 不 可 行 的 ,于 是 一 般 用 等 值 演算 的 方法 证 
明 , 命题 演算 中 的 基本 等 值 式 都 可 推广 到 谓词 演算 中 使 用 ,此 外 还 
有 如 表 10-2 所 列 的 等 值 式 ， 

例 10-13 判定 等 值 式 钻 xz 人 人 V RSY (一 和 (zy)) 
一 R 是 否 成 立 , 其 中 rz,y 的 个 体 域 为 已 一 13,4} ,及 为 命题 变 元 ， 
QCr,y) 表 示 xz 能 整除 y. 

和 解 ” 列 出 两 个 公式 相对 各 种 可 能 指派 的 如 表 10-1 所 示 , 

表 10-1 


Yr te, 


TY RQ I yy Yr) Jr vy YR ye 
. 一 


1 1 
1 1 
1 1 
1 ! 
] 1 
1 1 
1 1 
了 I 


[| 

[9 

= 
一 
人 
一 


注意 当 y= 一 3 时 ， QQ(3,3Sl， 和 (zy) 人 1 而 
¥Y rR DOD A NOUATSO 

当 y=4 时 ,QQ(4,4 和 入 11 3 XT 全 1 而 Y x (A 
4 时 一 人 Q(3,4) 一 外 (4 全 1 A050 因此 ,由 表 10-1 知 等 值 式 
XQ) RD 人 (Cry 一 玉 成立 , 且 公 式 4 一 了 7zQ 
(Cry)VYR 和 公式 B 一 Y¥ zk) 一 及 本 身 都 是 永 真 公式 

El 一 人 Y XACTDE rr A , 

Ey 一 个 xzACrDNEY “Ac | 量 记 转换 入 

Es VY ICtA(X)ABIOY rACr) AB 

Ez YW XCACY BS ACT YB 

Es 中 了 (dz AB)EI xrACr I AB > 

Es 3 TCACO VY BI rzAC) VB 收缩 和 

Ea VY XACTI (TY 了 CT) AY rTBCr) 

Ex 3 xCACIYVY BCIYSI rACr) xz 

Fs 4 TiCACTI— BION xACr)-*B 

Es YrCACN—BISGY xACr)—B 

Es 4 rxCA—*BP(T eA rI rB(r) 

Es VY XA—B(rDeA—Y rB(z) 

Es 3 riACT BTNDNOY rAdAtr)—3 xrB(r) 

上 各 式 中 的 BB 表 示 任 意 一 个 不 含有 约束 变 元 x 的 公式 . 

例 10-14 证 明 下 列 等 值 式 

(ID 了 rr》 内 是 rrBr))O— 3 TCA Br)); 

《2 VY ry yOPODOOONSGI IPlrI YY yQ Uy)). 

分 析 同 证 明 命题 演算 中 的 等 值 式 一 样 ,证 明 两 个 公式 等 值 
时 ,可 以 从 其 中 任 一 公式 开始 进行 演算 ,一 般 从 较 复杂 的 公式 开 
始 ,另外 ,还 可 以 对 两 个 公式 和 分别 进行 等 值 演算 ,如 果 能 
将 公式 FF 和 FF, 都 等 值 演算 为 同一 公式 FF ,那么 由 等 值 关系 的 传 
递 性 , 即 可 知 Fl. 
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上} 是 订 分 和 


证 时 ) "一 3 x CA Br)) 


OY 一 (4(r) Br)) Els 
VY x A YY BUX)) Et 
YY TCACTI A -7 BCT)) Eo 


VY TA AY XB FT)) En 
Sy TACTIAY TO BO TA BY. 
(C2) YY yp rR)) 


OV TY yp TY VY RY) 五 1 
oY TY yO YY 一 让 (DJ E,, Ez 
EW TPT VY yy) 五: Ez 
7 XPTINY yy) Fig 
Hj zp YY yAQ Uy) El 


XY YP rr >Y yQ0)) 
注意 已 (z)? 中 不 含 约 束 变 元 已 (中 不 含 约束 变 元 =, 故 
可 使 用 Ei 
例 1015 判定 下 列 公 式 哪 些 是 水 真 式 ,对 所 得 结论 进行 论 
证 . 
OY rtAC IB xACr) 3 Br))i 
(2) (YY zrAC)I >Y BY rtAC) Br)). 
解 〔1)》 WY roACr) BCD rACr 1 rBCr)) 
OY TACYOV BOONY C73 xAC) VI xBAr)) 
El 
Sj 7A Y BOAO VI rzBOrIV od xrAtr) 
Eras El 
3 xzCACI A BC VI zB VY —3 xdtz) 
Ev, Es 
3 ACACOO A BO VY BDV xrACr) 


Es 
Sd TACTI YN BTID YY 3 tACz) E:, Ess 
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ej 工人 7 YA3 Br)Yy 一 了 xzACx) Ezs 
OH TA VY -3 TA YI zBur) 五 ,五 3 
全 1. 
A BD 一 xACr) 一 了 XB(Lz)) 是 水 直 式 . 
(2) 此 公式 不 是 永 真 式 . 若 假 定 x 的 个 体 域 是 实数 集 五 
AtT) :XT 是 有 理 数 ;Bitzr):z 是 整数 . 则 Y xzAtr) 和 YW xB (x) 均 为 
假 ,于 是 Y r4(z)-Y xB(z) 为 真 . 又 因为 Y xzCA{x) 一 BCr)) 为 假 
《"* 有理数 不 一 定 是 整数 ). 因此 (VY xA(tr)>Y rxB(r))—rY x 
《AC7) 一 B(x)) 为 假 . 


6， 谓 词 公式 的 功 合 式 


设 4,B 是 两 个 具有 共同 个 体 域 EE 的 公式 , 若 A4=B 是 永 真 公 
式 , 即 4->BS1, 则 称 公式 4 蕴 合 公式 B, 记 作 4 二 B, 称 A 二 B 为 
草 含 式 , 亦 即 4 与 BB 间 有 屯 仿 关系 . 

谓词 公式 蕴含 式 A 二 B 的 判定 方法 : 

中 ) 由 等 值 演算 证 明 A 一 B 导 1; 

22 由 基本 等 值 式 和 基本 列 售 式 推导 出 A-=>B; 

《3) 假 定 前 件 4 为 真 ,检查 在 此 情况 下 ,其 后 件 B 是 否 也 为 


(4) 假定 后 件 为 假 ,检查 在 此 情况 下 ,其 前 件 4 是 否 也 假 . 
常用 的 基本 获 含 式 如 表 10-2 所 示 : 
表 102 


3 zx(ACT) ABCT))I TA AI xB) | 词 分 
时 TACTIVY BC) TACT) Vn 人 
TAC Dry cA) TB(TY 律 


例 1016 判定 下 列 蔓 含 式 是 否 成 立 ， 
(1) 3 3 PC 六 二 CD) 一 村 rp); 
。 288 。 


(2) (3 XP TOCTDY 人 (站 (TD 
《3) YY TPO VY QD TY zp TVA TCD) 
证 (1) "3x3 Pt 人) MQ I xrP(7) 


IrPI NI yy D3 rh) Bsa 
3 PCz ND yO YI xPUr) Ess Ell 
S73 Pr 一 本 yO YI xPUx) Ew 
(4 PTY I xrPOrD YY 3 yAQty) 五 1， 品 3 
和 1 五 :五 


“3 £3 区 Cr 人 外 (7 全 了 PPkz)， 

注意 “P(xz) 中 不 合约 束 变 元 y;@&(y) 中 不 合约 束 变 元 z， 
… 在 第 一 步 和 第 二 步 可 使 用 Ezz. 

{2) CI TPITY XR) 


3 XP VY XA) E. 
OV rzPOTIVY TAUr) Es 
=—>Y rT POTD YY QT Ts 
YY XPIrT)> Cr)) E, 


3 PY OT TP UT ). 

{3) 方法 一 ”假定 前 件 Y ztBP(zryVRCz)7 为 真 , 则 对 每 个 
Xo PXo) VQCro) 为 真 ， 若 对 某 个 Xu! 刘 Lr) 为 真 ， 则 习 XQ(X) 为 
真 , 从 而 后 件 Y zPtzIYV3 xtr) 也 为 真 ; 若 对 每 个 xx,@(x0) 均 为 
假 ,由 于 Plzo) YQ(zo) 总 为 真 , 故 一 定 是 对 每 个 xz,,P(zo) 均 为 
真 , 即 Y zP(z) 为 真 . 所 以 后 件 Y xPCT VW xR(z) 为 真 ， 

方法 二 ”假定 后 件 Y zPtzV3 xx@tGz) 为 假 , 则 Y xP(lz) 为 
假 , 且 3 xzQiz) 也 为 假 ; 即 存在 某 个 zo 使 @Crw) 为 很 ,对 任意 的 
xiPCzr) 均 为 假 ; 于 是 PCro) VY QCry) 为 假 , 因 此 YY x (P(r} YY 
QQ) 为 假 , 所 以 

¥ XP YQODY rPO} YH3 rR), 


7. 多 个 量词 间 的 次 序 关系 


多 个 量词 连续 出 更, 它们 之 问 无 括号 分 隔 时 ,后面 的 量词 在 前 
"2389 ， 


面 量词 的 辖 域 之 中 , 且 景 词 对 变 元 的 约束 与 量词 的 次 序 有 关 ,一般 
下 能 随意 调动 ,但 也 有 例外 ,两 个 量词 间 的 排列 次 序 有 如 下 常用 公 
式 


Ey Vay yALr yOY zy yAlr,y) 

Fs 3 条 yACr, yD v3 TALr,y) 

Ts YAY Harry yy TO 

Ts YW 7x3 yAlr y= y3 xrAlr,y) 

Jo 3 yy rxrACr WY rr yACr,Y) 

注意 ”由 Es 和 Es; 知 相间 量词 的 次 序 可 以 任意 调动 . 

例 10-17 下 列 蕴 含 关 系 是 否 成 立 ? 若 成 立 ,给 出 证 明 , 否 则 
给 出 反倒 ， 

{1) 3 xACr B=Y 4 一 

{2) ¥ 了 (zy 人。 

解 “上 1) 假 定 后 件 假 , 即 Y zx4(z)-> 召 为 假 , 刚 Y rz4kz) 为 真 ， 
8 为 假 , 于 是 3 z4(z) 也 为 真 , 从 而 3 xz4kz) 一 吾 为 假 , 所 以 ， 
3 zx4(z) 一 BY 4Kr) 一 吾 

(2) 此 列 含 式 不 成 立 . 

反例 , 设 zyy 的 个 体 域 均 为 自然 数 集 N ,P(xr,y): zy 因 
为 ,对 任何 x; 总 有 一 x 十 1; 使 Plx,») 为 真 , 所 以, xz vyP(z， 
> 为 真 .但 是 在 N 中 不 存在 一 个 和 ,使 得 对 任意 的 之 均 有 <cy， 
如 元 二 ;十 1; 就 不 满足 PCr) ;从 而 3 yY xPtz,y) 为 假 , 因 此 
蕴含 式 不 成 立 ， 


8. 谓词 演算 的 推理 理论 


在 谓词 演算 中 ,命题 演算 的 推理 理论 仍然 成 立 . 另外 还 要 用 到 
下 面 四 条 推理 规则 、 
iD US( 全 称 特定 化 规则 } 
Y xrACrIACY). 
此 规则 成 立 的 条 件 是 : 
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(1) x 是 ACr) 中 的 自由 变 元 ; 
(2) y 在 ACz) 中 不 约束 出 现 ,最 好 A4(z) 中 不 合 y; 


《3) 自由 变 元 y; 可 以 写成 个 体 域 中 任意 一 个 个 体 常 元 c. 即 


YrAtr A ). 

ii ES( 存 在 特定 化 规则 ) 

3 rzACr)=>A), 

此 规则 成立 的 条 件 是 : 

(1) c 是 个 体 域 中 其 个 确定 的 个 体 ， 

(2) ce 不 曾 在 44zr7 中 出 更 过 ; 

(3) 车 4kz) 中 还 有 其 他 自由 变 元 出 现 , 则 z 不 能 随 其 他 自 出 
变 元 变化 . " 

ii) UG《 全 称 一 般 化 规则 ) 

4 一 Y yAly) 

此 规则 成 立 的 条 件 是 : 

《1 并 在 4 人 z) 中 自由 出 现 , 且 > 取 个 体 域 中 任何 值 时 ,ACx) 
均 为 真 ; 

《2) 代替 之 的 3 不 能 在 ACr) 中 约束 出 现 . 

iv》 PPG( 存 在 一 般 化 规则 ) 

A 3 vAly), 

此 规则 成 立 的 条 件 是 : 

C1) < 是 个 体 瑾 中 某 个 确定 的 个 体 ; 

《22 代替 < 的 y 不 能 在 4Ce) 中 出 现 过 . 

例 10-18 判断 下 述 推理 过 程 是 次 正确 ,并 说 明理 由 . 

i) 


会 式 


依据 


《17 时 Xd TO 前 提 
【23 3 ykz CUS 
Zc (2 ES 
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公式 依据 
¥ 区 (Te CWIUG 


Ce CYS 
¥ rtrr) CBI UG 


公式 依据 
G | 3 TPLTI AQ 前 提 
(2) 3 zplz) (31, 
(3) 了 zz) (2) ;1: 
C4) Ple) (2)3 ES 
C5) QE) (3);ES 
(6) Plc) AQLe) (C4), 5); 1 
3 zxAPLr} AQCT)Y) (C6) EG 


解 让 推理 过 程 不 正确 ， 
当 xz,» 的 个 体 域 为 整数 集 时 ,YY xz3 yx 计 y) 为 真 , 却 推 出 了 
假 合 题 Y_ zzz), 其 出 错 原因 是 在 (3) 步 不 能 使 用 ES 规则 , 因 


为 4 和 为 (全 六 中 > 随 自 由 变 元 = 而 变化 ,不 满足 ES 要 求 的 条 
件 (3) ,所 以 造成 推导 过 程 出 错 . 
”i) 推理 过 程 不 正确 
若 z 的 个 体 域 为 整数 集 , 己 (zy:z 是 奇数 ;@(Czry:r 是 偶数 , 则 
由 真 命题 3 xP(x) A3 区 (z) ,推出 了 假 命 题 Ij x (PCr) A 人 Cr))， 
其 出 错 原因 是 在 (4)、(5) 步 使 用 ES 时 ,同时 选用 了 ce, 此 处 在 (5) 
步 上 只 能 用 4, 且 4 与 ¢ 不 一 定 相 同 . 


* 292* 


例 10-19 形式 证 明 下 述 各 理 含 式 

DD) 一 习 TTA) I TPT a); 

DD VY rp AR ,I Ap A 
3 区 pz NREOTDD: 

HD 并 ED 一 CC TY TOY HX)), 
Jj rz rr) ), 

分 析 由 于 US,ES 规划 中 量词 前 均 无 联结 词 * 一 ”, 因 此 , 蔡 
含量 词 的 公式 前 有 “一 ”, 可 利用 1s 和 包 s 凋 换 . 


证 1 

编 号 公式 依 ” 拱 
{1} 一 3 xP AQa)) 前 提 
(2) | Yr P(r) AQCe))) (D3E.s 
(3) 了 zPkz) 前 担 
(4) | Pe) (2) ES 
(5) (Pe) AQCa)) (2) 4075 
(8) POV — Qu) (3) 4 Ee 
(7) 一 各 ta) (4), (6) ;Tio 


注意 (4),(5) 步 不 能 颠 便 , 即 若 要 和 辣 时 使 用 US 和 ES 规 
则 ,应 先 使 用 ES 规则 ,后 使 用 US 规则 , 若 反 过 来 ,就 只 能 得 
一 《PCD AS 此 处 不 能 保证 了 =c. 

这 >》 


从 


式 


(1} ¥ TP QC ARC))) 前 提 
(2) 前 提 


3 xzPtr) 
| Pic) 


水 
刘 


公式 依据 


Cd) Pl A RC)) CUS 
C5) QIy) A Rc) (3).¢4) :1 
(C6) ty) £57;T. 
《72 Rc) (C5247 
(8) Pr A RI) [371072579 
9) 3 rtPr) A RUr)) (8}5 EG 


(6), (9) :1 


RUyI A rr) MARCY) 


ii 


编 号 公式 依据 


《1) 3 r( 一 吾 Cz)) 前 提 
2) ¥ x(GCr) VHC)) 前 提 
《3》 —H(e) (DES 
Cd |. GUY YH) (293US 
C5) Gte) (3), CD ;Ts 
(6) 中 (FT 一 一 CD 前 提 
(7) FO) C6Y 3S 
(8) 一 Fe) (C5), C7) Tz 
《9) | | 了 zz) (8); EG 


.使 用 US ,ES,UG,EG 这 四 条 规则 时 ,要 注意 严格 按照 它们 所 
要 求 的 条 件 去 使 用 ,并 和 且 从 遇 体 上 考虑 个 体 变 元 和 常 元 符 导 的 选 
择 . 龙 其 对 EG 和 ES 规则 的 应 用 ,要 避免 选择 已 在 证 明 序列 前 衙 
公式 中 出 现 过 的 符号 进行 取代 . 另外 这 四 条 规则 中 量词 的 辖 域 应 
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包括 整个 公式 , 且 它 们 都 是 列 含 式 , 因 此 ,不 能 对 某 个 会 式 的 部 分 ， 
应 用 这 四 个 规则 中 的 任何 一 个 ,这 样 可 能 会 引出 错误 . 
9. 间接 证 法 


当 根 据 前 提 集 进行 推导 ,无 从 着 手 时 ,可 采用 间接 证 法 , 即 反 
证 法 ,把 结论 的 符 定 作为 附加 前 提 , 这 禅 好像 多 了 一 个 条 件 , 推 演 
起 来 方便 些 , 但 任何 事情 都 不 是 绝对 的 ,要 视 情况 而 定 . 


例 10-20 用 形式 证 明 的 方法 证 明 


Dj xzAtr)—Yy rrBOrI=>Y TCAC)I— BOTY) 
UY PO TD YY TO YY RCTYY ,I rR) 


3 .一 到 (xz) 

证 站 

编号 公式 依据 
(1) 3 x4Cr)->Wy xBLr) | 前 提 
(2) YY rtAC BY 附加 前 提 
(3) I cA Br)) (2) ;Es 
(4) (A Be))} (3) iES 
(5) Atc) A Be) Cd) En ,Eo 
(6) Alc) (5) :Th 
(7) 3 ra4(z》 (6) EG 

(8) ¥ IB(x) C7) C1} 1 
(9) Bey (8)3US 
(10) 一 Ke) (5) 417s 
C11} Bl) A Ble) | .97,00)s1s( 耶 盾 ) 


了 TACTIY xrBlr)Y rCACr}— BrYY. 
说 明 : ”车 第 (7) 步 不 是 将 4fc? 使 用 EG 规则 得 到 3 zr4Cr)， 
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而 是 外 人 1)3 xACr) 一 YY Btz) ,使 用 ES 得 Alc)—y XBCr) 司 ， 

也 能 推出 结论 ,但 这 样 推演 是 错 误 的 ,因为 它 对 部 分 公式 使 用 ES 

规则 ,着 上 且 在 使 用 ES 规则 时 ,选用 了 前 面 序 询 已 选用 过 的 个 体 c. 
证 ii) 方法 一 


编 号 公式 依据 

0 ¥ rp A UT)) 前 提 
(2) 一 3 xP(r) 附加 前 提 
(3) ¥ r(x) (1 ;Er 
(4) ¥ TR VY ROT)Y) 前 提 
(5) 3 z> 民 (Cry 前 所 
C6) —R(e) (BES 
{7} QOY V RU) CD LIS 
(8) Qe) {6) ,79 4 To 
(9) Pete) (CBUS 
《10) Pl Qe) (CDsUS 
C11) 一 人 Qt) 《9 (1025 
《1 2 QE A—ARe) (8) ,C11) :15( 子 盾 } 


VIP QD Y rR VY RECN) ,I xr—R(r)= 
3 工 一 已 C)， 

说 明 1》 上 述 推理 过程 中 ,必须 先 对 (5) 中 3 zx 一 及 Cz) 使 用 
ES, 然 后 再 对 (1),(3),(4) 中 的 公式 使 用 US, 知 则 不 能 保证 特定 
化 个 体 的 一 致 性 ; 

2) 站 小 题 不 用 ! 亲 接 证 法 ,不 好 着手 推演， 但 认 小 题 不 用 间接 
证 法 还 可 简化 几 步 . 

方法 二 
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编 号 | 公式 1 依据 
(1) ¥ TAA YY RErY) 前 提 
C2) 3 zx—R(r) 前 提 
《3》 Re) (DES 
《4》 QO VY RU) | CUS 
《5? Qe) i C3) ,C4) :Tn 
《6) YP 前 提 
(7) PO RG CO US 
(8) —Pte) 1 《52， 0735 
9) 3 x P(r) (8) ;EG 
10. 前 束 范式 


一 个 谓词 公式 ,如 果 它 的 所 有 量词 均 出 现在 公式 的 开头 ,是 它 
们 的 辖 域 一 直 延伸 到 公式 的 末尾 , 则 称 此 种 形式 的 公式 为 前 束 范 
式 . 

前 束 范式 可 记 作 下 述 形式 ， 

ITO TTB, 

其 中 ,每 个 位; 志 让 为 量词 Y 或 3 , 是 个 体 变 元 ,B 为 不 含量 
词 的 谓词 公式 . 

若 一 个 谓词 公式 4 具有 如 下 形式 ， 

Ta A VY daV NA) A A CA YN Ans VY 
Vs ) 
则 称 4 为 前 束 合 取 范 式 ; 

车 4 具有 如 下 形式 : 

TT er An 人 WA 
ww) 
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则 称 4 为 前 束 析 取 范式 . 其 中 4 是 原子 谓词 公式 或 其 否定 ,Q; 和 
I 的 舍 义 同上 . 

每 个 谓词 公式 4 均 可 以 变换 为 与 它 等 值 的 前 束 合 取 范式 和 
前 束 析 取 范式 . 其 步 又 如 下 ， 

(1) 消去 联结 词 一 ,*>; 

(2) 将 联结 词 一 向 内 深入 ,使 之 只 作用 于 原子 谓词 公式 ; 

C3) 利用 换 和 名 或 代入 砚 则 使 所 有 约束 变 元 的 符号 均 不 同 ， 并 
且 自 由 变 元 与 约束 变 元 的 符号 记 不 同 ; 

(4) 利用 量词 辖 域 的 扩张 和 收缩 律 , 扩 大 量词 的 辖 域 盏 整个 
公式 } 

《5) 利用 分 配 律 将 公式 化 为 前 训 合 到 范式 或 前 束 析 取 范 式 . 

例 10-21. 将 公式 4; 

YrCACr)r By) (I yC(y)—3 “DGy,x)) 化 为 前 束 合 
取 范 式 ， 

解 1) 消去 联结 词 一 和 **; 

凡夫 一 W TACTIV Br DT 一 (DYV3 zDOy>)) 

El 


(2) 将 联结 词 一 深入 至 原子 公式 
A x (AC(TIV BTSyYINY (V y— CHOY) V3 rzD(y,2)) 
Es :Els 
4 xzCAC AB YD V OV ys CO VI xDCy, 2)) 
五 
《3) 换 各 
AGI xrCACTI A BTIYDOYV OY i CO VI xD(ly,2)) 
(4) 将 量词 提 到 整个 公式 的 前 面 
A TALTIA BOT YINVY 14 zo AOO VY Dy,2)) 
Ewa, Fz 
SI ry ztAC A BO WV CO YY Dey,z)) 
Es » Ez 
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至 此 ,已 得 到 A 的 前 束 范 式 ， 

C5》 利用 分 配 律 将 其 化 为 前 来 合 取 范式 

4 ry i zt CAIV CO VY Dy 2 A (Br, y) VY 
一 mV Ce 

例 10-22 求 等 人 于 公式 互 = (3 xP(z) V3 zr 一 
3 xzCPCz) VY Qtz)) 的 前 束 析 取 范式 

解 BG xzP(XY YI rQDD VI rP VY GE) 

En 

OH IPO A QA YI rPO VY QR)) Ew 

SOY rw—POTAY A— RY I rPrI VY QU)) Es 

SV TEP A OA YI rzP(r)YV QU) 五 2 

Yt( 一 PCO) A 一 QCOD V3 yCPCODVQCD) 换 名 规则 

EY za (一 Er A 一 Qtz)VPCODVQC) FE,, 


10.3 问答 与 论证 


例 10-23 判断 下 列 推 证 是 否 正 确 ,说 明理 出 . 

证 明 W zx(PCz)V QDY xzPOzIVY AQCz)， 

证 明 过 程 为 

VY IP YQ) 

-7 TP YY QD)) Es, Els 

73 TP A Rr)) Elvo 

—>—(4 2 一 已 Cr) NI rr)) 了 15 

名 一 了 xP YA 一 外 (xx) To 

OY XPT) VY BCr) Es, Es 

YY¥ IP VAG)Y IP VY Cr). 

解 ” 此 推 证 是 错误 的 ,在 推导 的 第 三 步 ,错误 地 应 用 了 hi;, 因 
为 一 本 工 (一 PCz) A 一 Q(z 与 了 的 前 件 相 比 多 了 “一 ”联结 调 ,在 
第 九 章 例 9-14 中 说 明 若 4 全 旦 , 刚 一 4 全 一 Bi 若 4 二 B, 却 不 一 定 
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一 4 全 一 号 所 以 ,在 第 三 步 不 能 使 用 厂 5 下 面 的 反例 说 明 蚤 食 式 
不 成 立 . 

令 P(r) :zx 是 奇数 ;Q(z) :xz 是 偶数 .xz 的 个 体 域 为 整数 集 . 则 
Y XCPCZY WN Q(z)) 总 真 ,但 ¥ xPCr) 和 YY xzQC7) 均 假 ,因此 比 含 式 


不 成 立 . 
例 10-24 下 述 推理 是 否 正确 , 若 不 正确 ,请 指出 其 推理 过 程 
中 的 错误 . 
i) 
编 号 公 式 依据 
(1) 3 rtACr YBr)) 前 扣 
(2) 3 rACtry . 附 吉 前 提 
(3》 Ale) (2) ;ES 
{4} Atc) Ble) (ES 
(5) | Ble) (3) ,C4 
(6) 3 xB(x) (5) ;EG 


“dd CT 人 (让 全 了 工人) 于 xrBer), 


0》 

编 号 公式 依据 
(1) VY Ka4(z) 一 百 (z)) 前 所 
《2) YA4(z) 一 W xB(r) 《1) ;Ds 
C3) ACe)rYy xz) {2) US 
(4) 3 rzACr) YY rBir) (3) ;EG 


一 Br rAC) xY zB(r). 
和 解 让 推理 不 正确 . 
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车 工 的 个 司 域 为 自然 数 集 闪 ,4Czy:zr 是 奇数 ;50zr):x<c0， 
则 3 ztA4C7) 一 B(x)) 为 真 , (如 2EN,AC2) 假 ,4(2)->B(2) 为 真 ) 
却 椎 出 了 假 命 题 9 xAtxr)->3 xBCx}( 其 前 件 真 ,后 件 总 假 . ) 其 出 
错 原因 是 在 (3) 步 已 引入 个 体 常 元 c, 而 在 第 (4)? 应 用 ES 规则 时 ， 
又 引入 个 体 常 元 ,结果 由 真 前 件 , 推 出 了 假 命题 . 

i) 推理 不 正确 

车 的 个 体 域 为 实数 集 RR,A(7);z 是 整数 ;BCr);x 是 有 理 
数 , 则 Y x CACr) 一 BCr)) 为 真 , 习 xACz) 也 为 真 ,但 ¥ xBCr) 为 假 ， 
于 是 3 xA(z) 一 Y zB(7) 为 假 . 即 由 真 前 件 推出 了 很 命题 . 其 出 错 
原因 是 在 (3),(4) 步 对 部 分 公式 错误 地 使 用 规则 US 和 EG. 

- 例 10-25 证 明 下 列 各 式 

1) YY CPrIV QO YY TQ OT) RY rRCr)— 
时 了 有 人 

ID 是 raPOr) AQCOD—I y(REOY) AS Gr; YS 
一 村 vyROy)— 3 TP A QE)Y). 

分 析 ”由 于 命题 演算 中 的 推理 理论 在 谓词 演算 中 均 成 立 , 故 
此 类 结论 为 草 含 形式 表达 式 的 形式 证 明 , 通 常 采 用 列 舍 规 刚 , 即 


CP 规则 . 

证 说 

编 号 | 公式 依 所 
《1) ¥ zRfz) 附加 前 提 
C2) ¥ rr Rr)) 前 提 
(C3) R(e) (I) US 
{4) QR(Y . CUS 
5) 一 中 Ce) (C37, C4) 311s 
(C6) ¥ xP YQ)) 前 提 
(7) Pe) YAUC) C6 US 
《8》 Prcy 5), 0797 
《9) ¥ PKz) (8) UG 
(10) YY rREr)—Y chr} ChCP 
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ii) 方法 一 


编 号 公式 依 ” 据 
(01) 一 3 yRCYy) | 附加 前 提 
{2) 时 3 一 有 (3 (125 瑟 na 
(3) ¥ xAPCr) 的 KRC A 前 提 
(4) Pe} MQ) I yCR(Y) ASK,y)) CUS 
(5) [PO AQCOD VI yROY AS EC, )) (CA) 3 El 
《6) 日 区 一 GPCe MAROONY CROY A SC y))) (5) 1 Ers 
(7) PA AQ YY CR A Stesd)) (6B); ES 
(8) —R(d) (2 US 
(9) RD VY nS ed) (C8) 1 
{10) AR AS ed)) (9) ;En 
011) — PAAQ)) C7) ,10) ;7 
{12) ¥ x Pr AQ CDIUG 
(C13) -中 (PCr) AQCEY) C12) ;Es 
QD 3 YR x P(rIAQTD) | (1 (1210CP 


说 明 (1) 不 能 直接 对 (4) 中 的 公式 使 用 ES, 因 为 那样 是 将 
对 部 分 公式 使 用 ES 规则 ; 

(2) 不 是 对 任意 的 个 体 变 元 均 能 使 用 UG 规则 ,这 里 1) 中 的 
< 原本 是 在 (4) 沙 用 US 规则 得 到 的 ,好 它 对 个 体 域 中 的 每 个 个 体 
均 成 立 , 所 以 在 (12) 步 可 以 使 用 UG 规则 ， 

<3) 阁 将 此 题 的 结论 先 作 一 等 值 变换 ,可 使 推理 过 程 简化 . 

方法 二 

‘3 vyREv) rd IPCTIAQCTY) 
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3 pr RUT TI yRY) ELs 
"… 原 命题 转化 为 证 明 
VICpPOIY AQCTD -I yCROY) 大风 人 TY) 
3 rp A yRUy). 


编 号 公式 依据 
《1》 3 z(CP(Czy 六 访 Cz)) 附加 前 提 
C2) Ptcy AQCe) (DES 
03) | 站 工 (BC QC y(ROY AS Cr,y))) 前 提 
C4) (PIOAQIOON I y (ROY ASCe,y)) (3) US 
(5) 3 yCRUy) ASte,y)) (2) ,04) ;1 
《6) 3 3RGDA3 yy) (5)57s 
《77 3 yRty) : C8) ;1 
(8) 3 repr AQ yk (1) ,TCP 
(9) 3 yROY 3 zplr) AQ)) (8) sis 


例 10-26 符号 化 下 列 命题 并 推 证 其 结论 ; 

(1) 没有 不 守信 用 的 人 是 可 以 信赖 的 ,有 些 可 以 信赖 的 人 是 受 
过 教育 的 人 人, 因此, 有些 受过 教育 的 人 是 守信 用 的 ; 

(2) 每 个 运动 员 都 是 强壮 的 . 每 一 个 既 强 壮 又 聪明 的 人 都 将 在 
事业 中 获得 成 功 . 吴平 是 运动 员 , 并 且 是 聪明 的 .因此 ,吴平 一 定 能 
在 事业 中 获得 成 切 ; 

《3) 如 果 一 个 人 长 期 吸烟 或 柄 酒 ,那么 他 身体 绝 不 会 健康 . 如 
果 一 个 人 身体 不 健康 ,那么 他 就 不 能 参加 体育 比赛 . 有 人 参加 了 体 
育 比赛 ,所 以 有 人 不 长 期 柄 酒 ; . 

(4 每 一 个 买 到 门票 的 人 ,都 能 得 到 座位 . 因此 ,如 果 这 里 已 没 
有 座位 ,那么 就 没有 任何 人 买 到 门票 ， 

解 (1) 先 将 命题 符号 化 , 设 个 体 域 是 人 的 集合 . 
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念 MCr) :过 是 守信 用 的 ;J Cx) ;zz 受过 教育 ;D(x);x 可 以 傍 
前 提 : 一 3 (一 MI ADDfz Ca xCD(x) ATCzr 有 政 结 
论 :3 xx) AMCz)). 


证 

网 号 | 公式 依 ”所 
{1) 一 习 区 (一 (内 CD 前 提 
‘2) 中 CD 站 Cr (1) } Es 
(3) 3 zDD ACID 前 提 
ly DY A Tr) 《3 1 五 9 
(5》 MYA DY) Co) US 
6) MI} VY ~ Dt) C6) 1 Es 
{7) Die) AA) 
(8) MI) £6) ,C7) ;To 
9) Tic) (Cd) sl 
(10) Tc) A Mc) (8) .C9) ;1 
(11 I zr A MOY) C10) ;EG 
(2) 设 个 体 域 为 人 的 集合 


令 Ptr) ;ZX 是 运动 只 ;Qir) ;x 强壮 ;RUT) ;x 聪明 ;SS Cx) ;x 
在 事业 中 成 功 4a: 吴平 . 
将 命 甄 符合 化 为 . 
由 PE rr QO XO) A RCO)Y) -> 
SD), Pla) A RNS a). 

也 可 设 个 栖 域 为 全 总 个 体 域 , 令 MCz) :zr 是 人 . 则 命题 符 导 化 为 
V XCM A PCO) > QAOTIDDY TOOMCT) A QU) A ROTY) 
— SCT), Ma) A Pla) A RCA) = S Ca). 
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编 号 公式 依据 
0 Ma) 人 PC A Ra) 前 提 
C2) ¥ TCMCTI A PDA)) | 前 提 
(3) Mia) AP a) ) Qa) | 20US 
C4) Mia) A Pla) (1) ;Ez I. 
(6) Qa) C3) ,CD sh 
(6) | VrtCMUD AQU) A RECS)) 前 提 
(7) CM(a) AQaY A RC mS (a) 《67177S 
(8) Mta} A Rla) (C1);Et ,Es ,hh 
(9) MCD AQta) A Rla) {5), (BY :1 , E', Es 
(10) S$ Ca) (77 C9) 3Iu 


C3) 设 个 体 域 为 全 总 个 体 域 
令 (zt 是 人 ,Crz):z 长 期 吸烟 ;KCr):x 长 期 酮 酒 ， 
JC7) :Xz 身体 健康 ;P(x) ;x 能 参加 体育 比赛 ， 
则 命题 符 导 化 为 
YICGECT》 A COCO) VV KCTD) -一 Fr))， 
WCG A dd (2) 一 一 已 (二 ))， 
了 zz A PCrD)=3 TM rr) A KT)). 


(1) 3 xGMCey APCr)) 前 提 
《2) MY AP (13:E5 


YAM A PY) 


续 表 


编 公式 依据 
{4} | (MY A 0) Pte) | CB US 
(5) Pte) (2) 3 
C6) Me) A Te)) (C4) C5) 1 Ts 
(7)》 . MO Ve) (6) ;Er 
(8) Mte) C2) 
9) Te) (7), 8} :To 
《107 | ¥ ztOMCYI A CO NECOD DC)) 前 提 
(11) MY A CO YY KO Tc) (C10) US 
(12) RA C9) C11) Ts 
(13) 一 MKeyV CC) A Ke)) (C12) ;En ;For 
(14) CY A KE) C8), C13): To 
(15) Ke) QD ;1 


C068) ac) 一 下 Ce) (8B), 13515375 
(172 3 ztaf(zry A RCT)) 16) ,EG 


《4) 设 个 体 域 为 全 总 个 体 域 
令 MCr): 工 是 人 ;5 民 (x): 工 买 到 门票 ;El(y);:y 是 座位 ! 
S(tr,y) :+ 能 得 到 y 命题 符号 化 为 ; 
¥ rN) A KC) 3 yy) A Sry) 
一 yEC(y) 一 一 3 TMr) 六 天 Cr) ). 

证 入 于 yO TM AKRCA) SO 

3 reMr) 天 (rz 了 yEly) Els 
.利用 等 值 替换 转化 为 证 明 . 
YY CC A KOT I yCECyYI ASCr I TMUT) 
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AKCr) 3 3 五 (9 


公 


式 依 所 


GD) | 3 zm A Kr)) 前 提 
(2) Mi) AKCe) (DES 
(C3) | ¥ ZCOMC) AKC)I yAECYIAS ry))) 前 提 
(4) MOAKEC) I y(ECOY) ASCe,y)) (IUS 
(5) 3 y(E(y) ASCe,y)) (2) ,C4) 3 
(6) 3 yECy) AI yste sy) C591,s 
(7) 3 yEty) (6) ;1 
(8) 3 xM AKE) YI yECy) (C1), CCP 
一 3 yECy) 3 xGHz) AKCT)) (8) ;bs 


例 10-37 用 构造 推理 过 程 的 方法 证 明 
3 Fr rR A Tr)) RAY 人) 一 
YY yyCRONTODD)DSY v3 一 全 (7)， 


证 

编 号 公式 依 ” 握 
(1) 49 zFCz) 前 握 
(2) | Fc) (DES 
(3) 3 RC A TT) | 前 扣 
《4》 RD A Td) (3)1ES 
C5) 一 (一 RtcD Y Ta)) [45 瑟 。 
(6) (RD Ta)) {5) 3 El 
(7) 3 yr Ry Ty)) (6 1EG 
(8) —¥ yCROY ETE)) (7) ;Es 
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编号 公 式 依 据 
i DAY 
© | ao | i 
0 oY VR PE (903US 
(11) FO AY x3 yr y)) 58) C10) Ty 
(2) 一 下 人 一 W rH yR ry) (C117; 
(13) 一 时 yr yy) C2 C12) ;Tr 
(14» 3 了 一 人 yr y)) C13) :Es 
C15 一 了 yates y) (C1471ES 
{16) ¥Y yey) £15) ;Eg 
《17》 3 zyY yy) {1627 ;EC 


¥ 33 XT y) 17) :Ta 


例 10-28 设 命 题 画 数 Raicxz)l:r 属于 实数 集合 4; 
Rakz):z 属于 实数 集合 Bi5G(zy) :zy 

试 将 命题 “并 非 4 中 的 数 都 不 比 B 中 的 数 大 ” 按 下 列 要 求 分 
别 用 谓词 公式 表示 . 

《1 只 出 现 全 称 量 词 ; 

《27 中 出 现存 在 量词 ; 

《3) 量 词 全 部 放 在 公式 的 前 部 

解 CDV TCRATJ- yOREO) ry )) 

(2) 3 TRACTI AD yeRs Cy AGCr, YY) 

可 以 验证 (1 后 (2) 

VV TORACTIY yiRa Cv) (ry ) 

I 4 一 (一 Ra YY yO RY YY Ory)) 五 1 El 

Hj 了 (Ra(z) 由 一 yy 一 (Ra ACT Fly 

I rtRatr) A yiRatYy) 内 CC) Es 

(3 了 yARalr) A RCy) 大 Cr 
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D， 解 题 思 路 与 方法 


例 P-1 在 一 次 亚洲 女排 比赛 中 , 赛 前 有 甲 . 乙 .两 三 人 对 这 
次 比赛 结果 分 别 作 了 如 下 的 预测 ; 
甲 : 日 本 第 一 ,韩国 第 三 ; 
乙 : 中 国 第 一 ,日 本 第 三 ， 
凋 ; 韩 国 第 一 ,日 本 第 二 . 
比赛 结束 后 发 现 三 个 人 痢 恰 好 预测 对 一 个 ,向 中 . 韩 .日 三 国 女排 
在 这 次 比赛 中 的 和 名 次 如 何 排列 ? 《假定 无 并 列 名 次 ). 

分 析 ”这 类 分 析 判 定 问 题 ,首先 是 将 条 件 符号 化 ,然后 可 用 等 
植 演算 的 方法 解决 . 

解 设 Pi,Q,R 分 别 表示 中 国 第 ， 名 ,韩国 第 ; 名 ,日 本 第 : 
名 (=1,2,3), 显 然 P,Q,R 中 均 有 一 个 真 命题 . 

由 于 甲 、 乙 .两 三 人 都 恰好 预测 对 一 个 , 故 有 等 值 式 ， 

(> CR A OY CR AQ; 

£2) CP A RY WwW 一己， AR)Ol; 

(3} (Qi A RY C—A A Re) Sl. 

.因为 重 言 式 的 合 取 仍 为 重 言 式 ,所 以 (1) A (2) 富 1. 肢 1 局 
[OR 内 一 外 DY CR AQY ] ATECP;A 一 民 )VY (CoP AR)ISOR, 
太一 名 AP, nn -一 下 3 ] 《一 站 六 名 AP 由 一 有 Ri) Vy CR A 一 总 A 
一 已 AR (oR AQs A P. AR,). 

由 于 中 国 和 日 本 不 能 并 列 第 一 名 ,日 本 不 能 既 第 一 ,又 第 三 ， 
所 以 


KR 一 人 AP A STRIVEO; 
CR A 一 站 A 一 已 A RE, 
于 是 得 
Cd RI A AP A—R) Y (RA A—PHh RO] 
再 将 (3) 与 (4) 合 取得 
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1 和 [外 一 RD VY (一 总 AR] AT 一 RR AQ AP A—R,) 
V CRIAQAEPAR) SO AR A ER AQAPA 
一 如》 V {—Q NAR; 页 一 只 A 内 五 A 一 六 3 VY (Ga AA — RR: NR 
AQs A—P) ARDYV CA A Rs A aR AQ A—P A RR). 
因为 中 国 队 与 埋 国 不 能 并 列 第 一 ,韩国 队 与 日 本 不 能 并 列 第 
三 ,日 本 队 不 能 既 第 二 ,又 第 三 , 所 以 
(WA Rh 一 民 和 入 人 局 一 及 0; 
(QA Rs A RA Qs A 一 已 人 民生)0; 
(一 总 A RR, A RA QA ——P A R30. 
于 是 可 得 (5) (一 Q&A Rs A—RIAQs AP A—RISl. 
因此 P, » 人 为 真 , 即 中 国 第 一 ， 日 本 第 二 ,韩国 第 三 . 
例 D-2 张 三 涪 李 四 在 说 度 , 李 四 说 王 五 在 说 谎 , 王 五 说 张 
三 . 李 四 都 在 说 谎 , 间 张 三 ， 李 四 ， 王 五 三 人 到 底 谁 说 真 话 , 谁 说 假 
话 ? 
分 析 ”首先 将 命题 符 导 化 ， 的 这 
演 , 推 出 的 有 效 结论 ,就 是 我 们 的 判定 结 
解 设 书 : 张 三 说 真 话 :Q: 村 四 说 真 放 ， R; 王 五 说 真 活 . 出 依 
题 意 可 得 前 提 : 
PQ ,PR QT RR, RP A QQ, RP 


Vo, 


下 面 根据 已 知 前 提 进 行 形式 推理 


前 提 

前 提 

(1) ,C2) ;Dy 
前 提 

C9), 


C2) 
(3) 
C4) RP AA) 


Pr PA 
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(6) 
C7) 
(8) 
(9) 
《102 
11) 
12) 


公式 


依据 


PY tPA A 


—PAQA—ER 


{£57 1 En 
(6) ;Es 
前 提 
£7) ,C8) 3 
前 提 
C97, C10) ;hi 
(7) ,097,11);D 


因此 ,由 上 述 推导 知 张 三 说 假 活 , 王 五 说 恨 话 ,只 有 李 四 说 真 
话 . 

例 D-3 对 甲乙 ,两 三 个 人 进行 一 次 智力 测验 ,将 他 们 排 成 
纵队 . 甲 在 前 , 乙 次 之 ,再 症 最 后 ,在 他 们 看 不 见 的 情况 下 给 他 们 每 
人 戴 上 一 项 帽子 ,他们 只 知道 帽子 是 从 三 顶 红帽子 和 两 顶 黑 帽 子 
中 任意 选取 的 , 现在 再 能 看 见 乙 和 甲 的 帽子 , 乙 只 能 看 见 四 的 媚 
子 , 甲 不 能 看 见 任 何人 的 帽子 , 测验 者 先 问 再 能 和 否 判 断 自 己 的 帽子 
的 颜色 . 再 回答 不 能 . 再 间 乙 能 否 判 断 自 己 帽子 的 颜色 . 乙 也 回答 
不 能 . 结果 甲 根据 他 们 的 回答 断定 自己 戴 的 由 子 是 红 的 (不 是 黑色 
的 ). 试 给 出 甲 的 推理 过 程 . 

解 令 书 分别 表示 申 . 乙 .再 的 帽子 是 黑色 , 久 分 别 表示 甲 、 
乙 . 再 能 推出 自己 的 帽子 颜色 ,其 中 ;一 1,2,3. 

绅 的 推理 可 分 成 下 面 三 个 层次 . 

《1)7 根据 只 有 两 顶 黑 帽子 的 事实 知 PAP: 二 QQ; 

《2) 考虑 乙 的 推理 依据 . 

乙 知 道 两 不 能 判定 自己 的 帽子 颜色 , 且 PAP, 一 Q;, 于 是 乙 
可 推出 一 Qi, Pi 人 AP 一 外 :一 一 (PP A 忆 ), 即 甲 与 乙 中 至 少 有 一 人 
戴 红 帽子 , 若 乙 看 见 甲 戴 黑 帽 子 , 就 一 定 能 断定 自己 戴 红 帽子 . 

已 A PQ ,— 0 PQ,. 
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(3) 根据 两 和 乙 的 回答 , 甲 可 推出 下 述 前 提 ; 
Pi 有 也 :一 名, 一 所 :也 一 号 ,一 所 : 
下 面 根据 已 知 前 提 进 行 形式 推理 


编 号 依 据 
(1) 前 提 
(2) 前 提 
(3) (1, (2) sD 


”所 以 , 甲 断 定 自己 戴 的 不 是 黑 帽 子 , 故 是 红帽子 . 

例 D-4 判定 下 面 的 文字 推理 是 否 正 确 . 

《1)“ 每 个 科学 工作 者 都 是 勤奋 的 . 每 个 既 勤 畜 又 聪明 的 人 在 
他 的 事业 中 都 将 获得 成 功 . 王 天 志 是 科学 工作 者 并 且 吓 了 腾 明 的 ,所 
以 王 太 志 在 他 的 事业 中 将 获得 成 功 . ” 

(2) “有 些 人 人 补 欢 所 有 的 花 , 但 人 们 下 喜欢 杂 草 , 所 以 花 不 是 
杂 草 ” | 
解 “将 命题 符 导 化 | 

令 MM(z):x 是 人 ;天 (zx);z 是 科学 工作 者 ;Q (x): 勒 奉 ; 
T(r) :XZ 聪明 ;SCr) ;zx 将 获得 成 功 ;a; 王 大 志 . 
前 提 :Y xCCOMCz) A 开 (2 一 站 (rr MQ ATOr)Y) 
Sr Ma A 下 (aa) 天 TKa)- 


结论 :5S (a) 
下 面 根据 前 提 进 行 推 演 
编 号 公式 | 依据 
(1) VM AKRCGD)AQ)) 前 提 
(2) MAK ATO) 前 提 
oa) | Ce AD To 
(4) (MC AK(Ca)) > Ota) CDIUS 


*， 3 了 412 ， 


续 表 


编 号 | 合式 依据 
(5) Qa) (3) ,C93 
(6) MY) AT (2) ;EEs,T, 
(7) MD AQCD AT(a) 《5) C6); 1, 
(8) | Vr AQCY ATOr)) >S (2)) 前 提 

C9) MCa) AQCa AT (Ca) mS (a) (8)3US 

《10》 SCa) 《7 (9) sD 
因此 ,文字 推理 正确 . 

(2) 将 命题 符号 化 


令 MCz) :x 是 人 ; 昌 (z) ;xz 是 花 ;Z(x) :x 是 杂 草 ， 


五 (zs :你 喜欢 水 

前 提 :3 x Mrz) AY yCH OK (Cr,y))), 
VY Ta yl(2 (Cy) Ry))), 

绪论:Y xz) 一 一 Z(zr))， 


下 面 根 据 前 提 进 行 推 六 

编 号 公式 依据 
(DD) | 本 rmAY yAHOD EKG) 前 提 
(2) VY MM ry ylZEy) Ky))) 前 提 
©3) MOOAY yeHty} Re ,sy)) CYS 
(4d) Mc) C3701 
£5) VY 基本 (下 (cy 《1757 
C6) MY yy Re, Yy)) (AY 
《7) VY yk (ey)) CA 6} :TL 
8) Ta ke a) COO 


"313". 


TT a a a 


续 去 
依据 


公式 
ZR (sa) C7) IUS 
(10) 天 (ea 一 一 ZKa) C9) 1 Fs 
(11) Ha) 2 (0) £8), (10) 31s 
¥ rH(lr) 2(7)) (DUG 


因此 ,文字 推理 正确 . 


* 3]4* 


[1] 
L2] 


£53] 
[4J 
[£5] 
Le] 
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